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PRESENTACIÓN 


Al contemplar retrospectivumente la voluminosa obra, ya 
terminada, es deber de justicia ensalzar el ingente esfuerzo 
realizado por mis eficaces colaboradores, que no se han limi- 
tado ciertamente a reorganizar, dentro del enciclopédico plan 
que habiamos trazado, todo el contenido de mis obras didác- 
ticas publicadas durante cuarenta años de docencia, sino que 
lo han enriquecido con nuevos capítulos y cinco Apéndices, 
además de completarlo en otros aspectos y con rica colección 
de ejercicios, fruto de su práctica profesoral. 


Ya la simple reproducción ad litteram de más de un millar 
de páginas de apretado texto impreso, con la necesaria coordi- 
nación de capítulos y unificación de notaciones, significaría 
agobiante trabajo; pero las copiosas adiciones referidas y los 
perfeccionamientos de pormenores puntualmente recordados en 
las minuciosas reseñas “contenido de volumen I, II, III” acre- 
cen el mérito de mis colegas, con evidente ganancia para la obra, 
que docentes y discentes han premiado con el galardón del éxito. 


Estas modificaciones cuantitativas no han repercutido en 
la estructura de lo. obra, que mis amigos —haciéndome inme- 
recido honor— han conservado respetuosamente; mientras el 
propio autor firmante, eterno crítico insatisfecho de sus pro- 
ducciones, la habría. cambiado radicalmente. Ésta ha sido nues- 
tra esencial discrepancia; y no estará de más aclarar una 
segunda: los calificativos de valoración relativa asignados a 
las numerosas obras citadas en la Bibliografía, son juicios de 
mis colaboradores, a quienes debemos el cuantioso esfuerzo de 
componer esa lista exhaustiva —sin par en ningún otro tra- 
tado— que quizá abrumará al principiante, pero cuyas orien- 
taciones agradecerá el profesor. 

El vacío que una veintena de países cultos lamentaban, por 
dificultar su acceso a la Matemática superior, ha sido por fin 
llenado con esta obra metódica, en que culmina medio siglo 
de progreso de la familia hispano-parlante, algunos de cuyos 
miembros han ascendido ya desde su pasiva posición de espec- 
tadores en que se vivió durante muchos siglos, a la de actores 
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de ese progreso, ingresando muy dignamente en la comunión 
internacional de la ciencia abstracta, que antaño se creía vedada 
a nuestra raza. 

Inexorable anatema divino con resignados creyentes egre- 
gios (ECHEGARAY, MENÉNDEZ Y PELAYO, TORROJA, GARCÍA DE 
GALDEANO, ORTEGA Y GASSET) que los hechos han desmentido 
rotundamente en pocos años de trabajo creador intenso, dejando 
de lado las repetidas divagaciones histórico-filosóficas sobre 
el manido tema. 


J. REY PASTOR. 


Buenos Aires, octubre de 1959. 


CONTENIDO DEL VOLUMEN II 


Como en el volumen II, debemos hacer referencia al plan de la obra 
—incluído en el volumen I— con respecto a su finalidad y estructura, 
y al índice general que da el programa ordenado de los temas tratados 
en este volumen, limitándonos aquí a señalar los aspectos que considera- 
mos importantes en el enfoque y desarrollo de los mismos. 

La teoría de la medida infinitamente aditiva y de la integración 
basada en ella ha adquirido en la Matemática moderna un desarrollo 
considerable, y es hoy no sólo una de las construcciones más subyugantes 
de esta disciplina, sino también un pilar indispensable de muchos de sus 
desarrollos. En el capitulo XXIV se la expone con amplitud mayor que 
la usual en la mayor parte de los tratados de análisis matemático, pro- 
curando dar en el texto fundamental y especialmente en las notas, una 
exposición que incluya aspectos de log progresos mas modernos. Véase 
por ejemplo, la demostración completa del teorema de unicidad de me- 
didas por el método indicado por REY PASTOR, lo teoría de CARATHÉODORY 
sobre medidas exteriores, desarrollada en forma que pueda generalizarse 
inmediatamente a una medida de LEBESGUE-STIELTJES (nota I, a) y el 
procedimiento simplificado seguido para demostrar que log conjuntos 
medibles respecto de una medida exterior forman una familia infinita- 
mente aditiva. Se comparan las distintas teorías de CARATHÉODORY, VALLÉE 
POUSSIN, LEBESGUE, etc. En los ejercicios se desarrolla la teoría general 
de funciones aditivas de conjunto, con ejemplos interesantes sobre as- 
pectos paradójicos de la teoría. 

La integral de LEBESGUE se desarrolla por el método de REY PASTOR, 
extendiendo ahora la definición y los teoremas al caso de conjunto de 
medida infinita, con muestra de su vastísimo alcance, y se perfeccionan 
y completan las demostraciones conocidas. Los teoremas de convergencia 
se dan en forma completa y rigurosa con ejemplos aclaratorios de su 
corresponrliente validez. En el estudio de la continuidad absoluta y la 
función integral (L), se antepone el clásico teorema de LEBESGUE sobre 
existencia de derivada finita de una función monótona, sencillamente 
demostrada mediante el lema elemental de RieEsz, Señalemos, también, 
el cuidadoso estudio de la aplicabilidad de la regla de BARROW a la inte- 
gral de LEBESGUE y la demostración del teorema de sustitución de va- 
riables en la integral (L). Las notas de fin del capítulo XXIV tratan 
de los más elevados puntos de la teoría, incluyendo la integral (R9) de 
REY PASTOR. Todo este capítulo, de carácter esencialmente conceptual 
y teórico, puede ser omitido en una primera lectura por quienes se inte- 
resen ante todo en las aplicaciones. 

El capítulo XXV sobre series e integrales de FOURIER se inicia con 
un purágrafo ($ 96) dedicado al espacio de HILBERT, estructura cuya 
importancia actual en el análisis funcional torna injustificable su omi- 
sión aún en un tratado general de análisis, y además proporciona el 
marco «adecuado a los desarrollos subsiguientes, en especial los de $8 97 
y 98. En éstos optóse por abandonar la costumbre de comenzar por las 
series de FOURIER trigonométricas y bratar luego —subsidiariamente y 
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como generalización— los desarrollos de FOURIER respecto de sistemas 
ortonormales cualesquiera, para comenzar con un estudio independiente 
de estos últimos (8 97), más de acuerdo con su creciente importancia en 
la Matemática, e incluyendo con la ortogonalidad respecto de un núcleo, 
los importantes polinomios de CHEBICHEV, JACOBI, LAGUERRE, HERMITE 
($ 97-8 a $ 97-12). En el estudio de las series trigonométricas ($ 98), se 
da en $ 98-5 la aplicación del método de sumación de CEsARo, y a la 
demostración que así resulta del clásico teorema de aproximación de 
WEIERSTRASS, se agrega una de las más breves demostraciones directas 
del mismo. 

El estudio de la integral de FOURIER ($ 99) es precedido por una 
introducción intuitiva basada en la ampliación indefinida del intervalo 
de periodicidad para la serie, y seguido por la transformación de FOURIER 
en sus diversas formas. 

En la nota I de este capitulo XXV se introducen los espacios (L?), 
demostrándose para ellos las clásicas desigualdades de HOLDER y de 
MINKOWSKI; en nota II se estudia un doble problema de suficiencia: 
a) del sistema de referencia (funciones ortogonales) para representar 
cualquier función de cuadrado integrable como elemento de un espacio 
vectorial; b) de estos espacios vectoriales para lograr el isomorfismo 
con el de HILBERT, En la nota III sobre el teorema de RIESZ-FISCHER 
se lo demuestra en la forma de FISCHER [completidad de (L”)] pasando 
luego a la forma de RIESZ en (L?), obteniéndose luego la equivalencia 
de la densidad de un sistema ortonormal en (L?2) con su completidad. 

Las ecuaciones diferenciales se estudian con detenimiento, dedicán- 
dose dos capítulos a las ordinarias, el primero de ellos (capítulo XXVI) 
dedica cinco parágrafos ($8 100 á 104) solamente a las de primer orden, 
con énfasis en las cuestiones geométricas ($$ 100 y 108). Sobre el texto 
fundamental de este capitulo señalemos solamente que en $ 104-4, al 
clásico teorema de existencia y unicidad con la condición de LIPSCHITZ 
siguen teoremas fuertes de existencia y unicidad, y en notas, breves 
referencias a la dependencia respecto de parámetros, a otras demostra- 
ciones y a otros teoremas de existencia y unicidad (ARZELA, MONTEL, 
OsG00D, NAGUMO, PERRON). 

En la única nota de este capítulo XXVI, sobre soluciones singulares, 
se introducen éstas como soluciones formadas por elementos lineales 
singulares, previa una nutrida ejemplificación sobre estos elementos y 
el lugar de sus puntos sostenes, discutiéndose luego brevemente la rela- 
ción entre solución singular y envolvente, así como entre las curvas 
discriminantes de la ecuación y de la solución general, 

En el capítulo XXVI sobre ecuaciones diferenciales de orden supe- 
rior y sistemas de ecuaciones diferenciales, más de la mitad del texto 
fundamental y dos de las notas (I: Ecuaciones y funciones de BESSEL; 
III: Problemas de contorno del tipo de STURM-LIOUVILLE) se dedica a 
las ecuaciones y sistemas lineales dada su importancia en los problemas 
de la Física, dándose amplia versión de métodos simbólicos ($ 108-8 y 9) 
que hallarán amplio marco en el apéndice III sobre cálculo operacional. 
Entre las numerosas aplicaciones mencionemos la introducción de las 
primitivas y derivadas de orden real (8 106-1, nota 3), movimientos 
vibratorios ($ 108-2), descarga de un condensador (8 108-838), oscilacio- 
nes forzadas y resonancia ($ 108-5), viga apoyada ($ 108-7), movimiento 
de los planetas ($ 109-5, ej. 2), etc. 

La clasificación y estudio de los puntos singulares de ecuaciones 
diferenciales de primer orden se hace en nota II de este capítulo XXVII 
dada la conveniencia pedagógica de comenzar con el caso de la ecuación 
dy/de = (asx + day)/(a,x +b,y) o un sistema equivalente de ecuaciones 
lineales de coeficientes constantes. 

El extenso capítulo XXVIII sobre ecuaciones diferenciales en deri- 
vadas parciales y cálculo de variaciones, dedica al primer tema tres 
parágrafos, de los cuales dos sobre ecuaciones de primer orden (lineales, 
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$ 110, y generales, $ 111), con énfasis en los aspectos geométricos y amplia 
cabida para el problema de CAUCHY ($ 111-6) así como para los métodos 
de integración de LAGRANGE y CHARPIT ($ 111-7) y otros ($8 111-8). Una 
ampliación de este estudio dan las tres primeras notas, algo extensas, 
de este capítulo sobre: ecuaciones en diferenciales totales, transforma- 
ciones de contacto, y sistemas de ecuaciones en dirivadas parciales. 

En el $ 112 sobre ecuaciones parciales de segundo orden, que trata 
casi exclusivamente las lineales orientándose hacia las aplicaciones físi- 
cas, se hace amplio uso de métodos simbólicos ($ 112-3- a § 112-5). El 
método de separación de variables se ilustra en la breve nota IV sobre 
Funciones de FERRERS y conexas. 

Las notas V á IX, sobre problemas de STURM-LIOUVILLE, vibraciones 
y equilibrio, y métodos basados en la función de GREEN, dan un amplio 
panorama de métodos usados en los problemas lineales de la Fisica. 

El $ 113 sobre cálculo de variaciones termina con el estudio de la 
variación segunda y condición de LEGENDRE ($ 113-6), y se complementa 
con la extensa nota X del capítulo, sobre métodos variacionales directos. 

El capítulo XXIX, de más de cien páginas, trata sobre funciones 
analíticas de variable compleja. Ya entre los conceptos fundamentales 
($ 114) se presentan propiedades como el teorema del módulo máximo 
y sus consecuencias ($ 114-6) destacándolas —conforme au una orientación 
moderkna— como netamente topológicas primarias, no obstante resultar 
sencillo corolario en la teoría de la integral. El estudio de las condicio- 
nes de monogeneidad (8 114-2), se ahonda en la nota 1 del capítulo, y 
las relaciones con la teoría del potencial ($ 114-3) se aplican en la nota II 
sobre ciertos movimientos de fluidos vticompresibles. 

Se logra una apreciable simplificación en lu teoría de la integración 
en el campo complejo restringiendo en forma inesencial la clase de cur- 
vas tomadas como camino, en el $ 115 que termina con un bosquejo sobre 
ia obtención de la función analitica completa por prolongación ($ 115-12), 
dejándose para la nota IV del capitulo, sobre monogeneidad y analiti- 
cidad, el caso de funciones que aún siendo monógenas en conjuntos que 
no forman recinto, no gozan ya de las propiedades fundamentales de 
las funciones analíticas. En nota III se da la sencilla demostración de 
GOURSAT del teorema de CAUCHY en condiciones muy generales. 

El estudio de las funciones multiformes (8 116) se hace más acce- 
sible a través de casos concretos, iniciándose así este parágrafo con 
cierto detalle sobre la función logarítmica y sum superficie de RIEMANN. 

En el 8 117 sobre singularidades se dan aplicaciones de la derivada 
logarítmica (8 117-8), un bosquejo sobre teoremas de PICARD y direccio- 
nes J de JULIA ($ 117-4), y en ejercicios algunos complementos impor- 
tantes de la teoría, como teoremas de ROUCHÉ y de HURWITZ y aplica- 
ciones a las funciones univalentes, cuestiones que luego se aplican en 
la nota V del capítulo, sobre principio de acumulación de funciones 
analíticas. 

El $8 118 sobre los diversos desarrollos en series y productos infinitos, 
termina con un resumen de los conceptos fundamentales sobre funciones 
enteras ($ 118-6), dándose también en los ejercicios de este parágrafo 
importantes complementos de la teoría. 

Completan las notas del capitulo XXIX tres mås extensas: VI, repre- 
sentación conforme; VII, integrales eulerianas; y VIII, transformación 
de LAPLACE, esta última en estrecha relación con el apéndice III sobre 
cálculo operacional. 

Completan el texto de este volumen (además de las respuestas a 
ejercicios e índices de símbolos y alfabético como en los volúmenes ante- 
riores) cinco apéndices que se refieren a la obra total y tratan otros 
tantos temas autónomos pero en relación con el texto general. 

El apéndice I sobre homogeneidad dimensional es un resumen de la 
memoria de P. P! CALLEJA: Las ecuaciones funcionales de la teoría de 
magnitudes, a la que se remiten la mayor parte de las demostraciones 
de los teoremas de fundamentación conceptual de carácter puramente 
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teórico. En estas discutidas cuestiones de fundamentación conceptvral se 
sigue por ello la posición adoptada en dicha memoria, que es la basada 
en la línea de ideas de POINCARÉ, RUNGE, BRIDGMAN y BIRKHOFF. Se 
procura dar una detallada, documentada y didáctica exposición con nu- 
merosos ejemplos del análisis dimensional de la teoría de magnitudes; 
asi, precedido por el imprescindible y no siempre bien comprendido tra- 
tamiento de los productos nildimensionados, que es de carácter pura- 
mente lineal algebraico, se hace también el estudio completo del modo 
de aplicar en la investigación física experimental el utilisimo teorema II 
de VAscHY-BUCKINGHAM con su demostración completa y simplificada. 
Es interesante hacer notar que en esta versión de la memoria citada, 
se ha agregado una brevísima demostración poco conocida del clásico 
teorema funcional de CAUCHY, válida para una familia de funciones 
aditivamente integrables. 

El apéndice II sobre ecuaciones integrales se ha basado en la expo- 
sición que sobre el tema da J. REY PASTOR: Los problemas lineales de la 
Física, completando y rectificando además demostraciones y ejemplos. 
Para llegar a las fórmulas de FREDHOLM se explican con detenimiento 
los métodos de aproximaciones del núcleo, ya por núcleos disociados 
(HILBERT), ya por funciones escalonadas (FREDHOLM). Se trata en de- 
talle la aplicación al problema de CAUCHY de la ecuación diferencial 
lineal. Particular interés ofrece la correcta y simplificada demostración 
expuesta sobre la existencia y naturaleza del espectro de autovalores en 
el caso de núcleo simétrico por el método variacional. Después de tratar 
los desarrollos en serie de los núcleos simétricos y de sus emanantes, 
se acaba el apéndice dando idea suscinta de las ecuaciones integrales 
de primera especie y de las ecuaciones singulares, en particular las 
correspondientes o núcleos de tipo CAUCHY según los últimos trabajos 
de MUSKHELISHVILL Agradecemos al Dr. J. NINOT de Barcelona la re- 
visión, lectura y útiles observaciones que ha realizado del original de 
este apéndice. 

En el apéndice III, sobre cálenlo operacional, procuramos dar en 
extensión moderada un panorama general de orientación moderna, Des- 
pués de una introducción sobre los métodos operatorios de HEAVISIDE 
y de DIRAC, los apartados 2 á 7 desarrollan la fundamentación con la 
transformación de LAPLACE dando aplicaciones diversas y el n® 8 da 
rápida versión de métodos basados en la transformación de FOURIER. Los 
desarrollos previos sobre las transformaciones de LAPLACE (C. XXIX- 
VIII) y de FOURIER ($ 99) teniendo en vista esta utilización, permiten 
ahora abordar esos temas en forma muy ágil, El n? 9 muestra la apli- 
cación de la transformación de LAPLACE bilateral, a la vez que da noti- 
cia de modernos resultados de HIRSHMAN y WIDDER sobre inversión de 
transformaciones integrales por convolución. Al justificar los métodos 
operatorios de DIRAC damos en n? 10 sucinta versión de la moderna 
teoría de las distribuciones de SCHWARTZ. 

En el apéndice IV se dan nociones sobre cáleulo de probabilidades 
(n™® 1 á 5), incluyendo teoremas generales sobre sistemas de variables 
aleatorias (n? 4) y variables aleatorias continuas (n% 5); se aplican 
luego estas cuestiones en un sucinto estudio de los errores de observa- 
ción (n”* 6 á 10), remitiendo a la nota I del capitulo XIX, en volumen II, 
para la obtención de las ecuaciones normales en el método de cuadrados 
minimos. 

El apéndice V se dedica a nomografía, dando idea primero de los 
ábacos cartesianos en sus distintas modalidades: generales, rectilineos, 
circulares y triangulares, con la aplicación de éstos al estudio de las 
mezlcas ternarias y su simplificación mediante los ábacos exagonales. 
Se sigue luego con un completo estudio de los nomogramas de puntos 
alineados y de sus principales tipos particulares: de los de tres escalas 
de soportes rectilíinmeos paralelos (con la ejemplificada determinación de 
módulos adeenedos), de los tipos reducibles a ellos, de los casos en que 
conviene poneeos en N ó Z, de las de tres ccetas concurrentes, de los 
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de dos escalas de soportes paralelos rectilíineos y una de soporte cur- 
vilineo, todo ello debidamente aclarado con correspondientes ejemplos. 
Se estudian también ábacos y nomogramas para relaciones con más de 
tres variables en diversos tipos de aplicación corriente, llegando incluso 
al de alineaciones múltiples para relaciones entre n variables. Se con- 
cluye con una síntesis comparativa de ventajas e inconvenientes en el 
uso de ábacos o nomogramas, 


CAPÍTULO XXIV 


TEORÍA DE LA MEDIDA * 


$ 94, MEDIDAS INFINITAMENTE ADITÍVAS 


1. Medida boreliana de conjuntos. — Para abordar la medi- 
da general de conjuntos dados en la recta euclídea E,, donde 
se ha definido la distancia de dos puntos a, b por |b—a| y 
comprender la íntima relación de este problema con el de la 
integración, veamos cómo pueden aplicarse a la teoría de la 
medida de conjuntos las integrales de RIEMANN y DARBOUX 
introducidas en el $ 49. 

Ante todo hemos de considerar conjuntos X contenidos en 
un cierto intervalo 1 (es decir, acotados por 1). 


DEF. 1. La función característica fx(*) del conjunto X 
contenido en el intervalo 1 es la función definida en 1 que vale 
len X y 0 en su complemento 1—X, es decir: 


[94-1] f.(x) = 1 si xeX ; fx(x)= 0 si xel—X. 
DEF. 2. Se llama extensión del conjunto X ó también su 


medida de PEANO-JORDAN o medida (R), al valor, en caso de 
existir, de la integral de RIEMANN ($ 49-1): 


[94-2] (R) $ tx = e(X). 


En cambio, siempre existen, definidas por las integrales 
superior e inferior de DARBOUX ($ 49-2), las llamadas : 


extensión exterior = e(X) = $ tota) de s 

[94-3] j 

extensión interior = e(X) = ERORE , 
T I 


y sólo si estas dos coinciden, el conjunto X tiene extensión 
($ 49-2). 


La extensión de un intervalo coincide con lo que llamaremos 
medida elemental: 





* Fate Capítulo puede omitirse en una primera lectura. 
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DEF. 3. Medida elemental | 1| de un intervalo 1 de extre- 
mos a- b (incluidos o excluídos), es el número | I| = b — a > 0; 
la medida de un punto es nula. 

Esta medida elemental tiene la siguiente propiedad de adi- 
lividad finita: 


TEOR. 1. La medida de un intervalo suma de un número 
finito de intervalos no rampantes (sin puntos interiores co- 
munes) es la suma de las medidas de los intervalos compo- 
nentes. 

La demostración trivial se basa en las leyes formales de 
las sumas algebraicas de un número finito de términos reales 
($ 7-5). l | 

Se ve (S 49-2) que la extensión exterior del conjunto X 
contenido en 1 es el extremo inferior de la suma de las medi- 
das elementales de los subintervalos que contienen algún punto 
de X respecto de todas las particiones de I en un número finito 
de subintervalos no rampantes, mientras que el extremo supe- 
rior de la suma de las medidas de los subintervalos todos cu- 
yos puntos pertenecen a X da la extensión interior. 

La extensión, en caso de existir, da una medida que tiene 
también la propiedad de aditividad finita, pero un conjunto 
suma disjunta (sin puntos comunes) de una infinidad nume- 
rable de conjuntos con extensión, puede no tener extensión, aún 
estando acotado, así como el límite de funciones integrables 
(R) puede no ser integrable (R) ($ 85-1, nota 2): en resu- 
men, la extensión y la integral (R) no son siempre permuta- 
bles con la operación de paso al límite. 


EJEMPLO 1. El conjunto de puntos racionales de [0,1], compuesto 
de una infinidad numerable ($ 2-11) de puntos (cada uno con extensión 
0), no tiene extensión por no ser integrable (R) la función de DIRICHLET 
($ 49-2, ejemplo). Si para una ordenación cualquiera de dicho conjunto 
consideramos los conjuntos formados por los n primeros números racio- 
nales, la sucesión de sus funciones características, cada una integrable 
(R) con integral nula, tiene como límite la función de DIRICHLET, no 
integrable (R). 


NOTA 1. Para que todo conjunto tuviese medida, CANTOR propuso 
considerar como tal su extensión exterior, pero ésta no es ni finitamente 
aditiva. Por ejemplo, el conjunto K de los puntos racionales del intervalo 
I = [0,1] y el I— K de los puntos irracionales tienen ambos extensión 
exterior 1, lo mismo que su suma 1 ($ 49-2, nota). 


Así, la extensión no tiene la propiedad de aditividad infi- 
nita (también llamada completa) y el progreso esencial de la 
teoría de la medida a partir de BOREL (1898) radica en haber 
logrado la aditividad infinita con su método de medir, corre- 
lativo con el proceso de integración de LEBESGUE (1902) que 
estudiaremos en $ 95, que hace permutables la integral y paso 
al límite en condiciones amplias (3 95-4). 

Por aplicación reiterada en número finito o infinidad nu 
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merable de operaciones de unión, intersección o complemento 
(Cap. 1, nota 1) a partir de los intervalos se obtiene la familia 
de BOREL de conjuntos (B), a los que pertenecen los conjuntos 
abiertos G y cerrados F' ($ 64-4, nota 2) según en seguida de- 
mostraremos ($ 94-2). Para estos conjuntos (B) vamos a de- 
finir la medida de BOREL, que coincide con la que introducire- 
mos en $ 94-4 de LEBESGUE ó (L), aún cuando los conjuntos me- 
dibles (L) formen una familia más amplia, pues pueden diferir 
de los (B) en un conjunto de medida nula ($ 82-2). Demostra- 
remos más adelante ($ 94-6, nota 5) que todo conjunto X me- 
dible (L) tiene una cápsula Gs (=)X [siendo Gş un conjunto 
seudo-abierto, o sea, intersección numerable de conjuntos abier- 
tos G*, y por tanto conjunto (B), pero si los G? son en número 
infinito puede ser no-abierto (Cap. XVITI, nota I, b)), y un 
núcleo F,(<)X (siendo F, un seudo-cerrado, o sea unión nu- 
merable de conjuntos cerrados F', y por tanto conjunto (B), 
pero si los F? son en número infinito puede ser no-cerrado 
[Cap. XVIII, nota I, b)], tales que sean iguales las medidas de 
los tres conjuntos F, (<)X(<)G5s . 


Noras: 2. La teoría de la medida se extiende fácilmente a espacios 
euclídeos E, y también a espacios topológicos E (Cap. XVIII, nota I, d), 
en particular métricos. 

En el espacio E, la medida elemental (def. 3) de un intervalo I de 


puntos x=(%,, ta, ...,%n) (paralelepípedo generalizado, § 64-4, c), œ; <S 
<x: Sb, î=1,...,n (donde < puede en todo o en parte sustituirse 
por <) viene dada por el producto de las longitudes de sus n lados; 
[94-4] |I] = 11 (b, —a,) > 0. 


Cuando a, =b, para algún r, el intervalo es degenerado y su medida 
es nula, 

Sustituyendo æ% por x, subsisten las definiciones [94-1], [94-2] y 
[94-3], sin más que aplicar la integral múltiple de RIEMANN (§ 83). 
Así la definición dada de extensión de un recinto (§ 83-3, def.) es caso 
particular de la [94-2]. 

3. En un espacio topológico general E (Cap. XVIII, nota I, b) se 
dice que una familia H de conjuntos X es infinitamente aditiva si cum- 
ple: 1%) El conjunto vacío O pertenece a H: 2%) Si X pertenece a H, 
también su complemento E — X pertenece a H; 3%) La unión de un nú- 
mero finito o infinito-numerable de conjuntos pertenecientes a H, tam- 
bién pertenece a H. 

Entonces, como consecuencia, la intersección de un número finito o 
infinito-numerable de conjuntos pertenecientes a H, también pertenece 
a H. 
Si el espacio E es métrico, son importantes las familias H infinita- 
mente aditivas que contienen los conjuntos cerrados F y entonces contie- 
nen también los abiertos G (o recíprocamente). Entonces la familia 
mínima B de conjuntos cumpliendo estas condiciones (intersección de to- 
das las familias infinitamente aditivas que contienen los abiertos y ce- 
rrados de E) forma la familia infinitamente aditiva de conjuntos (B) 
o de BOREL del espacio métrico E. 


A partir de la medida elemental de los intervalos (en los 
espacios euclídeos E,), puede edificarse toda la teoría de la me- 
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dida (según C. DE LA VALLÉE POUSSIN) basándose exclusiva- 
mente en la aditividad infinita y entonces se introduce: 


DEF. 4. La medida de un conjunto numerable de puntos es 
cero, suma de las medidas de sus puntos. La medida boreliana 
de un conjunto X compuesto de la unión de un número finito 
o infinmito-numerable de intervalos no rampantes I; es la suma 
de las medidas | I; | de sus intervalos componentes. 


Para que este método de medir no sea contradictorio es 
esencial demostrar el siguiente teorema de unicidad: 


TEOR. 2. Si un conjunto X puede considerarse de dos ma- 
neras distintas X = 21, = X1;* como la suma de una infinidad 
numerable de intervalos no rampantes [posiblemente degene- 
rados (nota 2) o vacios], la suma de las medidas de estos in- 
tervalos es la misma en ambos casos: È | I; | = X | I;* |. 


DEM.: Llamemos I; a la intersección 1,1,* acaso intervalo degenerado 
o vacío. Para 1 fijo es 


on 00 
L= U Iy con |L] = > Jl], 
j=1 j=1 


lo que no es evidente, por no poder aceptar como fundamento el criterio 
de aditividad infinita, pues precisamente estamos demostrando la no-con- 
tradicción del mismo, [Por ejemplo, dicho criterio sería contradictorio en 
la recta racional (ver nota 4), tomando I, no degenerado, tal que |I, | >O, 
con 1,, reducidos a puntos de medidas | 1l,,]|= 0]. Desde luego, por ser 
no-rampantes los 1,,(<)I, las sumas parciales serán 


m 00 
> |I| < [L] y por tanto Y |L,| < |1L|. 
j=1 j=1 

Por otra parte, para todo e > 0, se podrá encerrar cada I,; en un inter- 
valo abierto J,, tal que su medida sea |J,,| < |1.,] + e/2*, Entonces, 
cada punto de la clausura T, de I, pertenecerá a un intervalo abierto J,,, 
bastando un número finito de éstos por el lema de BoreEL (Cap. XVIII, 
nota II) para cubrir 1,. Por las leyes de monotonía de las sumas finitas 
de números reales ($ 7-5), será | I, | menor o igual que la suma (finita) 
de esos J;,, y por tanto 


ILI < Y |J1< Y (Lal + 0/2) = (3 IIs) + e 


j=l j=1 j=l 


Como e es arbitrario, de ésta y la anterior resulta 


00 
| 1, | = y (Ivl. 


j=1 
Entonces 
on 


£ ILI 


Teal 


es la suma por filas de la serie doblo 
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S 
ÈE |y! 


l1 ;j=1 


IMS 


que ha de coincidir con 


| 1,* |] 


1 


I MS 


j 
suma por columnas de dicha serie doble de términos no-negativos ($ 81-3, 
teor. 3), quedando así probada 


un 
È IL] = 


1=1 f 


|1,*]. 
1 


Il MS 


NoTA 4. Corolario inmediato de este teorema 2, referido a las defi- 
niciones 3 y 4, es la no-numerabilidad del continuo (cfr. Cap. II, nota II, 
teor. 1), pues el conjunto de puntos [0; 1] tiene medida |[0;1]|=1 >, 
y por tanto no puede ser numerable (def, 4 y teor. 2). 


2. Estructura de conjuntos y teoremas de cubrimiento. — 
a) Retículo progresivo de E,. — Todos los intervalos 
I[a;,,a; +1) (¿=1,2,...,m) de extremos enteros consecuti- 
vos forman un conjunto numerable, Ro, según $ 2-11; y tam- 
bién la es la familia de intervalos, 1,, deducidos por bisección, 
con extremos que son números consecutivos de la progresión 
p., los cuales forman el retículo R, de amplitud +4; y así se 
van formando retículos R, de amplitudes 2-”, cada uno subdi- 
visión del anterior. En virtud de $ 2-11, teor., la familia R 
de todos los intervalos 1, así formados, para n=0,1,2,..., 
es numerable; la llamaremos retículo progresivo del espacio En, 
tanto si se incluyen o se excluyen los extremos de cada I,. 

Nótese que al incluir en cada intervalo [a;, b;,) solamente 
el extremo inferior, todos los intervalos de cada retículo R, son 
disjuntos y suman E,, en sentido estricto. [También diremos 
suma de intervalos cuando éstos tengan puntos comunes de con- 
torno, si carecen de punto interior común, propiedad que hemos 
expresado diciendo: no son rampantes. (Cap. XVIII, nota I, b)]. 

Numerados los intervalos del retículo progresivo, Ro, Ra, 
Ro, ..., todo punto del espacio es interior a infinitos I,, que 
son entornos suyos, excepto si el punto x tiene alguna coorde- 
nada de la red binaria (es decir, del tipo p/2") en cuyo caso 
adoptaremos como entorno de x la suma de los intervalos 1, de 
R, contiguos a Xx. 


NoTA 1. Consideremos las siguientes aplicaciones: 


19%) Un espacio abstracto, que tiene un conjunto numerable denso en 
todo E ($ 64-4, nota 2), se llama separable; un espacio que tiene una 
familia numerable universal de entornos; es decir, tal que para cada punto 
x de E hay infinitos entornos de esa familia, que tienden a x, y carac- 
terizan por tanto la acumulación, se llama perfectamente separable. En 
cl espacio euclidiano E,, cl conjunto denso básico es el de los puntos de 
coordenadas racionales; la familia universal de entornos es el retículo 
progresivo, R; luego Em es perfectamente scparable. 
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2°) Si los conjuntos X de En son no-rampantes, y cada uno tiene al 
menos un punto interior, forman familia finita o numerable, Si es x' un 
punto interior de X’ é I; un intervalo del retículo progresivo, entorno de 
x‘, contenido en X‘, tales entornos son todos distintos, por ser distintos 
todos los puntos x*; queda así establecida una coordinación entre el con- 
junto ¿x*? y parte de la familia numerable R =41,); luego el conjunto 
4x') y, por tanto, el JX*), son finitos o numerables. 


Corolarios inmediatos: 
1% Los puntos aislados de un conjunto son en número finito, o for- 
man conjunto numerable. 


2% Los puntos de discontinuidad de una función monótona forman 
conjunto finito o numerable., 


b) Estructura de los conjuntos abiertos y cerrados. — Para 
el estudio de los conjuntos, y especialmente de su medida, que 
necesitamos para definir la integral de funciones muy discon- 
tinuas, es indispensable anteponer el de sus tipos más sencillos, 
que son los conjuntos abiertos y cerrados. Recordemos ($ 64-4, 
nota 2) su definición : 


DEF. 1. Conjunto cerrado es el que contiene todos sus pun- 
tos de acumulación ($ 64-4, def. 4). Conjunto abierto es el for- 
mado por puntos interiores ($ 64-4, def. 5). Los designaremos 
casi siempre por las letras F, G; y por brevedad diremos a ve- 
ces: un cerrado F, un abierto G, sustantivando los adjetivos. 

Decir que F es cerrado, o sea que en el complemento CF 
(Cap. I, nota I), no hay ningún punto de acumulación de F, 
equivale a decir que todo punto de CF es interior a él, es de- 
cir, este complemento es un G y recíprocamente. Resulta así 
la propiedad fundamental: El complemento de un F es un G; 
y el complemento de un G es un F. 


Noras: 2. Correlación. — Así se han introducido correlativamente 
en los cspacios topológicos generales (Cap. XVIII, nota I, b). Como al 
sustituir cada conjunto X por el complementario CX se permutan las re- 
laciones ~ y ^ (Cap. I, nota 1) así como las propiedades G y F; de 
cada teorema sobre conjuntos G y F se deduce otro correlativo, efectuando 
en su enunciado esas permutaciones. 


3. Relativización. — Lo esencial de E,, utilizado al probar que el 
complemento de un F es un G, ha sido esto: todo punto de E, tiene entor- 
nos en E,, es decir, E, es abierto; luego resulta en general: 


El complemento de un F en un G es un G. Correlativamente: El 
complemento de un G en un F es un F, 

Nótese que los conceptos F y G son correlativos cuando el espacio 
ambiente es a la vez G y F, es decir, es el espacio E,; pero, en general, 
si el espacio arbiente es un G cualquiera, no se verificará la segunda 
propiedad, es decir, el complemento de un G podrá no ser G ni F. (Pón- 
ganse ejemplos de todos los casos). 


No solamente para espacios euclídeos, sino en general para 
espacios topológicos cualesquiera (Cap. XVIII, nota I, b) se 
cumple : 
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TEOR. 1. La unión y la intersección finitas de conjuntos G 
es un G; y la de conjuntos F es un F. 


TEOR. 2. La unión infinita de conjuntos G es un G; la in- 
tersección infinita de conjuntos F es un F. 

Sin embargo, ya se vió (Cap. XVIII, nota I, b) que la in- 
tersección infinita de conjuntos G puede no ser un G, y que 
la unión infinita de conjuntos F puede no ser un F, 


EJEMPLOS: 1. La intersección. de todos los círculos abiertos del mis- 
mo centro y radios mayores que 1 de E, es el círculo cerrado de radio 1. 

2. La unión de todos los intervalos cerrados [a,b] de extremos en- 
teros (familia numerable) es todo el espacio E,, a la vez abierto y ce- 
rrado. Lo mismo para la familia (no numerable) de extremos reales, 


Puesto que cada punto de un conjunto abierto G tiene ur 
entorno contenido en G, la unión de estos entornos estará con- 
tenida en G y por contener todos los puntos de G contendrá a 
G, es decir, dicha unión coincidirá con G. En definitiva: 


TEOR. 3. Todo abierto G es la unión de entornos de sus 
puntos; en particular, en E, es unión de intervalos I. 


Pero para la teoría de la medida lo que interesa es que di- 
cha unión sea numerable. En el caso de conjunto lineal abier- 
to G (contenido en E,) basta sustituir los intervalos rampan- 
tes del teor. 3 por su unión, que es también intervalo. En- 
tonces, si xG y es b = extr sup x, para x>%), tal que 
(xo, 1) (<)G, también (za b)(&)G; y análogamente, si es 
a = extrinf x para x< zo tal que (æ, zə) (&)G, resulta 
(a, b) (&)G, pero los extremos a, b no pertenecen a G. Por 
tanto, todo punto de G pertenece a uno, y sólo uno, de los in- 
tervalos abiertos (a, b) así formados; y como esta familia, se- 
gún nota 1, 2°, es finita o numerable, resulta: 


TEOR. 4. Todo abierto de E, es suma finita o numerable 
de intervalos abiertos disjuntos. 


Ha resultado de la demostración que todos los puntos x, 
tales que el segmento determinado con xo pertenece a G (con- 
dición de conexión, § 64-5), forman un intervalo, luego, según 
$ 65-5, def. 1, resulta: 


Los recintos de E, son los intervalos abiertos (a, b). 


Obsérvese que el teor. 4 no es válido para conjuntos abier- 
tos no lineales: por ejemplo, para el interior de un círculo, 
pues todo rectángulo contenido en él tiene en sus lados puntos 
interiores al círculo que no pueden pertenecer a otro rectán- 
gulo abierto sin puntos comunes con el anterior. 

Así para E, (n > 2) se impone esta modificación: 


TEOR. 5. Todo abierto G de E,(n > 2) es suma, finita o 
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numerable, de intervalos cerrados no rampantes con posibles 
fronteras comunes. En efecto, en el retículo binario de E,,, de 
lados 2-7, las mallas Q, contenidas en G no son disjuntas todas, 
pero son no rampantes, pues solamente pueden tener común 
algún segmento si n= 2, algún rectángulo si n= 3, etc.; es 
decir, un conjunto de extensión n-dimensional nula. Veamos 
cómo se descompone G en suma de mallas del retículo. 


Comencemos por numerar las mallas de lado 1, contenidas en G, nú- 
mero que es finito, si G es acotado, es decir, parte de un intervalo 1; 
a continuación, las mallas de lado 3 contenidas en G, pero no en las ma- 
llas anteriores; luego las de lado ł contenidas en G, pero no en las ya 
numeradas, etc. Si para algún tamaño hay infinitas mallas con la doble 
condición explicada, tendremos una sucesión de sucesiones numerables o 
finitas, que reordenada según $ 2-11, teor., es una sucesión, Como todas 
las mallas elegidas son no-rampantes y están en G; y, recíprocamente, 
todo punto de G tiene algún entorno que es una malla o suma de ellas, 
la suma de la sucesión así formada es precisamente el conjunto G. 


De los teoremas 4 y 5 y de $ 94-1, def. 4, deducimos que la 
medida boreliana de todo conjunto abierto de E, es la suma 
de las medidas de sus intervalos disjuntos componentes; me- 
dida boreliana de todo conjunto abierto de E,, es la suma de 
las medidas de los intervalos no rampantes que lo componen. 
Medida boreliana de todo conjunto cerrado F situado en el 
abierto Go de E, es |F | = | Go | — | CF |, donde CF es el com- 
plemento de F en Go, y es KE (nota 3). Como éste tiene 
medida positiva, resulta: Si un conjunto cerrado estå contenido 
en un abierto, tiene menor medida que éste. 

Del mismo modo, si G,(<)G» es |G| < |G2], pues G: 
contiene al menos un intervalo de medida positiva no pertene- 
ciente a Gi. En cambio, de las inclusiones F,(<)F», G(<)F, 
resultan relaciones < entre las medidas (pónganse ejemplos 
de todos los casos). 


TEOR. 6. En E, la medida boreliana de un abierto G coin- 
cide con su extensión interior e(G); s la medida borelitana de 
un cerrado F coincide con su extensión exterior e(F) ($ 94-1). 

Pues cabe tomar en la serie de medidas de los intervalos 
componentes de G un número finito suficiente de términos pa- 
ra aproximar | G| con error tan pequeño como se quiera, lue- 
go |G| =e(G). Correlativamente, tomando complementos re- 
sulta | F | =e(F). 


Como caso particular: para los conjuntos cerrados son equi- 
valentes los conceptos extensión nula y medida nula ($ 82-2). 


c) Introducida la distancia p(a, b) entre cada dos puntos 
de un espacio métrico (Cap. XVIII, nota I, d), la distancia en- 
tre dos confuntos A y B de dicho espacio se define por 
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[94-5] o(A,B) = extrinfo(a,b) , 

acA, beB 
donde el segundo miembro representa el extremo inferior 
($ 23-14) de las distancias de cada punto asA a cada punto 
DEB. En particular, si A consta de un solo punto a, tal que 
A = (a), se obtiene por [94-5] lo que se llama distancia del 
punto a al conjunto B, que designaremos por o(a, B). 


EJEMPLO 3. Dos intervalos abiertos disjuntos de E, con un extremo 
común, tales (a,b), (b,c), tienen distancia nula, 


Se llama diámetro d(B) de un conjunto B al extremo su- 
perior ($ 23-14) de las distancias de cada par de puntos b, 
y ba de B: 


[94-6] d(B) = extr sup ọ (bı, b2). 


b., b, eB 


Entonces se cumple, para tres conjuntos cualesquiera X, Y, 
Z, la propiedad triangular: 


[94-7] o(X, Z) < 0(X, Y) + 0(Y,Z) + d(Y). 


En efecto, para puntos cualesquiera xeX, Y, Ye Y, 2zeZ, se tiene 
(Cap. XVITI, nota 1, d: propiedad triangular): 


o(x,z) < (x, Y1) + 0(Y1, Ya) + 0l(ya, 2). 
Por [94-5] y [94-6] es 
0(X,Z) < olx,2) , olYy Y.) < d(Y). 


Por otra parte, dado £ > o arbitrario, existen xeX, Y, Y. Y, zeZ 
tales que 


o (x, Yı) < o(X, Y) + že , o (Y2, Z) < 0(Y, Z) + bE. 
De estas dos y las anteriores se deduce 
e(X,Z) < o(X, Y) + o(Y,Z) + d(Y) +€ , 
que por ser e(—> 0) arbitrario, justifica [94-7]. 


d) Teoremas de cubrimiento. — En el Cap. XVIII, nota II, defini- 
mos el conjunto compacto X de un espacio topológico cualquiera cuando 
todo cubrimiento abierto de X contiene un subcubrimiento finito. En par- 
ticular el teorema de BOREL dice: 


TEOR. 7. Todo conjunto cerrado y acotado del espacio euclideo En es 
compacto (cfr. Cap. VI, nota III). Más generalmente demostraremos 
ahora: 


TEOR. 8. (LINDELOF-HAUSDORFF) : Todo cubrimiento abierto de cual- 
quier conjunto X de un espacio euclideo E, contiene un subcubrimiento 
numerable. 

Pues la unión de todos los abiertos del cubrimiento dado es un abierto 
(teor. 2) que puede descomponerse en una infinidad numerable de inter- 
valos (teor. 5), cada uno de los cuales por conveniente subdivisión podrá 
estar contenido en algún abierto de dicho cubrimiento; en otro caso, por 
dicotomía determinaríamos un punto de un abierto que no podría ser in- 
terior a éste. Entonces, basta elegir (cfr. § 94-7) alguno de los abiertos 
del cubrimiento dado que contienen cada uno de los intervalos de la infi- 
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nidad numerable para obtener el subcubrimiento numerable buscado. 
Del teor. 8 deducimos: 


TEOR. 9. (CANTOR-BENDIXSON) : Todo conjunto cerrado F no numera- 
ble de un espacio euclideo E, es la suma de un conjunto perfecto P y de 
un conjunto N a lo sumo numerable (infinito, finito o vacío). 

Se dice que x es un punto de condensación de un conjunto no-nume- 
rable X si cada entorno de x contiene un conjunto no-numerable de pun- 
tos de X. Todo conjunto no-numerable X contiene, perteneciente a él, 
algún punto de condensación de X. Pues si cada punto de X pudiese 
cnbrirse por un entorno que sólo tuviese una infinidad numerable de 
puntos de X, todo X quedaría cubierto por una infinidad numerable de 
dichos entornos (teor. 8) y X sería numerable ($ 2-11, teor.). 

Dado el conjunto cerrado F no-numerable, sea P el conjunto de sus 
pnuutos de condensación, donde P(<)F por ser éste cerrado. 

Por lo dicho anteriormente F — P =N ha de ser a lo sumo nume- 
rable. Basta ver que P es perfecto. P es cerrado, pues un punto de 
acumulación de puntos de condensación es punto de condensación. Ade- 
más, todo punto xeP es de acumulación de P, porque todo entorno de x 
contiene un conjunto no-numerable de puntos de F que al suprimirle x 
continúa siendo no-numerable y contiene por tanto algún punto de con- 
densación de F, distinto del x y en su entorno. 


3. Medidas exteriores de Carathéodory. — a) Toda función 
numérica uniforme de conjunto u(X) > 0, definida para todo 
conjunto X de un espacio métrico E se llama una medida ex- 
terior métrica de CARATHÉODORY si cumple las condiciones: 


Mi) 1(0)=0 (la medida del conjunto vacío es cero); 
M) Xı(S&)X:ə implica yu(Xı)< u(Xə); 


00 SE 
My) u( U X) < S n(X;) respecto de cualquier sucesión 
k=1 Lc 


t= 


finita o infinita numerable de conjuntos Xy; 


Ma) Si es positiva la distancia p(X, Y) > 0, entonces es 
up (XA Y) = 1 (X)+(Y). 


NOTAS: 1. Si se prescinde del axioma M,, queda caracterizada por 
los tres primeros axiomas Mı, Ma, M: una medida exterior para los espa- 
cios topológicos en general (Cap. XVIII, nota I, b) que puede estar de- 
finida sólo para una familia infinitamente aditiva de dicho espacio (94-1, 
nota 3). 

2. La extensión exterior e(X) dada en [94-3] no es una medida 
exterior por no cumplir el axioma Mz. Por ejemplo, el conjunto de pun- 
tos racionales de [O; 1] tiene extensión exterior 1, mayor que la suma 
de i extensiones exteriores de cada uno de sus puntos en conjunto nu- 
merable. 


b) Dado un conjunto X cualquiera de un espacio euclídeo 
E., todo cubrimiento de X mediante intervalos puede reducirse 
a un subcubrimiento numerable (S 94-2, teor. 8) y la suma de 
las medidas elementales ($ 94-1) de estos intervalos en con- 
junto numerable es la suma de una serie incondicionalmente 
convergente o divergente de términos positivos. Al extremo in- 
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ferior ($ 23-14) de las sumas de todos los cubrimientos nu- 
merables de X por intervalos, designada por 


un ` 
[94-8] m.(X) = extr inf Í S |j}, 
on L k=1 J 
X(<) UI, 
k=1 
se le llama medida exterior (L) o de LEBESGUE del conjunto X. 


Se la designa también por | X |, dado que la medida exte- 
rior (L) de un intervalo I coincide con su medida elemental 
i Ij. Más generalmente: 


TEOR. 1. Para todo conjunto X que contenga un intervalo 
I y esté contenido en su clausura 1, se cumple m.«(X)=|1|. 


En efecto, sea primeramente X, =1. Dado un cubrimiento 

De 

UI. (=) 1 

pS 

por el lema de BorEL ($ 94-2, teor, 7) existe un subcubrimiento finito 

8 

UI. (=) 1 

k=1 


que por las leyes de monotonía de las sumas finitas de números reales 
(8 7-5) cumple 


e p 
I< > |L|< 3 JL] , 
k=l k=1 
de donde |I|< m.(I). Además es siempre posible tomar un intervalo 
abierto J que_cubra I y tal que para todo e >o sea IJ|<|Il|+e. 
Entonces m.(1)<|J|<|I|+e, que por la arbitrariedad de «(> 0) 
da m.(1)< |I|, la que con la anterior desigualdad contraria demuestra 

m.(1)=|I|. 

Para todo otro conjunto X tal que I(<)X(<S)I, cualquier cubri- 
miento de I lo es también de X y por tanto m.(X)< m.(1)=|1I|. Ade- 
más es siempre posible tomar un intervalo cerrado I(E)IME)X tal que 
para todo e > o sea |J,| >|I|—e. Entonces m.(X)> m. (J) > |I|—e, 
que por la arbitrariedad de e(—> 0) da m.(X)> |I|, la que con la an- 
terior desigualdad demuestra en definitiva m, (X) = JI |. 


TEOR. 2. Para todo conjunto X de un espacio euclideo E, 
su medida exterior (L) dada por [94-8] es una medida exte- 
rior métrica de CARATHÉODORY. 


Bastará demostrar que cumple los axiomas M,, Mz, M,, M,. Los dos 
primeros son inmediatos, 


Demostremos Ma: Si 


— 


œ 
S [Xd = 400 
1 
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(en particular si alguna |X.|= +00), la propiedad es evidente. En 
otro caso, para e > 0 arbitrario, existe un cubrimiento para X, tal que 


Xn |In n| < |X2] + €/2 , 


de donde, al ser la unión de todos los I,m un cubrimiento de 


(08) 
U X, , 
E k=1 
sera 


00 wm 
| U X| < Zn | Ina] < Z Xj te, 
k=1 k=1 
y por la arbitrariedad de e(—>0), resulta Ms. 

Demostremos finalmente M,: Por la propiedad anterior es | X + Y |< 
<|X|+]|Y|. Si |X| ó | Y | son infinitas, por M: será |X + Y |= 
=|X|+|Y|=+0%. Sean, pues, |X|, | Y | finitas: entonces, para 
todo e > 0, si es 0. =0(X, Y) > 0, existirá un cubrimi-nto numerable por 
intervalos 1, de X + Y tal que d(L:)< 00 con H]|L|<|X+Y]|+e. 
Cada intervalo I, no puede contener a la vez puntos de X y de Y, por 
lo que aquel cubrimiento 41, comprende la unión disjunta de un cubri- 
miento de X y otro de Y, Por tanto es |X|+|Y|<>3“|L|<|X+Y]+ 
+ e, de donde por la arbitrariedad de e(—>0) resulta |X|+]|Y|< 
< | X +Y |, que con la anterior desigualdad contraria da en definitiva M.. 


TEOR. 3. Para todo conjunto X de un espacio euclídeo E,, 
su medida exterior (L) es el extremo inferior de las medidas 
exteriores de todos los abiertos G que contienen X, es decir 


[94-9] |X| = extrinf |G|. 
G(2)X 


Esta [94-9] equivale a poner que para todo e > 0 existe 
un abierto Go(=)X tal que | Go| < | X | + e, donde puede po- 
nerse < en lugar de <, si y sólo si | X | es finito. 


En efecto, dado e > 0 arbitrario, por [94-8] puede hallarse un cu- 
brimiento numerable de intervalos I, tal que Sxl I| <IX|+e (< si 
|X] es finito) y basta tomar Gə = UI, ($ 94-2, teor. 2). 


4. Conjuntos medibles. — La condición M, no asegura la 
aditividad finita en todos los casos. Respecto de cada medida 
exterior u (X) (aún no métrica, § 94-3, nota 1) es fundamental 
considerar la familia de conjuntos medibles (u) introducida por 
CARATHÉODORY así: 


DEF. 1. Un conjunto X se llama medible (u), en simbolo 
Xe (u), cuando cualquiera sea el conjunto auxiliar W se cumple: 


[94-10] u(W) = u(W.X)+ u(W— X). 
En particular, el conjunto X se llama medible (L) o medi- 


ble LEBESGUE, en símbolo Xe(L), si [94-10] se cumple para la 
medida exterior (L) dada por [94-8] en E,. 


NOTAS: 1. Aun cuando un conjunto es medible respecto de una de- 
terminada medida exterior, llamaremos en E, simplemente “medibles” a 
los medibles (L). 
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2. Cuando un conjunto X es medible, su medida exterior se llama 
simplemente medida de X y se designa por m(X)=|X|=m.(X). 

Para otra cualquiera medida exterior (um), la respectiva familia de 
conjuntos medibles da lugar entre otras a la llamada medida general de 
LEBESGUE-STIELTJES p(X). (Cfr. nota I). 


EJEMPLO 1. Para un espacio cualquiera E de más de dos puntos, si 

se define (40) =0, (E)= 2, H(X)= 1 para los conjuntos X tales que 

(<)X(<)E, entonces se obtiene una medida exterior respecto de la 

que sólo son medibles el conjunto vacío y el total. En cambio, si para 
todo X es p(X)= 0, todo conjunto es medible. (Cfr. teor. 3). 


Definición equivalente a la [94-10] se obtiene mediante 


TEOR. 1. Es Xe(u) cuando y sólo cuando para cada par de 
conjuntos A y B tales que A(<)X y B(<)E-—X se cumple 
[94-11] u(A +B) = p(A) + (B). 

Pues de [94-10], tomando W = A +B se deduce [94-11]. 
Recíprocamente, de [94-11], tomando A=W.X y B= 
= W . (E — X) se deduce [94-10]. 

La simetría de la condición [94-11] tiene como corolario 
inmediato 


TEOR. 2. Si un conjunto es medible (u), también lo es su 
complemento. 

En virtud de la condición My, se cumple [94-10], cuando y 
sólo cuando es 


[94-12] u(W) > p(W.X) + p(W—X) , 


la que es obvio basta verificar para p(W) finita. 
Análogamente, en [94-11] puede sustituirse = por >. 


TEOR. 3. Todo conjunto de medida exterior (u) nula es me- 
dible, es decir, h(X)= 0 implica Xe (u). 

Pues en virtud de M: es u(W . X) < u(X)= 0, verificándose 
[94-12] por la misma condición M: u(W) > (W — X). 


COoROL. El conjunto vacío ($ 94-3, M,) y el total (teor. 2) 
son siempre medibles. 

La definición 1 (CARATHÉODORY) tiene la ventaja de apli- 
carse a conjuntos no acotados en un espacio abstracto cual- 
quiera. Primitivamente LEBESGUE para un conjunto X(<)I de 
un espacio euclideo E, creó una teoría paralela a la de PEANO- 
JORDAN ($ 94-1) definiendo la medida exterior m.(X)=|X | 
por la misma [94-8] y la medida interior m;¡(X) mediante 


[94-13] m:(X) = |I| — |I—X]|. 
Entonces, la definición de LEBESGUE de conjunto medible 


dice: Fs Xe(L) cuando y sólo cuando se cumple m. (X) = m; (X), 
es decir 


[94-14] [1] =|X|+]1—X]. 
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La condición [94-14] exige aparentemente menos que la 
[94-11] por ser caso particular de ésta, probándose así su ne- 
cesidad. En $ 94-6, notas 1 y 5, veremos que [94-14] es tam- 


bién suficiente para que se cumpla [94-11] o su equivalente 
[94-10] . 


NOTA 3. Mediante la medida boreliana de conjuntos ($ 94-1, def. 4) 
aplicada previamente a los abiertos y cerrados ($ 94-2), se llega a una 
definición equivalente a la de LEBESGUE. Para ello se introduce m.(X)= 
=|X | mediante [94-9], pero entendiendo la medida |G | en el sentido 
boreliano ($ 94-1, def. 4). Correlativamente se define la medida interior 
mi(X) mediante el extremo superior de las medidas borelianas de todos 
los cerrados F contenidos en X, es decir 


[94-15] mi¡(X) = extr sup |F| , 
F(<S)X 


para el caso de X acotado. Entonces [94-15] resulta de [94-9] y [94-13], 
pues 


mi¡(X) = |]1] — |I—X | = |I| — extr inf |G | = 
G(>)1—X 
= extr sup (| I|— |G|) = extr sup | I— G| = extr sup |F| , 
G(>)I—X I— Gr(<)X F(<)X 
donde para I—G,=TF(<)X es |F|=|I|—|G,]| ($ 94-2, b). 


La definición [94-15] no puede aplicarse a conjuntos de medida in- 
finita por dar lugar a incongruencias, tal la de que podría restarse de 
un conjunto medible otro también medible, sin que la diferencia lo fuere. 


Válida para conjuntos no acotados es la definición de VALLÉE-POUSSIN 
de carácter constructivo (cfr. § 94-6, teor. 8): 


Es Xe(L) cuando y sólo cuando para cada £ œ> 0 se pueden construir 
efectivamente un conjunto continente abierto G y un conjunto contenido 
cerrado F, tales que cumplan 
[94-16] F(<)X(£€)G con |G—F|< e. 


Evidentemente, para conjuntos acotados y por tanto de medida fi- 
nita, donde ($ 94-5) es |G—F|=|G|—|F!, la, [94-16] equivale a 
que en [94-9] y [94-15] m.(X) = m.(X). 


También veremos ($ 94-6, teor. 6) que la definición [94-16] equivale 
a decir: 


Es Xe(L) cuando y sólo cuando para cada número e > o existe un 
conjunto abierto continente G(=)X tal que 
[94-17] |¡G—X|< e. 


Por [94-9] sabemos que para cualquier conjunto X de medida exte- 
rior finita, existe un conjunto abierto Go(=>)X tal que 
[94-18] [Gol —|X|<e , 


por lo que [94-17] es más restrictivo que [94-18] al probarse ($ 94-7) 
que “existen” conjuntos no medibles (L). 


5. Operaciones borelianas con conjuntos medibles. — La im- 
portancia de los conjuntos medibles ($ 94-4, def. 1) radica en 
la aditividad de su medida y en que forman una familia infi- 
nitamente aditiva (S 94-1, nota 3), aún tratándose de una me- 
dida no métrica (S 94-83, nota 1). 
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TEOR. 1. Si A es medible y B es de medida exterior finita, 
para cualquier conjunto V, se cumple 


[94-19] p(Ay. By) = p(Ay) + 1 (By) — u (Av. By). 
designando Ay=A.V, By=B.V. 
En efecto, por ser A medible, para W cualquiera, según [94-10] es 

u(W) = p(W.A) + p(W—A) , 

de donde, tomando primero W = Av ~- By y luego W = By, se obtiene: 

p(Ay - Br) = H(Ar) + p(Br— Ay) , 

u(Br) = u(Ay. By) + u(By — Ay) , 

y restando, resulta [94-19]. Para V =E se obtiene: 

[94-19*] (A ~B) = p(A) + p(B) — p(A.B). 


COROLARIO. Si A es medible y B es un conjunto disjunto al A para 
cualquier conjunto V, se cumple 


[94-19”] (Ay - By= pn(Ay) + p(Br) , 


designando 
Ayv=A.V, By=B.V 


Pues si p(By)= +00, la [94-19”] es evidente. 


TEOR. 2. Si A, es una sucesión de conjuntos medibles, dis- 
juntos dos a dos, para cualquier conjunto V se cumple: 


0 0 
i=1 i=1 


k—1 
En efecto, 3 A. es disjunto con Az, medible, por lo que (corolario al 
¡=1 


== 


teor. 1) es f E 
ES 

HUYS D Ae ely a A 
2 eal 


1= 


de donde, por inducción completa ($ 2-2), para todo k finito es 
k k 
(V.  Ai)= > (V.A). 
i=1 i=1 


Por ser 


00 k 
V. 3 A(2)V. 5 A; , 
¡=1 ¡=1 


t= 
por la condición Ma de $ 94-3 es 


la 
> 


on 
p(V.S3A)>XxH(V.A,) 
1=1 i=1 
para todo lk finito, de donde ($ 22-2, a) 
N un 
HV.NA)o>o3R(V.A) , 
BE a) 
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que con la desigualdad contraria obtenida de la condición Ma de $ 94-3, 
demuestra [94-20]. Para V=— E se obtiene: 


Y) ; 
[94-20] n( 5 A) = y p(As). 
TEI Í 


r= 


NoTA 1. Obsérvese que las demostraciones de los teoremas 1 y 2 son 
válidas para una medida exterior de un espacio topológico general 
(§ 94-3, nota 1). Por otra parte, el teorema 2 asegura la aditividad in- 
finita de la medida en los conjuntos medibles, pero aun no demuestra 
que éstas forman una familia infinitamente aditiva ($ 94-1, nota 3), 
pues aun no sabemos si será medible la unión de infinitos Aj. 


TEOR. 3. La intersección de dos conjuntos medibles es me- 
dible. También lo es la unión de dos conjuntos medibles. 


DEM.: a) Dados dos conjuntos medibles A, B y su intersección 
D = A.B, cualesquiera que sean X é Y, por [94-10] se cumple 
p(X) = p(X.A) + p(X—A), 
u(Y) = n(Y.B) + p(Y —B). 
Para W conjunto cualquiera, tomando en la primera de las anterio- 
res X= W-—-D y en la segunda Y =W.A, se obtiene: 
u(W— D) = (W.A — D) + un(W—A), 
u(W.A)=nu(W.D)+ (W.A—D). 
Eliminando entre éstas dos (W . A — D) y teniendo en cuenta que 
A es medible (§ 94-4, def.) resulta 
u(W.D) + u(W—D)= (W.A) + u(W—A) = p(W), 
que expresa que es D medible. 


© 
Por inducción (§ 2-2), resulta medible la intersección de un número 
finito cualquiera de conjuntos medibles. 


b) Si A y B son medibles, también lo son sus complementos E—AÁ y 
E— B y por tanto su intersección (B— A).(E — B)= E — (A ~- B)e (u), 
es decir, A -B es medible, como queríamos demostrar. Por inducción com- 
pleta resulta medible la unión de un número finito cualquiera de conjun- 
tos medibles. 


TEOR. 4. La unión (y también la intersección) de una 
infinidad numerable de conjuntos medibles es medible. 


a) Vamos a probar que si A;s(u), (î=1, 2, ...), entonces es 
I: 


A,e(u). En efecto, por el teor. 3 es U Arf), pudiendo suponerse, por 
iL iol 


t: i 
descomposición finita, que los A, son disjuntos. Entonces, en virtud de 


[94-207 y aplicando [94-10] para cualquier conjunto W es: 
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k k k k 
PCW) = 1 (W. 3 A) + u(W— 314) = 3 4(W.A) + (W— 3 A) 


Como W — E AM(=)W-— 5, A, si aplicamos la condición M: de 
§ 94-3, se abtlene: 


k 00 
u(W) >Z% eW A) + p(W— 3 44) 


Si en ésta hacemos tender k—> œ, y volvemos a aplicar [94-20] se 
obtiene: 


[94-21] u(W) > zpw. A) + .(W— 35 Ai) = (W. AD + 


¿E 


00 
+u(W— 3 A) , 


que en virtud de [94-12] prueba que es $ A; = - U As(u), como quería- 
í=1 í=1 


mos demostrar. 


b) Si A; son medibles, también lo son E— A, ($ 94-4, teor. 2) y por 


00 00 
tanto su unión U (E — A:)= E— N A, de donde N A; es medible, co- 
i=l i=l 


i=1 


mo queríamos demostrar. 


Noras: 2. De este teorema y de § 94-4, teoremas 2 y 3, se deduce que 
los conjuntos medibles forman una familia infinitamente aditiva (§ 94-1, 
nota 3). La demostración es válida para una medida exterior de un espa- 
cio topológico general (§ 94-3, nota 1). 


3. Los conjuntos con extensión ($ 94-1, def. 2) no forman una familia 
infinitamente aditiva, pues cada uno de los puntos racionales tiene exten- 
sión (nula) y su unión (que es numerable, $ 2-7, ejemplo 4) no tiene 
extensión ($ 94-1, ejemplo 1). 

Así mismo, la intersección de una infinidad numerable de conjuntos 
con extensión, puede no tener extensión. Así ocurre, si del intervalo [0; 1] 
extraemos sucesivamente cada uno de los números racionales, obteniendo 
una sucesión de conjuntos de extensión 1, cuya intersección es el con- 
junto de números irracionales, sin extensión (cfr. $ 94-3, ejemplo 1). 


TEOR. 5. Respecto de una medida exterior métrica [que 


cumpla la condición M, de $ 94-31], todo conjunto abierto es 
medible, 


DeM.: Basta suponer que el conjunto abierto G es distinto del vacío 
y del total ($ 94-4, Corol.). Sea F = E — G no vacío, el conjunto cerrado 
complemento del G. Éste es la unión de la sucesión monótona de conjun- 
tos abiertos encajados 


104-22] G. = {x tales que 0(x, F) > 1/qH<)G/1(3)G = U Ga 


, 
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pues por ser F cerrado, si un punto x verifica p(x, F)>1/g ($ 94-2, c), 
existe un entorno de x cuyos puntos tienen la misma propiedad ($ 64-4, 
def. 5). Además, como G es abierto, cada uno de sus puntos está a una 
distancia positiva y de su complemento Y y para q< 1/m dicho punto 
está en G,. 

Sea W un conjunto arbitrario, que podemos suponer de medida ex- 
terior finita ($ 94-4). Como W.G,(<)G, y W-—G(<)E-—-G=TF, 
será 0(W—G, W.G.)> 0(F,G;,)> 1/q > 0, de donde, por las condicio- 
nes Mz y M, de $ 94-3, resulta: 


u(W) > H[(W—G)+ W.G.] = n(W—G) + u(W. Go). 
Para demostrar que G es medible, por [94-121 bastará probar que 


lim u(W.G,) = (W.G). 
q>uw 


El primer miembro existe, pues, del encaje [94-22], tomando su in- 
tersección con W resulta, desde p número natural cualquiera en adelante: 





W.G(E)W.Gutl(< . a (<)W.Gru(=) co. (<)W.G , 
[94-23] Y n 
W.G= U (W.G) = W.G, + 5 (W.Gp— W. Gpr) ; 
q=l hk=1 


donde los conjuntos sumandos del último miembro son disjuntos, pero a 
sus pares consecutivos no se les puede 
aplicar la propiedad aditiva (M,) de 

ze F $ 94-3 por no estar a distancia positiva. 

Por la definición [94-22] para todo 
punto xeW . Gms- y todo punto 


yeW . Gpr — W » Gprr-1 , 
se cumple 
olx, F) > 1/(p+k—2) ; 
e(y, F) < 1/(p+k—1). 
Fijado el punto y y un número e > 
> 0 cualquiera, por definición de o(y, F) 
($ 94-2, c), existe siempre un punto zeF' 





tal que 
oly 2) < e + d/(p+k—1). 
p+k Entonces, al ser también o(x,2) > 


>1/(p +k—2), por aplicación de la 
propiedad triangular (Cap. XVIII, nota 
I, d) será (fig. 321): 

1 
olx,y) > 0(x,2) — o (4,2) > rkoppa =D" EOS, 


que siendo válida para todo e(—>0), por [94-5] prueba que es positiva 
la distancia 
1 
0(W . Go+u-2, W. Gp — W . Gorr-1) 2 TED (9 +k=2) 
Esto permite aplicar la propiedad M, de $ 943 a: 
u[W ` Gp+1-2 + (W . Gr —W . Gp+x-1) ] = 
= u(W . Gp+1-2) + u(W . Gp — W . Gp+1-1) , 


> 0. 


y como 
W . Gr (==) W . Gprr-2 + (W . Gp — W . Gp+.-1) 


([94-23] y fig. 321), de la anterior, y la condición M: de $ 94-3 resulta : 
n(W . Ga) > n(W . Gra ») E n(W . Grua — W. Gra y. 
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Teniendo en cuenta esta desigualdad y la aplicación de la condición 
Ma de § 94-3 a [94-23] se obtiene: 


Jo 
u(W.G) < u(W.G,) Eo Wo MG) <. 


Yo 
< u(W.G;) + 2 lu(w . Gprr)— H(W . Gp+r-2) ] = 


= — (W.G) + 2 lim (W.G,). 


a—> Un 


Como ésto es válido para cualquier p número natural, haciendo p —> 00 
queda 


u(W.G) < lim u(W.G,). 
a>uw 


Ésta y la desigualdad de sentido contrario obtenida por aplicación de 
la condición Ma, de $ 94-3 a la sucesión monótona [94-23], prueban la 
igualdad que queríamos obtener para demostrar que G es medible, 


Este teorema 5, con los 3, 4 y el teorema 2 de $ 94-4, prue- 
ban que la familia B infinitamente aditiva de conjuntos (B) 
o de BOREL del espacio métrico E ($ 94-1, nota 3) está siem- 
pre contenida en la familia de conjuntos medibles con respecto 
a cualquiera medida exterior métrica u, la que por el teorema 
2 es infinitamente aditiva en dicha familia. En particular, para 
la medida exterior (L) dada en [94-8], esto y el teorema 1 de 
§ 94-3, prueban que la medida boreliana de un abierto y un 
cerrado, o de otro conjunto cualquiera dada por la definición 4 
de $ 94-1, coincide con la [94-8] de los espacios euclídeos E,. 


NOTA 4. La generalidad de la teoría de CARATHÉODORY aplicable a 
espacios métricos cualesquiera hace necesarias las penosas demostraciones 
de los teoremas 3 y 5. 


Su profundidad queda evidenciada al observar que existen conjuntos 
abiertos sin extensión. Tal es el obtenido así en la recta real: Si del seg- 
mento [0, 1] extraemos el intervalo I, abierto central de longitud 34, de 
los 2 segmentos restantes los respectivos intervalos abiertos I», I, cen- 
trales de longitud 1/4", de los 2° segmentos restantes los respectivos in- 
tervalos abiertos L, I, lo, 1, centrales de longitud 1/4? y así sucesiva- 
mente, el conjunto abierto extraído G = l, + Lk+ l+L>+>... no tiene 
extensión, pues por ser denso en [0,1] es e(G)=1 y por suma de sus 
componentes es 


1 
4* 


El complemento a [0,1] es ejemplo de conjunto perfecto ($ 64-4, 
nota 2) sin extensión. 


2 
4? 





AO) = Eee e Me m < 1 l EG), 


6. Medida exterior regular. — Una medida exterior de CARATHÉO- 
pory (§ 94-3, nota 1) se llama regular si u(X) es el extremo inferior 
($ 23-14) de las medidas de todos los conjuntos medibles ($ 94-4, def. 1) 
que contienen X, es decir 


pot 24] u(X) = extr inf p(A). 
XCO Aea) 
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TEOR. 1 La medida exterior (L) dada por [94-8] es regular, es 
decir, 


[94-25] |X| = extr inf |A]. 
X (<) Ae (L) 
Pues llamando y al segundo miembro de [94-25], si X(<)A, será 


IX|<]|A |, de donde ($ 23-14) resulta |X|<m. Por otra parte, si 
JI} es un cubrimiento por intervalos de X y es A su unión, será 


op 
na <SIA[ <s ZIL] , 
k=1 


y aplicando [94-8] resulta y <|X |. Ambas desigualdades de sentido con- 
trario demuestran [94-25]. 

Obsérvese que [94-25] generaliza [94-9]. 

Para una medida exterior regular se define la medida interior u, (X) 
como el extremo superior de las medidas de todos los conjuntos medibles 
contenidos en X, es decir, 


[94-26] u: (X) = extr sup (B). 
X(>)Be(u) 


TEOR. 2. Si una medida exterior de CARATHÉODORY es regular, se 
cumple: 


a) u (X)< u(X); 


b) Existe un conjunto medible S conteniendo X tal que u(S)=u(X); 
llamaremos a S cápsula isométrica de X; en particular, para la medida 
exterior (L) puede tomarse como cápsula isométrica un conjunto seudo- 
abierto Gs , intersección numerable de abiertos ($ 94-1); 


c) Existe un conjunto medible N contenido en X tal que u(N)= 
=w (X); llamaremos a N núcleo isométrico de X; 


d) Si es finita la medida exterior u(X) y es S su cápsula isomé- 
trica, entonces es 


[94-27] w(X) = un(S) — u(S— X). 
DEM. a) Corolario inmediato de las definiciones [94-24] y [94-26]. 


b) Si es (X)= + %, se toma S= E. Si es p(X) finita, por ser 
regular, para todo número natural k existe un conjunto medible A, con- 
teniendo X, tal que u(A:)< u(X)+ 1/k, y basta tomar como cápsula 
la intersección ($ 94-5, teor. 3) de todos los A. (k—1,2,3,...). Por 
[94-9], en el caso de medida exterior (L), puede tomarse para cada A, 
un conjunto abierto G y así su intersección da como cápsula un seudo- 
abierto Gs . 


c) Si u.(X)=0, puede tomarse como núcleo el conjunto vacío 
($ 94-4, corol.). Si u:(X) > 0, para todo número natural k, por [94-26] 
existe un conjunto medible B, contenido en X, tal que u(B+) > 1:¿(X)— 1/k, 
y basta tomar como núcleo la unión ($ 94-5, teor. 4) de los B, (k =1, 
E A 


d) Si B es medible contenido en X, también S— B es medible, pues 
S— B = (E — B). S (§ 94-4, teor. 2; § 94-5, teor. 3), de donde (§ 94-3, 
Ma y $ 94-5) es 


u(S— X) < n(S—B) = u(S) — u(B), 
la que aplicada a la definición [94-26] da ($ 23-14): 
tu (X) < n(S) — u(S— X). 


Por otra parte, si T es la cápsula isométrica de S—X, el conjunto 
modible S— T está contenido en X y por aplicación de la definición 
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[94-26] y de $ 94-5, teor. 1 resulta, al ser p(S.T) < u(T) = p(S—X), 
($ 94-4, Ma): 

m (X) > p(S—T) = (S) — u(S.T) > (5) — u(S— X), 
que con la desigualdad de sentido contrario antes obtenida, prueba en 
definitiva [94-27]. 


TEOR. 3. Si una medida exterior es regular, la condición necesaria y 
suficiente para que un conjunto X de medida exterior finita sea medible, 
es que se cumpla: 


[94-28] w(X)= p(X). 
Por [94-27], la [94-28] es equivalente a probar 
u(X) = (S) — p(S—X), 


cuya necesidad es evidente ($ 94-5, teor. 2) para X medible. Recíproca- 
mente, de la igualdad anterior se deduce que H(S— X)= 0 y por tanto 
($ 94-4, teor. 3) S—X es medible y también lo es su unión con E—S, 
cuyo complemento X ($ 94-4, teor. 2) será por tanto medible, 


NOTA 1. Consecuencia inmediata del teorema 3 es la equivalencia de 
la definición de LEBESGUE [94-14] de conjunto medible con la de CARA- 
THÉODORY para conjuntos acotados en E,, una vez que demostremos (no- 
ta 4) la equivalencia de la definición [94-26] con la de medida interior 
de LEBESGUE en el caso (L). 

Vamos ahora a obtener la equivalencia de la definición de CARA- 
THÉODORY con la [94-17]. 

Respecto de una medida exterior cualquiera p, aun no métrica, esto 
es, Sólo determinada por M,, Ma y Ms, de $ 94-3 se tiene: 


TEOR. 4. Si X es un conjunto de un espacio topológico E a que 
para todo número e > 0, existe un conjunto medible continente A(=>)X 
cumpliendo 


[94-29] HA—X)<e , 
entonces X es medible (pu). 


En efecto, por hipótesis, existe una sucesión de conjuntos medibles 
JA}, tales que 


A.(2)X , p(A: —X) < 1/k , (k=1,2,8,...). 
Si se toma 
A = n A(2)X , 


que será medible (um), se cumplirá 
p(A—X) < p(A:—X)< 1/k , (k=1,2,3,...), 
que siendo válido para todo le, nos dará 
p(AZ3X)=0 , 


es decir ($ 94-4, teor. 3) A—X es medible (u) y siéndolo A, también 
lo será X, por poder poner ($ 94-5, teor. 4; $ 94-4, teor. 2): 


(E—A) + (A-X)= E—X. 


Respecto del recíproco, en el espacio euclídeo E,, si Xe(L), se cum- 
ple [94-29], pero esto ya no subsiste para una medida exterior cualquiera 
(u) en un espacio abstracto cualquiera. En general sólo podemos afirmar: 


Tror. D. Para una medida exterior (u) regular definida en un es- 
pacio topológica E que sea la unión de una infinidad numerable de con- 
junton U, de medida exterior finita, la condición necesaria y suficiente 
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para que un conjunto X sea medible (p) es que para todo número e >0 
exista un conjunto medible (p) continente A(=)X cumpliendo [94-29]. 

Obsérvese que se cumplen las condiciones de hipótesis para el espacio 
euclídeo E,, donde pueden tomarse para U, los conjuntos abiertos consti- 
tuídos por las esferas de radio r y centro el origen y para la medida 
(L) que es regular (teor. 1). 

En las condiciones de hipótesis del teorema anterior, la suficiencia 
de [94-29] se ha demostrado en el teorema 4. Veamos ahora la necesi- 
dad. Demostremos primero que para todo conjunto Xe(u) existe una in- 
finidad numerable de conjuntos disjuntos X,e(u) de medida finita 
y(X,)< + 0 tales que 


co 
X i: > Xr 
r=1 
Pues basta considerar las cápsulas isométricas S,(=>)U, tales que 
Sre(u) con medid: p(S-)=u(Ur-)< + % y tomar 


r—1 
[94-30] X, = x.(3-— U Seetu) 


Por ser la medida exterior u regular, por [94-24] existe para todo 
número e >0 un conjunto Ae(u) continente del X cualquiera dado, tal 
que n(A)< u(X)-+ e, pudiéndose poner <, si p(X) es finita. En este 
caso, si además Xe(u) es (§ 94-5) 


p(A—X) = p(A) — p(X) < e 


y el recíproco en cuestión queda probado. 
Si p(X)=+0%W y Xe(u), se considera la descomposición 


00 
X = 5 X, 
r=i 
en conjuntos [94-30] y por lo que acabamos de ver, existirán A,(=>)X, 
tales que H(A, — X,)< e/2"*, A,e(p), y entonces es 


Xx (S) U Ar = Ac(u). 
De esto y ser 
A — X (3) U (A—X.) 
se deduce E 
B(A —X) < ME U (A—X)] MA) O, 
como queríamos demostrar. 


NoTA 2. Aun para una medida exterior métrica, no siempre en 
[94-29] puede tomarse en lugar de A un conjunto abierto G, pues, por 
ejemplo, respecto de la medida u, de HAUSDORFF (véase bibliografía, nota 
IV) no existe ningún conjunto abierto de E. de medida finita. 

El teorema anterior así modificado subsiste sólo si el espacio métrico 
E es la unión de una infinidad numerable de conjuntos abiertos G, de 
medida finita. Tal ocurre en los espacios euclídeos. 

Demostremos finalmente en éstos el teorema que nos dé la equivalen- 
cia de la definición de CARATHÉODORY con la [94-17]. 


_. TEOR, 6. En el espacio euclideo E., la condición necesaria y sufi- 
ciente para que un conjunto X sea medible (L) es que para todo número 
£e > 0 exista un conjunto abierto continente G(Z)X, tal que cumpla: 


[94-17] |G-—-X| <e. 
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Pues para demostrar que [94-17] es suficiente para ser Xse(L), basta 
en el teorema 4 tomar G, en lugar de A, y en lugar de A resulta un 
seudoabierto ($ 94-1) medible 


Gs = AG(2)X con |G¿—X|=0, 
k 


de donde, como antes, se deduce que Xe(L). Recíprocamente, si supone- 
mos que Xe(L), teniendo en cuenta [94-9], si además | X | < -}%, por 
$ 94-5, teor. 2 serán | G— X | = | G |— |X | < £, como queríamos demos- 
trar. En el caso de ser |X |= +% y Xe(L), se considera como en el 
teor. 5 la descomposición [94-30], tomando para U, = S, las esferas de 
radio r y centro el origen y en lugar de A., conjuntos abiertos G-(=>)X,, 
tales que |G,-— X, |< £/2", siendo entonces 


00 
Xx (<) U Gr =G 
abierto, y como E 
00 
G — X (5) O (EA) , 


resulta 


00 
IG—X| < | U (G—X)|< 3 16—X-|<e, 


mM 8 


como queríamos demostrar. 


TEOR. 7. En el espacio euclideo En, la condición necesaria y sufi- 
ciente para que un conjunto X sea medible (L) es que para todo número 
e > 0 exista un conjunto cerrado contenido F(<)X tal que cumpla 


[94-31] [X—F|< e. 


Pues G(=)E—-X es equivalente a que F=E-—G(<)X, siendo 
X — F = X — (E — G)= G-—(E—X)= G.X. 

Y entonces, de los teor. 6 y 7, se deduce inmediatamente la equiva- 
lencia de la definición [94-16] de La VALLÉE POUSSIN con la de CARA- 
THÉODORY en los espacios euclídeos. Es decir: 


TEOR. 8. La condición necesaria y suficiente para que Xe(L) es que 
para todo número e > 0 exista un conjunto continente abierto G y un 
conjunto contenido cerrado F tales que cumplan 


[94-16] F(<)X(S)G con |G—F|< e. 


Pues si se cumple [94-16], con mayor razón [94-171 ó [94-31], y 
por los teoremas 6 ó 7 será Xe(L). Recíprocamente, si Xe(L), por los 
teoremas 6 y 7 existirán G(=2)X y F(<)X tales que (G X| e/2 y 
| xX—PF|<e/2, de donde 


[GF | < [G—X] + [|X-F|<e , 
como queríamos demostrar. 


NOTAS: 3. DE LA VALLÉE POUSSIN emplea la definición [94-16] en 
lugar de la [94-17] ó [94-31], para poder hacerlo en forma constructiva 
ya que también presupone la existencia de G(=)X y de F(<)X en el 
sentido de “poder construirse”, Por fin, la medida de G—-F la ha intro- 
ducido en la forma constructiva “boreliana” explicada en los $8 94-1, 2. 


4. Medida interior (L) de conjuntos acotados. — Obsérvese que en 
la definición [94-26] de medida interior de CARATHÉODORY, los conjuntos 
medibles (B) pueden ser conjuntos cerrados F como en [94-15] si X es 
neotado y nos referimos a la medida (L). Pucs, si X(<)I será ($ 943, 
teor, 3): 
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mi¡(X)= extr sup |B| = extr sup y 1—(1—B)| = 
X(>)Be(L) I—X(<)I—B 
= |I| — extr inf a TBI = |I| — exte inf |G| = 
—X(<)I— I—X(<)€ 
= pr sup Tia! E RI ; 
(> 


donde I — G =F es cerrado. Por tanto, para la medida (L) coincide la 
definición [94-26] con la de medida interior de LEBESGUE [94-4]. 


5. Cápsula y núcleo borelianos de un conjunto medible (L). — Si en 
el teorema 4, tomamos conjuntos abiertos A: = G, en lugar del conjunto 
A, obtendríamos un conjunto boreliano posiblemente seudo-abierto: 


G; = NnG(=)X , 
k 


tal que cumplirá |G¿ —X|=0 y por ser G5 y X medibles, de ésta 
se deduce (cfr. teor. 2, b): 


[94-32] [Gs | =|X1. 


El conjunto G¿ es la llamada cápsula boreliana isométrica del con- 
junto medible X. 


Si el conjunto medible X está acotado, por complementos deducire- 
mos el conjunto boreliano posiblemente seudo-cerrado: 


E= UF.(<)X , 
k 


tal que 
[94-33] E el 


siendo F, el núcleo boreliano isométrico del conjunto medible X. 


Para X medible no acotado subsiste [94-33], pues basta considerar 
una sucesión de conjuntos medibles acotados disjuntos cuya suma sea X. 
Esta sucesión existe siempre, pues si U, es una esfera de radio r con 
centro en el origen (r número natural) y Us=0, será 


00 
X = 3: X.(U,—U,.,) 
y=1 
de sumandos evidentemente medibles y acotados. 


7. El axioma de Zermelo y la existencia de conjuntos no medibles 
(L). — a) En la demostración de los teoremas de cubrimiento, tal el de 
BOREL (Cap. VI, nota III) o el de LINDELOF-HAUSDORFF ($ 94-2, teor. 8) 
se ha dejado al arbitrio la elección de los elementos de un conjunto pos- 
teriormente utilizado. 

Algunos matemáticos objetan este tipo de razonamientos en que la 
determinación de un cierto ente se hace depender de infinitas elecciones 
arbitrarias, de otros entes 4,, dz, da ..., dentro de ciertos conjuntos 
X,, X2, ..., sin dar un criterio previo que determine cuál es el elemento 
4%, que debe elegirse en X,, después el az en X», etc. 

Se debe a ZERMELO haber puesto en evidencia este hecho, por lo que 
se llama axioma de ZERMELO (o también principio de elección arbitraria) 
al siguiente: 


Dada una familia $ cualquiera de conjuntos X, no vacíos y disjuntos 
(sin elementos comunes) dos a dos, existe siempre un conjunto 


D(S)Up X , 


tal que tiene exactamente un solo elemento común ceon cada Xtp. 
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El axioma postula solamente la existencia del conjunto D, aun cuan- 
do no podamos dar ningún criterio que lo determine explícitamente, es 
decir, mediante el cual podamos decidir si un elemento perteneciente 
a UgX, pertenece o no a D. Por esta razón, muchos matemáticos de- 


clinan usar dicho axioma, que sin embargo es necesario para fundar ri- 
gurosamente muchos teoremas importantes. 


EJEMPLOS: 1. Consideremos todas las funciones reales f no idéntica- 
mente nulas definidas en 0<w< 1. Cada función f con su opuesta 
—f forma un conjunto X de dos elementos, y todos estos conjuntos po- 
sibles X forman la familia œ. El axioma de ZERMELO afirma que existe 
un conjunto D de funciones f que efectúa en cada X la selección de una 
tomada en el par de f que constituyen X, aun cuando no sabemos dar 
ningún criterio para determinar explícitamente un tal conjunto D. 


2. Consideremos los conjuntos de dos elementos formados por pares 
de números reales no nulos y opuestos: X = 4x, —x}; x +0. Aquí tam- 
bién el axioma de ZERMELO postula la existencia de D que tiene con 
cada X un solo elemento común, pero este caso es distinto del anterior, 
por no necesitarse del axioma de ZERMELO para construir efectivamente un 
tal conjunto D. Así podría tomarse parz D el conjunto de números posi- 
tivos o bien tomar para x racional el elemento positivo de X y para zx 
irracional, el negativo de los dos de X; ete. 


3. Dados un par de calcetines blancos y un par de calcetines grises, 
¿podremos decir que existe o queda determinado o definido un par que 
conste de un calcetín blanco y de uno gris sin especificar cuál de los dos 
blancos y cuál de los dos grises han de formarlo? Claro está que enton- 
ces no existe criterio que permita reconocer para cada ente si pertenece 
o no al conjunto. Introducir un tal par gris-blanco en esta forma es ha- 
cerlo por el axioma de ZERMELO. Éste se llama también “axioma multi- 
plicativo” porque pueden formarse 2 X 2 pares gris-blanco indistinguibles 
entre sí y sólo a propiedades comunes a todos ellos (por ejemplo, al color 
distinto de ambos calcetines, al ridículo que hará quien los lleve, etc.) 
nos podremos referir al aplicar dicho axioma para “definir” un conjunto. 

Para los matemáticos idealistas, existe el infinito actual (cfr, Cap. 
II, nota II), estático y terminado; existen todos los números reales, todos 
los puntos, todos los entes geométricos, independientemente de los hom- 
bres, que solamente pueden definir o elegir algunos de ellos y dar normas 
para definir otros. Para los intuictonistas sólo existen los entes que han 
sido creados, es decir, pensados o definidos por algún hombre o puedan 
serlo mediante una ley o norma establecida; de aquí que exijan un cri- 
terio de elección, un procedimiento constructivo sin el cual no queda defi- 
nida la sucesión convergente que por ejemplo determina un punto de acu- 
mulación, ni por tanto queda demostrada la existencia de éste, que exige 
dar una ley de aproximación indefinida. Para un idealista existen tantos 
puntos de acumulación como posibilidades de elección; es decir, cada su- 
cesión convergente que contenga infinitos puntos del conjunto X deter- 
mina un punto de: acumulación; mientras que para un intuicionista sólo 
existen los determinados por una ley que no deje lugar al arbitrio; las 
únicas demostraciones admisibles para él son constructivas. En cambio, 
la demostración dada del teorema de BOREL no es constructiva, pues no 
indica cómo debe hacerse la selección de los entornos para Cubrir el con- 
junto. 

Tales demostraciones por el absurdo, se basan en el principio lógico 
del tercero excluído, que en este caso (Cap. VI, nota III) se expresaría 
así: existe un conjunto finito de entornos que cubren el conjunto, o no 
existe; como esta segunda hipótesis conduce a contradicción, tenemos que 
admitir la primera. 

Tales demostraciones por cl absurdo no son admitidas por los intui- 
cionintas brouwerianos; para cllos el número 1010 -+1 no es primo ni 
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compuesto, pues no es posible averiguarlo por cálculo, ni hay criterio que 
permita afirmarlo; la cifra que ocupa el lugar 10° en la expresión deci- 
mal de x no es par ni impar para ellos, el teorema del máximo y mínimo 
de toda función continua es falso; y en general, casi toda la grandiosa 
teoría de las funciones reales edificada en este siglo, carece de sentido. 

Como estas acometidas, cuyo origen es antiguo, se repiten periódica- 
mente, con alternativas de virulencia y apaciguamiento, será prudente 
esperar la construcción del nuevo edificio, que penosamente intentan le- 
vantar en sustitución de la grandiosa obra cantoriana, 


b) Conjunto no medible (L) de HAUSDORFF. — Designemos por su 
abscisa p los puntos de la recta euclídea E,. Consideremos todos los 
puntos peE,, repartidos en conjuntos A(p) tales que si peA(p), tam- 
bién p + reA (p), donde r es un número racional cualquiera. Sea B (p) = 
= A(p)7(0,2) el conjunto de los puntos de cada A(p) contenidos en el 
intervalo (0,3). Por ejemplo, 1— 3eB(x), o bien todos los puntos ra- 
cionales de (0,%) formarán B (1). Por aplicación del axioma de ZER- 
MELO, “existe” un conjunto H tal que H(<)(0,3) contiene un elemento 
y uno sólo de cada B(p). Vamos a probar que H no es medible (L). 
Llamemos H, al conjunto obtenido sumando a cada elemento de H el nú- 
mero racional r. Los H, son conjuntos disjuntos y congruentes, es decir, 
cada m e H, está en correspondencia biunívoca, con un P e Hr de ma- 


nera que P:— M = T3 — Tı. 
Por tanto, los conjuntos H y H, tendrían que tener la misma me- 


dida si son medibles. Los conjuntos H, Hi/a Hass, ..., Hai/n, ..., SON 
todos interiores al intervalo (0,1) y cumplen, por tanto, 
|H +H: + H+... | <1. 


Si fuesen medibles, por la propiedad de aditividad infinita (§ 94-5, teor. 
2), quedaría 


on o 


m=2 maz” RT O 
es decir, habría de ser |H|=—|H,.|=0 para todo número racional r. 
Para la sucesión de números racionales r sería >»|H,|=0 y como la 


recta entera se puede considerar como la suma >, H, =— E, tendríamos 
la contradicción de que la longitud de la recta sería nula, luego los H, 
congruentes con H no son, medibles (L). 
Por análoga demostración se prueba que cualquier conjunto X de 
medida exterior no nula, |X | > 0, contiene un conjunto H, no medible. 
Sin el axioma de ZERMELO no se ha logrado todavía definir ningún 
conjunto no medible (L). 


c) Conjuntos de secciones nulas. — Si un conjunto acotado superfi- 
cial X del plano euclídeo E: está contenido en el intervalo cerrado 
a S x < bı; asy <b y para todo yog(a:,b.), a menos de un con- 
junto de medida lineal nula (§ 82-2), la intersección de X con la recta 
Yy = yo da puntos con xefa, bı] que forman conjuntos de medida lineal 
nula, en el caso de que X sea medible (L), la medida superficial de X 
es también nula. 


Pero W. SIERPINSKI ha dado ejemplo de conjunto X no medible (L) 


(y por tanto con |X | >0) que tiene la misma propiedad respecto de 
las secciones y = Yo. 


d) Descomposición finita de BANACH y TARSKI. — La existencia de 
conjuntos no medibles (L) deducida del axioma de ZERMELO tiene por re- 
sultado consecuencias cada día más sorprendentes. 


Dos conjuntos de puntos A y B son congruentes, si existe una fun- 
ción q que transforme biunívocamente A en B y satisfaga a la condl- 
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ción: Dados dos puntos arbitrarios a, y az del conjunto A y sus corres- 
pondientes p(a.) y p(a) en B, son iguales las distancias: 


O(a, a) = elp(a), p(a.)]. 


Dos conjuntos de puntos del espacio euclídeo E, se llamarán equiva- 
lentes por descomposición finita, si pueden ser descompuestos en un nú- 
mero finito e igual de partes sin puntos comunes, respectivamente con- 
gruentes. 

S. BANACH y A. TARSKI (Sur la décomposition des ensembles de 
points en parties respectivement congruentes, Fundamenta Mathematicae, 
6, p. 244; 1924) han demostrado que en un espacio euclídeo de n Z 3 
dimensiones, dos conjuntos arbitrarios, acotados y con puntos interiores 
(por ejemplo, dos esferas de radio distinto, como el sol y una urveja) 
son equivalentes por descomposición finita. Claro está que las “partes” 
no pueden ser todas medibles. El método ha sido simplificado por W. 
SIERPINSKI (Le paradoxe de HAUSDORFF et le paradoxe de BANACH et 
TARSKI, Lincei Rendic. Sc. fis. mat. e nat., (8), 4, p. 270; 1948) y pro- 
cede de un teorema análogo para conjuntos situados sobre la superficie 
esférica (M. HAUSDORFF: Mathematische Annalen, 75, p. 428, 1914, re- 
producido por E. BOREL en Leçons sur la théorie des fonctions, 22 ed., 
p. 255, París, 1914). 

El teorema correspondiente al espacio euclídeo de 1 ó 2 dimensiones 
es falso. 

Por otra parte, en un espacio euclídeo de n > 1 dimensiones, dos 
conjuntos arbitrarios (acotados o no), conteniendo puntos interiores, son 
equivalentes por descomposición numerable. 

Un corolario de estos teoremas es en Cambio la siguiente propiedad 
intuitiva, cuya demostración no se ha logrado sin el axioma de ZERMELO: 
Dos polígonos planos tales que uno está contenido en otro no son nunca 
equivalentes por descomposición finita. 


8. Funciones medibles. — Sea dada una función real f(x) 
definida en los puntos x de un conjunto medible X del espacio 


euclídeo E,. Supondremos que nos referimos siempre a la me- 
dida (L). 


DEr. 1. Se dice que la función real — œ < f(x)< + œ, 
definida en X(<)E,, es medible, cuando es medible el con- 
junto de puntos x tales que f(x) > k para cada valor real k 
(finito o infinito con signo determinado). 

Si son medibles todos los conjuntos f(x) > k, también lo 
son los complementarios f(x)< k; y como cada conjunto 
f(x)= k es la intersección de los f(x)< k,, siendo k, k, es 
medible según 3 94-3, teor. 3; y también lo es, por tanto, el 
f(z)< k. 

Inversamente, del caso < se pasa al complementario >; 
de éste al =, como antes; por tanto, al >. En resumen: 


TEOR. 1. Condición necesaria y suficiente para que f(x) 
sea medible, es que lo sea para todo k alguno de los conjuntos: 
f) >k , fla) <k , flz)>k , f(x) < k. 


TEOR. 2. Es suficeinte que estas cuatro condiciones equi- 
valentes se verifiquen para todo número racional h. Pues si k 
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es irracional y se elige una sucesión h, f k el conjunto f(x) > k 
es la intersección de los f(x)>h, (n=1,2,3,...) y, por 
tanto, medible. 


Nora 1. En cambio, no puede afirmarse que una función f(x) sea 
medible, porque sea medible para todo k real el conjunto de puntos æ 
tales que f(x) =*k. Demos un ejemplo (con ayuda del axioma de ZER- 
MELO). En la recta euclídea E,, sea un conjunto A no medible ($ 94-7, b) 
al que no pertenezca el origen x=0. Defínase f(x) tal que valga v si 
xeA y valga —x si xeE,— A, Entonces el conjunto f(x)=k consta 
de dos puntos, uno o ninguno y por tanto es medible (con medida nula). 
Sin embargo, f(x) no puede ser medible, porque si lo fuera, serían me- 
dibles (teor. 1) los conjuntos X, donde f(x)>0 y X, donde f(x)<0; 
si llamamos P al conjunto medible de los números reales «> 0 y N al 
conjunto medible de los números reales æ < 0, será 

X, =A.P+(E-—A).N y; X, =A.N +(E,—A).P ») 


de donde A=X,.P+X,.N sería medible ($ 94-5), en contradicción con 
la hipótesis. 


TEOR. 3. Toda función integrable (R) y en particular toda 
función continua es medible. Si x es punto de acumulación del 
conjunto f(x) k y es de continuidad, en él es también 
f(x) > k, por tanto pertenece al conjunto; si x es de disconti- 
nuidad, pertenece a un conjunto N de medida nula ($ 94-3, 39). 
En definitiva, el conjunto f(x) > k es del tipo F — N que es 
medible ($ 94-5). 


TEOR. 4. Sean fı y fa dos funciones medibles en un con- 
junto X medible y c una constante. Entonces son medibles las 
funciones : 


a) fi+e ; b)cftí ; o fif: ; 
d) |f] >; e) fif ; f) fı/f2 si fo+=0 en X. 


DEM. a) El conjunto donde fı+c¢c >k es aquel donde 
fı > k— c, que es medible por hipótesis para todo k real. 


b) Si c > 0, el conjunto donde cf, > k, es el mismo donde 
fı 2 k/c, medible por hipótesis. Análogamente para c < 0; si 
c = Q la conclusión es evidente. 


c) El conjunto donde f, + f: > k es el mismo donde f, > 
> k + fo, unión de los infinitos conjuntos f(x) > h, > k + fo, 
siendo h, todos los números racionales. Cada uno de estos con- 
juntos, definido por dos condiciones, es la intersección de los 
conjuntos medibles f,(x)>h, y =—Tf2(2)>k—h,, luego es 
medible ($ 94-5, teor. 3) y también lo es su unión ($ 94-5, 
teor. 4). 


d) El conjunto donde |f,| >%k es la unión de los f, > k 
y f<—k si k>0, y coincide con X si k<O0; en todo 
caso es medible. 
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NoTA 2. Obsérvese que el recíproco no es cierto, es decir, puede ser 
| £,| medible, sin serlo f,. Por ejemplo, sea fx(x%) la función caracterís- 
tica ($ 94-1, def.) de un conjunto no medible X contenido en un inter- 
valo lineal I (§ 94-7, b). Entonces la función no medible fı(x) = 
= fx(x)— ł, definida en el intervalo I, vale 2 si weX y vale —} si 


xel — X, por lo que su valor absoluto |f.(w)|=¿ es medible en I. 


e) Por ser fif: = 4[ (fı + fe)? — (fı — f2) ?], basta demos- 
trar que f? es medible si lo es f. El conjunto donde f” > k 
es la unión de los f > Vk y f < — Vk si k > 0, y coincide 
con X si k <0; en todo caso es medible. 


f) El conjunto donde f,/f. > k es la unión de dos inter- 
secciones: la primera donde a la vez fı > kf y f> 0; la 
segunda donde a la vez es fı < kf y f< 0, siendo todos 
estos conjuntos medibles (§ 94-5). 


TEOR. 5. Las funciones extr sup f,(x) y extrinff,(x) de 
funciones medibles, son medibles. Pues si es F(x) el extremo 
superior de los valores f(x) para cada x, el conjunto F(x) > k 
es la unión de todos los conjuntos f,(x) >k, y por $ 94-5, 
teor. 4, es medible. Análogamente, o por cambio de signo, el 
otro caso. 


TEOR. 6. Si las funciones medibles f, (1) $ F(x), o bien 
f (x) f(x), es medible la función límite. Pues en el primer 
caso, de sucesión creciente ($ 78-1, teor. 2), es F = extr sup Í, 
y en el segundo es f = extr inf f,. 


TEOR. 7. Si f (x)= lim f(x) para n= œ, siendo medibles 
las fa(x), también lo es f(x). Puesto que para cada x y 
cada £ > 0, desde un n es — e < f, (x)— f(x) < e, las funcio- 
nes g,(x)= extr sup (fn, faas neo, ...) satisfacen a la misma 
acotación; luego g„,(x)— f(x) y por los teoremas 5 y 6 ante- 
riores, es medible. 

Nótese, de paso, que también resultan medibles las funciones 
lim f, y lim f,. 


TEOR. 8. La suma finita o numerable de funciones medi- 
bles es medible. Para la suma finita ha sido demostrado en 
teor. 4, c. Para las series convergentes es consecuencia de esta 
propiedad y del teor. 7. 


TEOR. 9. Es medible toda función derivada. Es consecuen- 
cia inmediata del teor. 7, por ser la derivada f'(x) el límite 
para h>0 Ó para n= 1/h> œ de la sucesión de funciones 
continuas n[f(x4-1/n)—1f(x)). 


Nora 3, El teorema 7 implica que una función continua de función 
medible es una función medible. Sin embargo, no es cierto que sea siem- 
pre nredible cualquier función medible de función continua (véase ejer- 
cicio 13). 
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EJERCICIOS 


1. Una función o(X) de conjunto se llama infinitamente (finitamen- 
te) aditiva sobre H si está definida para los conjuntos de una familia H 
infinitamente (finitamente) aditiva (§ 94-1, nota 3), es o (0) = 0, y para 
cualquier sucesión infinita (finita) de conjuntos X, de H dos a dos dis- 
juntos, es o(NX,) = Mo(X,). Demostrar que para toda función o (finita 
o infinitamente) aditiva de conjuntos con XeH, YeH se cumple: a) Si 
X(=)Y y o(Y) es finita, entonces o(X—Y)=0(X)—o(Y); b) Si 
X(=>)Y y o(Y) es infinita, entonces o(X) —o(Y); c) Si o(X)= +0, 
entonces c(Y) += 0, 


2. Si o es una función infinitamente aditiva sobre H (ejercicio 1) y 
todos los conjuntos de la sucesión monótona X(<)XA<)...(<)X,.(<S)... 
per meea a H, entonces es limo(X,) — o(limX,) para n >0%, donde 
im Xan ai UX,. 


(08) 
3. Sea Ya, una serie convergente de términos reales y para cada 
1 
conjunto finito N de números naturales definamos o(N) = © an, mien- 
meN 


tras que o(No )= + %, si Nœ es un conjunto infinito de números na- 
turales. Demostrar que o es finita, pero no infinitamente aditiva y me- 
diante este ejemplo probar que en el ejercicio 2 no puede reemplazarse 
la frase “infinitamente aditiva” por “finitamente aditiva”., 


4. Definida la función monótona creciente de conjunto por la con- 
dición: “X(=)Y implica o(X)=0(Y)” (y análogamente para decrecien- 
te con <), demostrar que toda función finita o infinitamente aditiva de 
conjunto (ejercicio 1) es creciente (decreciente) cuando y sólo cuando 
admite sólo valores no negativos (no positivos). 


5. Si o es aditiva sobre H (ejercicio 1), para cada XeH se define la 
variación superior V e inferior V de o en X por 


Vío,X) = extr sup o(P) , V(o,X) = extr inf o(P) , 
X(>)PeH a X(>)PeH 


donde los extremos superior e inferior ($ 23-14) se toman respecto de 
todos los conjuntos P de H contenidos en X. Demostrar que las varia- 
ciones superior e inferior de una función de conjunto finitamente (infi- 
nitamente) aditiva son funciones monótonas finitamente (infinitamente) 
aditivas. 


6. Demostrar que para una función o aditiva de conjunto, con va- 
riaciones finitas (ejercicio 5), se cumple o(X)=V(0,X) + V (0, X). 
(Teorema de descomposición de JORDAN). 


T. Deducir del ejercicio 6 el teorema de $ 55-9, d), introduciendo la 
función finitamente aditiva de conjunto o(X)=>,"4f(x%; + hi) —f (xi) ?, 
donde X representa cualquier conjunto que pueda expresarse por la unión 
de un número finito de subintervalos (x,, x; + h:i] no rampantes de [a,b]. 


8. Sea E un espacio cualquiera y a, b números reales fijos tales 
que 0O<a<b<2a. Si se define u(0)=0, p(E)=b y p(X)=a para 
todos los demás conjuntos, probar que p es una medida exterior de 
CARATHÉODORY y determinar la clase de los conjuntos medibles. Deter- 
minar si p es métrica parva B =E, (recta cuclídea). 
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9. Probar que si una medida exterior de CARATHÉODORY es finita- 
mente aditiva, también es infinitamente aditiva. 


10. Determinar en qué casos es regular la medida exterior definida 
en el ejercicio 8. 


11. Demostrar que es medible (L) todo conjunto de En que es trans- 
formado por la inversa de una función f medible (L) de un conjunto (B) 
de E, (§ 94-1, nota 3). 


12. Sea K el conjunto perfecto de medida 3 complemento del G cons- 
truído en § 94-5, nota 4, sobre el intervalo [0;1] del eje x, y H un con- 
junto no medible contenido en K ($ 94-7, b). Sea Ko el conjunto terna- 
rio de CANTOR de medida nula ($ 50-2, nota 3) contenido en el intervalo 
[0; 1] del eje y, siendo y = g(x) la función creciente que transforma li- 
nealmente los intervalos contiguos a K en los correspondientes intervalos 
contiguos a Ko. Demostrar que los límites laterales existentes (cfr. $ 80, 
ejercicio 8) de g(x) en cada extremo de los intervalos de G son iguales, 
engendrando así una función f(x), prolongación de la g(x), definida en 
[0; 1], monótona y continua, que trausforma el conjunto no medible H 
en un conjunto Ho contenido en Ko, de medida nula y por tanto medible 
(L). Demostrar mediante el ejercicio 11 que Ho medible (L) no es un 
conjunto (B), ($ 94-1, nota 3). 


13. Mediante el ejercicio 12 dar ejemplo de una función continua 
que transforme un conjunto medible en otro no medible, así como de una 
función medible de función continua que no es función medible, 


14. Si una medida exterior p se define sólo para una familia infini- 
tamente aditiva H de conjuntos (§ 94-1, nota 3), la familia infinitamente 
aditiva (§ 94-5, nota 3) de conjuntos medibles (m) de H puede dejar de 
contener algún conjunto Z tal que Z esté contenido en un conjunto de 


H de medida nula (u). Se dice que w es la completada de p, si para 
todo X de H y todo Z contenido en un conjunto de H de medida nula (p), 


se define u(Z-X)=u(X) y se dice que u es completa si p= u. De- 
mostrar que es_infinitamente aditiva la familia de Z-X donde y está 


definida y que h=u. Probar que los conjuntos (B) de un espacio eu- 
clídeo E, ($ 94-1, nota 3) tienen una medida boreliana ($ 94-1, def. 4) 
que no es completa, siendo su medida completada la [94-8] de LEBESGUE. 
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1. Definición de integral (L). — a) Sea la función real 
0 < f(x)< + œ, definida en el conjunto medible X del espa- 
cio euclídeo E,,, siendo f(x) medible. Entonces (§ 94-8, def.), 
es medible el conjunto de puntos x tales que f(x) > y, para 
cada número y > 0. Esta medida, que depende de y es, por 
tanto ($ 94-4, M2), una función decreciente £= u(y); y adop- 
taremos como definición de integral (L) de f(x) > 0 la inte- 
gral (R-C) ($ 80-1) : 


+o Y 
[95-1] (L) f f(x)dx = (R-0) | u (y) dy = lim f po). 
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Su significado geométrico aparece claramente en la figura 
322, a cuyo margen se ha dibujado la gráfica auxiliar de esa 
función é = p(y). 


EJEMPLOS: 1. Si 
f(x) es la función de 
DIRICHLET (§ 23-3, ej. 4), 
definida en (0, 1), la 
función £= u(y) es nu- 
la para todo y, excepto 
u(0) = 1, luego su inte- 
gral (L) vale 0. 


2. Si f(x) =xw* pa- 
ra 0<a<1 en (0, 1), 
resulta ser u(y)=1 si 
Fig. 322, 0<y<1 y uly) =y” 
si a > 1, por lo que 








1 ASÍ Y 1 
a f £t dx = (R-0) f ulydy =1 + lim y™ dy = ? 
Y>+v41 1—a 
coincidente (cfr. $ 95-2, teor. 13) con el valor (R-C) de la integral 
del primer miembro ($ 80-1): 





1 1 
(Rc) Í x dæ = lim x° de = : 
0 e~l ve 1—a 

Norta 1. De la definición [95-1] resulta inmediatamente que si X = 
= X. + X, la integral de f(x) sobre X es la suma de las integrales sobre 
los conjuntos medibles X, y X., pues el integrando de [95-1] es la suma 
u(y) = m (y) + us(y) de los integrandos correspondientes a estas integra- 
les, por la aditividad finita ($ 94-5) de la medida de conjuntos (genera- 
lización en $ 95-2, teor. 8). 

Si X es de medida infinita, subsiste la definición [95-1], pero enton- 
ces, si su valor es finito, como (0) = + œ, la integral (R-C) será ade- 
más impropia en y=0, y para e >0 arbitrario, existirá $ >0 tal que 
(S 80-2): - 


3 
Í (y)dy <€ , 
con u(0) finito; por tanto, el conjunto X podrá descomponerse en un 


conjunto X, de medida finita (donde f(x) > è) y en un conjunto medible 
X, de medida infinita (donde 8 > f(x) > 0), tal que en él 


f f(x)dæe <e , 
X; 


EOE = ES a MEGIS 


b) Si la función real medible f(x) toma también valores 
negativos en el conjunto medible X del espacio euclídeo E,,, se 
adopta la siguiente definición general: 


siendo 


DEF. 1. Sea o no acotada, finita o infinita, la función real 
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medible f(x), llamamos integral (L) en el conjunto medible 
X del espacio euclídeo E,., a la integral (R-C) ($ 80-3) en 
(—o, +0) de la función u(y) definida así: 
u(y) = medida dcl conjunto f(x) > y, sies y>0; 
— u(y) = medida del conjunto f(x) < y, sies y <0. 
Cuando la integral sea finita, la función se dirá integrable 


(L). Con la terminología de LEBESGUE, suele llamarse sumable 
en X. Su valor se designa por 


(L) f f(æ)de 


pudiéndose simplificar la notación hasta ff si son consabidos 
sin confusión los demás datos. 


NoTA 2. En la definición de integral (R) es esencial la acotación de 
f(x). Si ésta no es acotada, se generaliza la integral (R) mediante el 
paso al límite (§ 80) designándola (R-C). En cambio, la diversidad con 
que se presentan en muchas exposiciones de la teoría de LEBESGUE, los 
casos de funciones acotadas o no, desaparece con la definición 1 anterior, 
siendo innecesarias dos designaciones y dos notaciones, 


Para y =0 resultan como valores límites u(0)= | X*+}, 
(0) =— | X- |, llamando: X* al conjunto donde f(x)> 0; 


X- al conjunto donde f(x) < 0. Entonces la definición 1 se 
reduce a [95-1], pues equivale a descomponer: 


[95-2] (L) f £as = (L) Je dæ + (L) Ja is 


= (L) D f Jde — (L) de f ida. 
En cambio es: 


[95-8] (L) f [flas = (&) f |fjde + (L) f |flaz > 


> 





(L) f£ de 





NOTA 3. Obsérvese que si f(x) es medible, también lo es | f(x), 
pero que el recíproco puede no ser cierto ($ 94-8, nota 2), 


Como resumen, llegamos a este resultado importante: 


TEOR. 1. Toda función integrable lo es absolutamente; y 
el valor absoluto de la integral no supera a la integral del va- 
lor absoluto. 


NOTA 4, A diferencia de la integral (R-C) ($ 80-8), la integrabili- 
dad (L) de f(x) implica, puces, la de |f(x)] y recíprocamente si f(x) 
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es medible, lo que no ocurría en la integral (R) ($ 49, ejer. 1). Hay que 
subrayar con énfasis este hecho: la teoría de la sumabilidad, o sea la 
integral (L), en su máxima generalidad, es paralela a la teoría de las 
series absolutamente convergentes, dejando de lado la integración condi- 
cional, porque prescinde del orden de los valores de f(x); y la sencillez 
de los resultados de LEBESGUE radica en esta mutilación de la familia de 
funciones, 


c) Integral (L) de función acotada. — Si | f(x)] < K, de- 
be integrarse un (y) en (—K, +K), y si es finita la medida del 
conjunto básico |X|=|X*+|+|X- | =u(0)—u(0-), es tam- 
bién finita la integral [95-1], definida en el intervalo (—K, K). 
Por tanto 


TEOR. 2. Toda función real, medible y acotada en un con- 
junto X medible, de medida finita, acotado o no, del espacio 
euclideo Em, es integrable (L). 


d) Método de LEBESGUE. — Aunque 
la teoría se desarrolla muy simplemen- 
te partiendo de la definición 1, conviene 
(para facilitar la lectura de los libros) 
exponer brevemente el método usual, más 
laborioso, que consiste en dividir el in- 
tervalo (—K, +XK) de la variable y en 
partes iguales o desiguales, por una es- 
cala de valores: 


—K<gqM<g< ...<y<K 


y considerar los conjuntos X, definidos 
Fig. 323, por las acotaciones (fig. 323): 


[95-4] Yr- S f(x) < yr 
(es decir: f(x) > yr-1, pero no f(x) > yr), 





y llamando 
ô = |X] = u(y) — nly), ` 
formemos las sumas de LEBESGUE 
[95-5] 8 = NX Yr-1dr  S=ZYrðr , 
cuya diferencia, cuando la norma sea Yr —Yra < €, Será: 
S — s = M(Yr —Yr-1) dr < ¿50- = e] X] , 


es decir: si la función medible f es acotada y el conjunto X es de me- 
dida | X | finita, las dos clases (s, S) son contiguas y definen un número 
frontera, que LEBESGUE adoptó como definición de la integral. 


Para función no acotada y conjunto medible X de medida finita, se 
efectúa (VALLÉE Poussin) la misma descomposición [95-2] y para el 
caso Í(x)> 0, se considera la función truncada fx(x*) que valga f(x) 
si 0O<í<K y valga K si f(x) >K. Entonces, por definición, es 


[95-6] Ie f(x)dx = E $ te(ord ] 


siempre existente, finito o infinito. Análogamente para X”. La función 
f(x) se llama sumable, si ambos términos del último miembro de [95-2] 
son finitos, dando [95-21] su valor. 
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EJEMPLO 3. Por este método, para la función del ejemplo 2 se en- 
cuentra 


1 ( CK 1 1 1 
o f x d = lim «<4 f K dx + xe dæ > = ; 
0 L 0 K" J 





K+ 1—u 
como antes. 
e) Esta definición d) de LEBESGUE-VALLÉE POUSSIN coincide con la 
dada anteriormente, si | X | es finita, pues si consideramos por ejemplo, 


el caso f(x) > 0, y la función de medida correspondiente a fx(w) es 
ux(y), coincidente con u(y) para y SK y nula para y >K, entonces 


K-+1 
[95-1] es igual, para K > o, al límite de e tx (y) dy, de donde in- 


tegrando por partes entre 0 y K +1 resulta esta integral de STIELTJES 
(S 791): 


K-W1 
[25-71] if mx (y) dy = Y . ux(y) , 


K+1 "K }1 
=Z f y . dur (y) = — f, ydux (7), 


va cue ue(X +1) =0. Las sumas inferiores y superiores del último 
mier:bro como integral de STIELTJES ($ 78-1) son las anteriores de LE- 
BISGUE, pues 


K+—1 





— Au(y) = u(y) — uly) = |X| = ò. 


Obsérvese que la def. 1 es más general que la (d) de VALLÉE POUSSIN, 
pues aquélla incluye el caso en que |X |= + œ. (Cfr. $ 95-2, nota 1). 


2. Propiedades de la integral (L). — Mientras no se ad- 
vierta lo contrario nos referiremos a funciones reales cuales- 
quiera, medibles (L), acotadas o no, definidas en un conjunto 
medible (X), de medida finita o infinita, acotado o no. 


TEOR. 1. En cualquier conjunto de medida nula, toda fun- 
ción medible es integrable (L) con integral de valor nulo. 
Pues en $ 95-1, def. 1, es u(y)=0 (§ 94-3, Mo). 


TEOR. 2. La función característica px(*r) ($ 94-1, def. 1) 
de un conjunto medible X tiene por integral (L) en todo con- 
junto A(=)X: 


[95-8] (L) f px(2)de = |X|; 
A 
Pues aplicada al primer miembro de [95-8] la definición 
[95-1] resulta y(y)=0 si y > 1, u(y9=|X| si 0<yc<l, de 
donde 


1) $ axtoras = (8-0) [Cat dy (6) 1 X ld  1X 1. 


TEOR. 3. Si c es constante y f integrable, también lo es cf 
y se tiene: 


[95-9] f cf(z)dz = eS f(x) dz. Ed 
X X 
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Pues para c > 0, la función de medida u.(y) de cf ($ 95-1, 
def. 1) en X*, se relaciona a la u(y) de f mediante u.(y)= 
= u(y/c), de donde, por [95-1] es 


+00 +00 
fdg = uc (dy = dy = 
f z Í pe (Y) dy J p(y/c)dy 


+00 
=o | pdy = c | £(c)de. 
0 e x+ 
Análogamente para X- y para el caso c< O. 


TEOR. 4. (MONOTONÍA). — Si f(x) es medible y está com- 
prendida en X entre las funciones integrables g(x) y G(x), 
es decir: g(1)< f(1)< Gí(x) para todo x de X, es f(x) in- 
tegrable y se verifica Sg < Sff< S G. En efecto, para y > 0, 
las respectivas funciones de medida ($ 95-1, def. 1) son 
míy)< u(y) < M(y) porque la sección de f contiene la de g 
y está contenida en la de G ($ 94-3, Mo»), luego igual acotación 
existe entre las respectivas integrales [95-1]. Lo mismo su- 
cede en X-, pero en sentido contrario; y como figuran con 
signo —, subsiste el resultado. Corolario de los teor. 3 y 4 es: 


TEOR. 5. PRIMER TEOREMA DEL VALOR MEDIO. — Si k< 
<Í(19<K y pí(12)> 0, se verifica: 


[95-10] k [Lp ta)de < [1090 < K [oo , 


si existen ambas integrales. Luego la integral del producto 
f(x)p(x) es igual a la de p(x) por un factor intermedio en- 
tre k y K. 

En particular, si ọ (x)= 1, resulta 


CoroL. Si la función integrable f(x) estárcomprendida en- 
tre las cotas k y K, su integral en X de medida finita, está 
acotada entre k|X| yK|X]. 

Otra consecuencia inmediata de $ 95-1, teor. 1, es ésta: 


TEOR. 6. Si f(x) es medible y en valor absoluto se con- 
serva inferior a una función integrable G(x) > 0 sobre un con- 
junto medible X, también f es integrable, y se verifica: 


[to < $ 1160 10 < f Gda. 


Recuérdense las notas 3 y 4 de § 95-1. 

La propiedad evidente para las funciones acotadas, de tener 
valor arbitrariamente pequeño su integral (R, o bien L) sobre 
conjunto de medida suficientemente pequeña, y que en la inte- 
gral (R-C) de función no acotada es consecuencia de la defi- 
nición como límite, tiene en la integral (L) este alcance más 
general: 


[95-11] 
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TEOR. 7. Si f(x) es integrable (L) en X, y es X, una su- 
cesión de conjuntos contenidos en X, tales que | X, | — 0, tam- 
bién tienden a O las respectivas integrales sobre estos con- 
juntos. 

Basta demostrarlo para f(x) > 0, y sea fx(x) la función 
truncada correspondiente a la cota K ($ 95-1, d). Por [95-6] 
y $ 95-1, e, a todo número e > 0 corresponde un K=K(e), 
tal que 


f faz — fdz < € 
x+ * X+ 


Para este K fijo, del teor. 5, corol., y de la hipótesis, se deduce 
que existe un rfo = fo(s, K (e) ) = ro(£), tal que para todo r > ro 
sea 


$ fido < K|X*] < e. 
X,+ 
Por tanto (§ 95-1, nota 1): 


f 10 < f tudo + f tax — f fuas + 


a al tx da ] = 
X — X,+ “XX: 


Z fk de + | tds — fede | < 2 
X+ X+ 


X,* 
para todo r > ro(£), como queríamos demostrar. 


TEOR. 8. La integral (L) como función de su conjunto de 
definición es infinitamente aditiva. Es decir: Si f(x) es inte- 
grable en X = EX, (suma finita o serie indefinida de X, dis- 
juntos dos a dos), la integral sobre X es la suma de las inte- 
grales sobre los X,. 


DEM. Si la suma es finita, la integral [95-1] tiene el inte- 
grando u(y)= Ep, (y), luego se descompone en suma de inte- 
grales, de acuerdo con el enunciado. Si la descomposición es 
infinita, siendo |X | finita, en la serie È | X, |= |X| (§ 94-5, 
teor. 2), se toma una suma parcial 2, suficientemente grande 
para que el resto sea < e, y entonces, de la descomposición X = 
=3,X, + Xo, resulta ser la integral sobre Xo (que tiende a 
cero para n> œ según teor. 7) la diferencia entre la inte- 
gral sobre X y la suma de las integrales sobre los X,, es decir 
la convergencia del enunciado. 

Si f(x) es integrable en el conjunto medible X de medida 
infinita, basta suponer f(x)> 0, y aplicando la descomposi- 
ción de $ 95-1, nota 1, es decir X = X,- X; = *X,, si se de- 
signa por X,f += X¿7"X,, X,?=X;¡- X,, se tendrá ($ 94-3, Mo) 
para cada suma parcial 
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Sf =f <f <e 
LX EX, x, 


y como, al ser | X, | finita, por lo anterior es 


o 


f 


en definitiva resultará: 


S 


< + Y < 2e , 
x,! 


X, r=n+1 


que por la arbitrariedad de e(— 0), justifica la anulación del 
primer miembro, como queríamos demostrar. 


NoTA 1. Si es infinita | X | = + œ, podrá siempre descomponerse X 
en sumandos X, disjuntos de medida IX, | finita ($ 94-6, nota 5) y el 
teor. 8 asegura que la suma (convergente o no) de las integrales sobre 
los X, será independiente de la descomposición de X; entonces podrá to- 
marse a dicha suma como generalización de la integral de LEBESGUE- 
VALLÉE POUSSIN para el caso donde también pueda ser |X | = + œ, ya 
incluído también en $ 95-1, definición 1, que da un concepto coincidente 
con el de esta generalización (teor. 8). 


TEOR. 9. Si es nula la integral de f(x)> 0, es f(x)=0 
salvo a lo sumo en un conjunto de medida nula. 

Pues sólo siendo u(y)= 0 para todo y > 0 puede ser nula 
la integral [95-1] de funzión decreciente. 


TEOR. 10. Si f(x) es integrable en un conjunto medible X, 
entonces tiene medida nula el conjunto de puntos de X donde 
Í(1)=+0. 

Éste es medible, como intersección ($ 94-5, teor. 8) de to- 
dos los f(x)>k; y si su medida fuera m >0, la integral 
[95-1] en X*, de integrando u(y) > m para todo y, sería di- 
vergente ($ 80-2). 


NOTA 2. Indicaremos que una propiedad se verifica con la posible 
excepción de un conjunto de medida nula de X, diciendo que se verifica 
en casi todo X (abreviadamente: c.t.X) o en casi todos los puntos de X; 
tal nomenclatura es traducción de la original de LEBESGUE: presque par- 
tout (p.p.) que muchos autores emplean sin traducir. Así, pues, la con- 
clusión del teor. 9 puede expresarse diciendo que f(x)=60 en casi todo 
X, mientras que la del teor. 10 diría que f(x) es finita en casi todo X. 


DEF. Dos funciones f(x) y g(x) se dirán casi iguales en 
X (o equivalentes (L) en X) si se cumple f(x)=g(x) en 
c. t. X. 


TEOR. 11. Si f(x) es integrable en X y g(x) es casi igual 
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a f(x) en X, entonces g(x) es integrable y su integral coin- 
cide con la de f. 

Pues, llamando Xo al conjunto de medida nula donde pue- 
dan dejar de ser iguales f(x) y g(x), X# al conjunto donde 
f >y, X# aquel donde g > y, resulta medible ($ 94-5) X» = 
= Xo . X# +(X — X). X”, por ser el primer sumando de me- 
dida nula (§ 94-3, Mə, y § 94-4, teor. 3), siendo por tanto 
g(x) medible ($ 94-8, def. 1). Por otra parte, es (teor. 1 y 8): 


fti = ftdt ffi f gde 


+ gdr = f gd , 
X—X, xX 

por ser nulos los primeros sumandos de los miembros inter- 
medios y ser iguales los integrandos de los segundos sumandos. 


TEOR. 12. COMPARACIÓN CON LA INTEGRAL (R). — Es in- 
tegrable (L) toda función acotada integrable (R) en un inter- 
valo finito I; y ambas integrales coinciden. 

Si f(x) es integrable (R), entonces es medible (L) (§ 94-8, 
teor. 3). Siendo medible y acotada f(x) admite integral (L) 
(§ 95-1, teor. 2) en cada intervalo parcial I, de I, y con la 
notación de $ 82-1 (o de $ 83-1), el valor de esta integral 
estará comprendida entre m,5, y M,3, (teor. 5, corol.), lue- 
go, según teor. 8, la integral (L) en I está comprendida entre 
las sumas inferior s y superior S de RIEMANN; por tanto 
(S 7-6) dicho valor (L) coincide con el de la integral (R). 


EJEMPLO 1. Un caso trivial de función integrable (L) y no (R) es 
la de DIRICHLET (§ 95-1, ejemplo 1; § 49-2, ejemplo). 


TEOR. 13. COMPARACIÓN CON LA INTEGRAL (R-C). — Es in- 
tegrable (L) toda función medible definida en el espacio eucli- 
deo E,, cuya integral impropia (R-C) sea absolutamente con- 
vergente ($$ 80-8 y 87-2); y ambas integrales coinciden, 

Pues los dominios D,, supuestos en sucesión monótona 
($ 87-1, c) que definen por paso al límite la integral (R-C) 
en [87-1] son medibles (§ 94-5, teor. 5, y § 94-4, teor. 2) y 
en ellos f(x) es medible ($ 94-8, teor. 3). Entonces, la inte- 
gral (R-C) tiene por valor la serie 


Y fízxidx , 


n=1 “D,—D 


n 


cada uno de cuyos términos es integral (R) coincidente con 
la (L) (teor. 12), y por ser la serie absolutamente conver- 
gente, su suma representará la integral (L) de f(x) en En 
(nota 1). 
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NOTAS: 3. En cambio, una integral (R-C) sólo condicionalmente con- 
vergente ($$ 80 y 87) no podrá ser una integral (L) ($ 95-1, nota 4). 


4. Como ocurre con la integral (R-C) absolutamente convergente, si 
fı(x) es integrable (L), no equivalente a una función acotada en X, 
existe siempre una función f:(x) integrable (L) en X, tal que el pro- 
ducto f,(x) .f2(x) no es integrable (L) en X. 


EJEMPLOS: 2. En $ 95-1, ejemplos 2 y 3, se han visto los distintos 
modos de calcular una integral (R-C) absolutamente convergente por los 
métodos de CAUCHY, [95-1] y de LEBESGUE - VALLÉE POUSSIN. 


3. Sea en Es: 


=0 ; = E (asen) = E 
f(0)=0 ; f(x)= iz (a sen a) = 2x sen == sen 5 
en x=E0, cuyo primer término es acotado e integrable (L) en todo in- 
tervalo finito, mientras que en el segundo término los valores x= 
=2/V2n—1 dan ordenadas que forman serie armónica divergente 
($ 22-1, d), luego ($ 95-1, nota 4) al no serlo |f(x)|, tampoco f(x) 
es integrable en ningún intervalo finito que contenga 0 en su interior o 
en un extremo. En cambio, existe la integral ($ 80-3): 


g i z T 
m0) | f dæ = lim f dæ = x’ sen? — . 
0 e>/0 Ye X 


NoTAS: 5. Comparando con los textos más acreditados de otras len- 
guas, obsérvese la sencillez alcanzada en las demostraciones anteriores, 
aún en el caso más general de función no acotada y conjunto de defini- 
ción medible cualquiera, a causa de poder utilizar las propiedades de la 
integral (R-C) de [95-1] para el estudio de la teoría de la integral de 
LEBESGUE. La definición ($ 95-1, b) que ha permitido esta simplificación, 
ha sido originariamente expuesta en J. REY PASTOR: Elementos de la 
Teoría de Funciones (3% ed. Ibero-Americana, Madrid-Buenos Aires, 1953; 
íd. 12 ed., 1947), cuya exposición hemos procurado afinar y completar 
aquí. 


6. La propiedad de aditividad finita respecto del integrando de la 
integral (L) que con el tceor. 3 de distributividad, justifica la linealidad 
de la integral (L), es punto de delicada demostración que parece opor- 
tuno hacer preceder por el estudio de las funciones escalonadas en En, 
por otra parte de gran interés intrínseco. 


3. Funciones escalonadas en E,, y linealidad de la integral 
(L). — a) Obsérvese el parecido entre las sumas s y S de 
LEBESGUE y las s y S de RIEMANN; la diferencia es: en éstas 
se fracciona el intervalo básico X en número finito de inter- 
valos (ordenados por sus abscisas si el espacio es E,), y en la 
(L) se fracciona X en número finito de conjuntos medibles, 
ordenados por sus alturas; y por eso quedan excluídas las fun- 
ciones condicionalmente integrables, como también acontece en 
el método (R) para E,, (m >1)*. Hagamos ahora resaltar la 


* Tste carácter absoluto de la integral sobre E», Es, ..., no significa deficiencia del 
método (R); es natural derivación de na existir unn ordenución natural del espacio, 
mientras que en Es ln hay y cs soslayada por el método (L); el cual es lusastituible en 
los demás espacios, hasta los más abstractos, donde se puede organizar nnu teorin de In 


medida (eomo hizo HAAN). 
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esencia común de ambos métodos, mediante un concepto muy 
general, de frecuente uso en Análisis: 


DEF. 1. Función escalonada sobre el espacio E,, es la que 
tiene valor constante y; en cada uno de los conjuntos medibles 
X; en que se fracciona E,, = EX; (a lo más numerable). Si la 
función escalonada E(x) está definida solamente en X(<)E,, 
puede completarse su definición, atribuyéndole valor 0 en el 
conjunto complementario. 


DEF. 2. La función escalonada E(x) se dirá finita, cuan- 
do es finito el número de sus valores o escalones y;, es decir, 
cuando el fraccionamiento de E,, es finito. La escalonada finita 
más sencilla sobre X es la función característica de X ($ 94-1, 
def. 1). 


DEF. 3. La función escalonada E (x) se dirá infinita, cuan- 
do es infinito numerable el número de sus valores y;, es decir, 
cuando la partición de E,, es infinita numerable. 

Bien sea directamente de la definición de § 95-1 de inte- 
gral, o de su interpretación geométrica, „como medida del con- 
junto de ordenadas, resulta inmediatamente: 


TEOR. 1. La integral de ta función escalonada de bases X; 
y valores y; es la suma de productos de éstos por las corres- 
pondientes | X; |, es decir: 


[95-12] f E(e)dr = f E(e)ds = Sy.|X:], 
X Sn 


debiendo ser absolutamente convergente esta serie, en el caso 
de función escalonada infinita, para que ésta sea integrable. 

En el caso más simple de escalonada finita se tiene el teor. 
2 de § 95-2. Todo teorema sobre la integral da otro sobre la 
medida de conjuntos. 

Dos funciones escalonadas y = E' (x), y” = E” (x) sobre las 
particiones En = ÈX; y E, = *X;”, definen otra escalonada 
sobre la partición producto E,, = £X;; donde es X;;= X;'- X,”, 
si la función toma en cada X;;, el valor y;'+ y;”, siendo, por 
tanto: 


fE) + E” (x)]dz = X(y +4] Xi] = 
= | E(æ)de + | E”(s)ds , 


es decir: 


TEOR. 2. La suma de escalonadas, en número finito, es una 
escalonada cuya integral es la suma de las integrales de 
aquéllas. 

bD) Tinealidad de la integral. — Vimos ($ 94-8, teor. 4, c) 
que si f(x) y f” (x) son medibles, también lo es f’ (x)-+ f” (x). 
Veamos ahora su integrabilidad. 
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Nos apoyaremos en la propiedad aditiva de las escalonadas; concepto 
introducido precisamente para facilitar esta demostración, pero que tiene 
interés en otras cuestiones, sobre la cual basan entre otros VITALI y 
SANSONE (citado en Cap. IX, nota VIII, 3), HALMOS o MUNROE (citados 
en nota IV-4) toda la teoría de integración. 

Si las funciones f'(x) y f”(x) acotadas en X de medida finita, es- 
tán comprendidas entre escalonadas de valores y- ($ 95-1, d): 

i ô; 


e' (x) < f(x) < E' (x), de donde $ y:-18:; < f f (x)dzr Y: ĝi; 
e” (x) < f” (x) < E” (x), ” Z Yj- < $1” (x) de Yi 0; 5 


que dan acotaciones de las integrales sumandos difiriendo en menos de 
£, para integrar la acotación suma: 


e (x) + e (x) < f'(x) + f(x) < E (a) + E” (x) , 


formaremos la partición producto, llamando X, = X:; = X: ^ X;, es decir, 
ordenaremos los conjuntos intersecciones, y la integral de la suma está 
definida por las acotaciones: 


I (Y'r + Y”ra) ôr < SEP (x) 41” (0)]dx < 3 (yr + Y") Or, 
que al diferir en menos de 2e, prueban (§ 95-1, d) que la integral (L) 
de la suma coincide con la suma de las dos integrales. 


Si las funciones sumandos f'(x) y f”(x) no están acotadas, pero 
son integrables en X medible de medida finita, demostremos primero la 
aditividad en el conjunto X* donde a la vez es f'>0 y 1” >0. Si es 
S(x) =f' (x) +1” (%), consideremos las funciones truncadas ($ 95-1 d): 


Sx(2) < €x(x) + Ux(x) < Sola) , 


y por el caso de acotación: 


, 


< F 
< 


ÓN ES f fxde + fxd < Sxde , 
X+ Xr X+ X+ 


que para K —> + œ, demuestra por [95-6] la aditividad en X*. En el 
conjunto donde f’ > 0 y f” <0, se considera por una parte el subcon- 
junto donde S= f' + f” > 0 y se aplica el caso apterior para f'= 
=S + (—f”), y por otra parte el subconjunto donde S <0, poniendo 
— f” = f + (—S). Análogamente se tratan los casos f <0 y f” >20 ó 
f <0 y f"<0. Si X es de medida infinita, se descompone en con- 
juntos sumandos de medida finita y en definitiva por aplicación de $ 95-2, 
teor. 8 (nota 1), queda demostrada la propiedad aditiva respecto del in- 
tegrando, que se extiende inductivamente ($ 2-2) a cualquier número fi- 
nito de sumandos, dando: 


TEOR. 3. La suma de funciones integrables, en número fi- 
nito, es también integrable, y su integral es la suma de las in- 
tegrales de los sumandos. 

El caso de infinitos sumandos (serie convergente) se tra- 
tará en § 95-4. Del teor. 3 y de la distributividad vista en 
teor. 3 de $ 95-2, resulta la linealidad de la integral, expre- 
sada así: 


[95-13] | Sc,t,(2)ds =Xc, | £.(o)de. 
X “X 
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4. Teoremas de convergencia. — He aquí el punto culminan- 
te de la teoría de LEBESGUE, porque permite la permutación del 
signo de integral con el límite (cfr. $$ 94-1 y 85-1), sin más 
restricción que la acotación uniforme del integrando entre dos 
funciones integrables, o bien la acotación del módulo respecto 
de una función integrable. 

La uniformidad de la acotación con que LEBESGUE sustituye 
la uniformidad de la convergencia (S 85-1), se transforma en 
esta misma atenuada mediante la exclusión de un conjunto de 
medida arbitrariamente pequeña; y esta parte de la demostra- 
ción, desglosada por su utilidad para otras cuestiones, consti- 
tuye esta proposición: 


TEOR. 1. (LEMA DE EGOROFF). Si una sucesión de funcio- 
nes medibles f (x) converge hacia un límite finito f(x) en casi 
todo un conjunto X ($ 95-2, nota 2) de medida finita, enton- 
ces existe en X un subconjunto Xs de medida menor que un 
número prefijado arbitrario 8 >0 tal que en X —X¿ es unt- 
forme la convergencia de f, hacia f. 


DEM. Si f a(x)— f(x), medible (§ 94-8, teor. 7) en X — Xo 
con | Xo | = 0, será medible 
(§ 94-8, teor. 4) la función 
gn (£) = | f (x)— fa (x)| > 
— 0 para x de X — Xs. 
Por definición de conver- 
gencia ordinaria, para s 
número natural cualquie- 
ra, es g,(x) < 1/s si 
n > r(x,s). Agrupemos en 
el conjunto medible ($ 
94-8, teor. 1) X,*(<) X — 
— Xo los puntos x donde 
se verifiquen las anterio- 
res desigualdades para s y Fig. 324. 
r números naturales dados. 


Como evidentemente es (fig. 324) 

AME)AC (E) 20 (5)X (E) cs (E)A=X6: 5 
siendo X — Xo la unión de todos los X,* (s fijo, r=1,2,...), 
será ($ 94-5, teor. 2) lim|X,* |=|X—Xo| para r> 0, y 
por tanto existe r =r(s) tal que |(X— Xo)— X*.,) | < 8/2. 

Sobre la intersección medible ($ 94-5, teor. 3) de todos los 
X* a) para 8=1,2,3,..., es gn(x) < 1/s, si n>r(s) cual- 
quiera que sea el punto x tomado en dicha intersección, es de- 
cir, en ella la convergencia es uniforme y su complemento X, 
a X tiene por medida 
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| X; | = | X — A Xr | z | (X — Xo) — Me Xr | T 
= | U, [(X — Xo) — X^] | < 
< 2, | (X — Xo) — X’) | < 2, 0/2* = 0 
como queríamos demostrar. 


, 


Notas: 1. El lema falla para funciones no medibles ($ 94-7) o para 
X de medida infinita. 


2. En este lema se hace referencia a cuatro tipos de convergencia. 
Ellos son: la convergencia ordinaria o puntual gn(x)>0 en X —Xo, 
la convergencia puntual g,(x)>0 en c.t.X (al ser |X.| =0, $ 95-2, 
nota 2), la convergencia uniforme grn(x)>0 en X— X; , y la que po- 
demos llamar (WEYL) convergencia esencialmente uniforme gn(x)>0 
en X (al ser X de medida % >0 arbitrariamente pequeña). En casi 
todos los textos a este último tipo de convergencia, se le llama menos 
acertadamente “convergencia casi uniforme en X” que puede confundirse 
2 o uniforme en c.t.X (es decir, uniforme en X — X, con 

Xo = 0) . 

Con esta nomenclatura, el lema de EGOROFF dice que la convergencia 
puntual de las funciones medibles f(x) —>f(x) en c.t,X de medida fi- 
nita, implica la convergencia esencialmente uniforme en X. 

Se usan las abreviaturas: gn(x)-—>0 con 


[c.p. en X— X] , [ce p. en c.t.X]} , [c.u. en X—Xs5 ] 
[c.e.u. en X]. 


, 


TEOR. 2. (LEBESGUE). Si en una familia de funciones me- 
dibles, acotadas entre dos funciones integrables g(x) y G(x) 
sobre un conjunto X de medida finita o infimta y, por tanto 
($ 95-2, teor. 4), integrables en X, se verifica f (x)— f(x), 
es también 


f ieda > f_1(a)4s. 


DEM. Para probar la convergencia del resto hacia 0, sn- 
puesto X de medida finita, haremos la descomposición del lema: 


f Tfn (x) — flls = f [f(2) — £(2) dz + 
X X—X$ 


+ J¿ Las — Jara. 


El sumando 1%, en virtud del lema, tiene valor absoluto < € 
desde un No; el 2? y el 392, por $ 95-2, teor. 4, están acotados 
entre las integrales de g y G sobre el conjunto X¿, cuya me- 
dida puede hacerse tender a 0; luego, por 95-2, teor. 7, desde 
un ô en adelante, son menores que e. Siendo, pues, el resto 
< 3e desde Ny, resulta la convergencia del enunciado. 


Si X es de medida infinita, siendo | G(x)| y | g(x)| inte- 
griblos en X (5 95-1, teor. 1), dado £ > 0 arbitrario, se po- 
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drá descomponer X = X,+X; de modo que el conjunto me- 
dible X; sea de medida finita y en X; medible valga 


[ (6) + [£(m))az < + 
($ 95-1, nota 1). Entonces, para todo n será también: 


i [£, (2) — f(z)]dr| < 





< J Ufl +ifpdar <2 f (G]+]gj)dr < 2s , 


aplicándose para X, de medida finita el razonamiento ya ex- 
puesto. 


NoTa 3. Como corolario de teor, 2 resulta de nuevo la aditividad res- 
pecto del conjunto básico ($ 95-2, teor. 8). En efecto, suponiendo, en 
virtud de [95-2] f(x) > 0, las funciones f, (x) =f(x) en X, y nulas en 
el complemento, todas las sumas parciales de ¥ f, =f, están compren- 
didas entre fo y f; luego son integrables, según $ 95-2, teor. 4, y por 


teor. 2, se verifica: 
[1=x/f1=x ft 
X x X, 


TEOR. 3. (FATOU). Si f (x) > 0 son medibles en X medi- 
ble, donde f(x) es también medible, cumpliendo 


0 < f(x) < lim fa (2) 


en casi todo X, entonces es pe 
[95-14] f f(æ)dz < lim f ia (æ)dz , 
X n>% X 


en el sentido de que si el segundo miembro es finito, entonces 
f(x) es finito en casi todo X e integrable, mientras que si f(x) 
no es integrable en X, entonces es 


[95-15] lim f fa(2)dx Se 
n>N) YX 
DEM. Supuesta ¡X| finita, basta utilizar las respectivas funciones 
truncadas ($ 95-1, d) cumpliendo: 
0< fx < lim (fa) x 
n ʻ 
Entonces, para todo x es 0 < ya(x)= ni (m) x < (fn)x < K, por lo 
m n 


7 
que y, será integrable cumpliendo lim, f y do < lim f (fa) zd; como para 
Sois XxX T XxX 


cada « fijo la sucesión y, es creciente (en sentido amplio), existirá el 
lima ya (x)= Um.«(f.)x > fx(r), por lo que podemos aplicar teor. 2 con 
£:20 y G=RK. dando 


f fx due <f (lim, y.) dx = lim, $. de < 
X X xX 


f Gaete e li J: fude. 
x a Xx 


el. 


< lim 


tn 
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Si f(x) es finita en c.t,X, se deduce [95-14] de la anterior, ha- 
ciendo K>+0. Si f(x)=3«< en un conjunto X, de medida positiva 
| X,| > 0, entonces 

$ ted > K.|X, 


y se obtiene [95-15]. 
Si |X|=+Y+0 y f(x) no es integrable en X, se obtiene [95-15]. 
En efecto, si fuese 
lim [£,(0) ds 
n 0 “xX 


finito, descomponiendo X en una suma numerable de conjuntos medibles 
disjuntos X, de medida finita (§ 95-2, nota 1), por el caso anterior exis- 


tirá y será 
f tas < lim f tda > 
X, no X, 


y por tanto para cada suma parcial ($ 21, ejercicio 12) resultará: 


sel fde < 5 lim f inda < dim sl E € 
X, n= “X, n0 X, 


< lim f tdo 
=d X 


finito, es decir (§ 95-2, nota 1) sería f(x) integrable en X. 
Si f(x) es integrable en X de medida infinita, se aplica la descom- 
posición de $ 95-1, nota 1, y por ser | X; | finita: 


f ídx < lim fadg < lim f f, du 
“X, nor t nm X 
y como además ( fdx < e, de estas dos resulta: 


lim $ tado + y 
X 


SX, 
T fdx +f fdg =Í fdx < 
X; X, X n—> SY 


que justifica [95-14] por la arbitrariedad de s —> 0. ~ 


La acotación de FATOU es muy útil en diversas cuestiones de Análisis 
cuando por no disponerse de la acotación uniforme (teor. 2) no puede 
asegurarse la convergencia de las integrales, 


TEOR. 4. (BEPPO LEVI). Sea f(x) el límite finito o infinito 
de la sucesión creciente 
0 < fr(2) < (xr) < ... <S fa(£) S 


de funciones medibles no negativas en un conjunto medible X. 
Entonces es: 


[95-16] lim f £,(x)de = f £(e)da 
n>n X x 
en cl sentido: 
19) Si el primer miembro es finito, entonces f(x) es finito 
cen c.t. X ($ 95-2, nota 2) y es integrable, cumpliendo [95-16]. 
290) Si f(x) es integrable, el primer miembro de [95-16] es 
convergente y se cionple la igualdad. 
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39) Si el primer miembro de [95-16] es infinito, f(x) no es 
integrable y reciprocamente. 


DEM. Si el primer miembro de [95-16] es finito, entonces 
por el teor. 3 de FATOU es f(x) integrable, y por el teor. 2 de 
LEBESGUE quedan demostrados los casos 1% ($ 95-2, teor. 10) 
y 2%. De estos dos, se deduce por exclusión el caso 3%. Coro- 
lario inmediato es: 


TEOR. 5. Si u,(x)> 0 es medible para todo n y punto x 
perteneciente a un conjunto ai X, entonces es 


[95-17] f | 3 > u (a) | dr = E ) Untrjda , 


si uno de los dos miembros existe. En particular, la convergen- 
cia del segundo miembro implica la convergencia de la serie 
Tu, (x) en c. t. X. 


NOTAS: 4. Obsérvese la extraordinaria simplicidad del paso al límite 
bajo el signo integral obtenido en los teor. 4 y 5 para la integral de 
LEBESGUE y compárese con las limitaciones requeridas en la integral de 
RIEMANN e ilustradas en el ejemplo de § 85-1, nota 2. 


5. El teorema 4 fué enunciado y demostrado por B. Levr (1906) an- 
tes que H. LEBESGUE (1910) dedujera el teor. 2 y en otras exposiciones 
(tal la excelente de F, Rirsz y B. S. NAGY, ver nota IV, 4) el de LEBES- 
GUE se deduce del de B. LEVI, siendo ambos en realidad equivalentes. 


EJEMPLOS: 1. Sea en (0,1) de E, la sucesión de funciones acotadas 
(no uniformemente acotadas en su conjunto): 
fa(x) = næ" , (n=1,2,3,...) 


con lim fa(x)=f(x)=0 para n> œo, 
Entonces, será: 


1 
o= ftis f ( lim f,)dx < lim fado = 1 ; 

0 n NZD 
que no cumple los teor, 2 (LEBESGUE) y 4 pci LEVI), pero sí el 3 
(FATOU). 

2. Sea en (0,1) de E, la sucesión de funciones 

falx) = nx”? — (n+ 1)x” , (n=1,2,83,...) 

dando (§ 37-4): 


n 


$ 


f(x) = lim S,(x) = lim [1 —(n +1)x'] = 1 
1 n— 0 Vw 


¡pm 


y resulta 


l= -f e lim syes =f (S fas > S S f idz = 
0 n n= 


= lim S sde = 0 y 
nor Yu 
que no cumple el teor. 2 (LEBESGUE), pero tampoco el 3 (FATOU), pues 
las S,(x) cambian de signo en (0,1). 
3. Sca en E, la sucesión decreciente de funciones medibles, no nega- 
tivas tales que f(x) =1 si x>n y nulas en x<Qn. Para éstas es 
lim faf) == f(x) = 0 y por tanto 


n d» si 
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w 0 o 
0= f fdz = f ( lim f,)Jde < lim fa dz = 
20 «0 RD nu 0 


"00 
= lim ) dz = + 00, 
n> NY nn 


No se cumple el teor. 4 (B. LEVI), pero sí el 3 (FATOU). 

Obsérvese que las fa(x) no son integrables, Demuéstrese que el paso 
al límite [95-16] es también cierto para una sucesión decreciente de fun- 
ciones integrables no-negativas. Para una sucesión creciente de funciones 
no-negativas bastaba que fuesen medibles, 


Por el teor. 2 (LEBESGUE), si la sucesión de funciones me- 
dibles no-negativas f,(x1)> 0 está uniformemente acotada en 
el conjunto medible X por una función integrable y además 


f.(x)>0 en c. t. X, entonces T f, dx > 0. 
X 


a 


El recíproco no es cierto (cfr. ejemplo 4), a pesar de $ 95-2, 
teor. 9; tal se muestra en el ejemplo siguiente: 

EJEMPLO 4. Si dividimos el intervalo [0,1] de E,, en 2, 3, 4, 
partes iguales y consideramos la sucesión de funciones características 
($ 94-1, def. 1) f,(x) de los intervalos 1,= [0,1/2], 12=[1/2,1], 
I= [0,1/8], L= [1/3, 2/8], T: = [2/3,1], Ia = [0, 1/4], ..., scrá 

Sefade = |I| > 0 
y en ningún punto de [0,1] tiende a cero f,(x) para n> %. 

NOTA 6. Además de los tipos de convergencia examinados en la nota 
2, puede considerarse también la convergencia en medida: 

Se dirá que la sucesión f.(x) tiende en medida a f(x) sobre X si 
para cada £ >0 fijo, tiende a cero con 1/n la medida un(e) del con- 
junto de puntos x de X donde |f()—f.(x%)| > e. 

En el ejemplo 4, si bien los f(x) no tienden a cero en ningún 
punto de [0,1], en cambio convergen en medida a cero sobre [0,1]. 


En general, se tiene: 


TEOR. 6. Si f,(1)>0 forman una sucesión de funciones 
integrables sobre un conjunto X medible, tal que 


$, de > 0 , 


entonces la sucesión f, (x) tiende en medida a cero sobre X. 


Pues si para £ >0 fijo, es X, el conjunto donde f,(x%) > €, será 
e |X| < fx f£ide< fxf, de > 0, con 1/n, y por tanto |X,| — 0, como 


queríamos demostrar. 


NoTA 7. En Cap. XXV, nota IIT, examinaremos otro tipo de con- 
vergencia, llamado convergencia en media, que origina uno de los más im- 
portautes resultados de la teoría de integración de LEBESGUE. 


TEOR. 7. Sif,(1)> 0 forman una sucesión de funciones in- 
tegrables sobre un conjunto X medible, tal que 


f fide: > 0 , 
xX 
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entonces existe una sucesión parcial de fa (x) que tiende a cero 
en c. t. X para n, —> 0. 


Pues por el teor. 6, para cualquier k natural y todo ô > 0, existe m, 
tal que si n > m;, es un(1/2*) < 6/2*, siendo un (1/2*) la medida del conjun- 
to contenido en X donde f.(7)> 1/2”. Si se toma n, = Mı, h: = 
= max[n, + 1, m], n: = max[n: + 1, m:], ete., y es X, el conjunto conte- 
nido en X donde fa (x) > 1/2*, será | X,¡<8/2*. Para todo e > 0, existe 
s tal que 1/2* < e, y entonces, si r > s, será 0 < fn (Œ) < 1/2* < e en la in- 
tersección de todos los conjuntos X — X, para los que k > s, y con mayor 
razón en la intersección de todos los conjuntos X — X., (k= 1, 2, ...), con 
la medida de la unión de los X, menor o igual que X¿|X1] < 3520/2* < 5, 
es decir, la convergencia Ln (0) > 0 es esencialmente uniforme en X (nota 


2). Esto, por el lema de EGOROFF (teor. 1), implica que f, >0enc.t. X, 
r 


pues si existiese un X, con medida exterior ! X, | > €> 0, tal que en sus 


puntos no tendiese f, a cero, tomando ô < £, para cualquier Xs de medida 
r 
|X | <ð, no podría haber convergencia uniforme de f, (x) a cero en 
r 


XxX, , que forzosamente contendría puntos de X, . 


NOTA 8. Obsérvese que si f:»-.(w) coincide con la función característi- 
ca de [0, 4] y f(x) con la función característica de [2,1], a pesar de ser 
lim, f(x) = 0 en [0,1], no existe sucesión parcial f, (%) que tienda a ce- 
ro en e. t. [0,1]. A 


TEOR. 8. (COMPARACIÓN DE LA INTEGRAL (L) CON LAS IN- 
TEGRALES SUPERIOR E INFERIOR DE DARBOUX). — Sea una fun- 
ción f(x) medible y acotada cualquiera, definida en un inter- 
valo finito I del espacio euclideo Em Y 

f(x) = lim [extr sup f(£)] , f(x) = lim [extr inf £(£)] , 


k—0 EQ (x, h) h—>0 teQ (x,h) 
las funciones superior e inferior ($ 82-5, def.) de f(x), donde 
Q(z, h) es un entorno cúbico cerrado de centro x y lado h. 
Entonces, las funciones f(x) y f(x) son integrables (L) y sus 
integrales son respectivamente iguales a las integrales superior 
c inferior de DARBOUX: 


(L) BOLE = f f(æ)dx ; (L) f fas = f £(waz. 
e I Ape 


=1 


Dada una partición ($ 83-2) de I en cubos Q. sean m. y M.» los ex- 
tremos de f(x) en Q., formando las funciones escalonadas finitas (§ 95-3) 
e(r) y E(x) que toman respectivamente los valores constantes m, y M., 
en el iuterior de cada Q-. Si tomamos una sucesión numerable de par- 
ticiones cada vez más finas, con norma que tienda a cero, la frontera de 
los Q, para cada partición es de medida m-dimensional nula y lo mismo 
ocurrirá para la unión numerable de todas las fronteras de los Q, corres- 
pondientes al conjunto numerable de particiones, por lo que las funciones 


mferior y superior f(x) y f(x) serán respectivamente los límites me- 
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dibles ($ 94-8) de las escalonadas e(x) y E(x) en c.t.I. Por el teor. 2 
de convergencia acotada (LEBESGUE) existirán y serán: 


wf f(x)dx = lim wf e(x)}dx = lim(šrm]Q.|) al f(x)dx, 


w f Taia lim 1) [ E(2)ds = lim(x, M.|Q. |) N eia 
I I I 


NOTA 8. En particular, restando las dos anteriores, la condición ne- 
cesaria y suficiente para que las integrales de DARBOUX sean iguales, es 
decir, para que f(x) sea integrable (R) ($ 83-1), es que sea 


a | (fla) — f(x))ds = 0 , 
I 


es decir, (§ 95-2, teor. 9) que en c.t.I sea Tlæ)=f (x) condición que es 


equivalente a la continuidad de f(x), volviendo a encontrar la condición 
3% de $ 82-3 y el teor. 12 de $ 95-2. 


5. Continuidad absoluta y función integral (L). — a) Aún 
cuando muchos resultados son ciertos en E,,, como en éste es 
complicada la teoría de la derivación, vamos a considerar sólo 
el caso más sencillo de integral (L) definida en la recta real E,. 

Si como en el caso de integral (R) ($ 50) llamamos fun- 
ción integral F(x) a la integral (L) de f(x) en (a, x) con- 
tenido en (a, b), donde suponemos que f(x) es integrable (L), 
el teorema 7 de § 95-2 prueba inmediatamente que F(x) es 
una función continua, como en el caso de integral (R). Si 
ahora nos proponemos estudiar la existencia de la derivada 
F’(x) de la función integral (L) y su relación con el inte- 
grando f(x), será conveniente anteponer el siguiente resultado, 
uno de los más sorprendentes e importantes de la teoría de 
funciones de variable real: 


TEOR. 1. (LEBESGUE). Toda función monótona continua 
f(x) admite derivada finita y determinada en «casi todo punto 
x de su intervalo de definición (§ 95-2, nota 2). 


DEM. (F. Riesz). Apoyaremos la demostración en el siguiente lema 
de RIEsZ: Sea g(x) una función continua en el intervalo [a,b] y sea C 
el conjunto de puntos x interiores a este intervalo tales que exista un 
punto ¿> x donde g(£) > g(x). Entonces el conjunto C es o bien vacío, 
o bien abierto, suma de un número finito o una infinidad numerable 
($ 94-2) de intervalos abiertos disiuntos (a;,b;), siendo para todos estos 
intervalos g(a,)< g(b;). 

El conjunto C es abierto, porque si xos C, es decir existe ¿> zo tal 
que g(£) > g(x%0), por la continuidad de g(x), las relaciones > x con 
g(¿)> g(x), continúan siendo válidas en un entorno de xo ($ 26-1). Sea 
ahora (a;, b;) uno cualquiera de los intervalos abiertos que componen C, 
a cuyo conjunto no pertenecerá b;. Vamos a probar que si xe(a;,b,), 
entonces g(x)< g(b:). Pues si fuera g(xw) > g(b,), como C contiene x 
y no b;, existirá un ¿e(x,b,) tal que g(í) > g(x) > g(b.), y el máximo 
absoluto ($ 26-5) de la función continua g(x) en [x,b,] se daría en un 
punto de (x,b,) eC, sin que pudiese cumplir la condición que caracte- 
riza los puntos de C, Haciendo x-—>a,, por continuidad resultará tam- 
bién gla)=< (b) y el lema queda demostrado. 

Para fijar las ideas supongamos que f(x) sea continua y creciente 
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(en sentido amplio) en a < æ <b. Vamos a ver que entonces los cuatro 
números derivados (Cap. IX, nota V) de f(x) son iguales y finitos en 
c.t. (a,b), que es lo afirmado por la tesis a demostrar. Para esto bas- 
tará probar que en c.t. (a,b) se cumplen las relaciones: 


13) D'<y0o ; 2%) D'*<D. ; 
pues aplicando la 2? a la función creciente —f(—«x), resultará en c,t. 
(a,b), que también es D` < D., y combinando con la 1% y 22 se obtiene 


D'<D-<D<D,.<D'< +0 


debiendo valer por tanto los signos de igualdad, con valor finito por ser 
no negativos (Cap. 1X, nota V). 

Dado un número positivo K cualquiera, sea C, el conjunto de puntos 
de (a,b) donde D* > K. Esta relación implica la existencia de un ¿> x, 
tal que [£(£) —1f(x)1/(£—x)>K, es decir, g($) >g(%) para g(x) = 
= f(x) — Kx. Por el lema, el conjunto C, está contenido en un conjunto de 
intervalos abiertos (a;, b,) donde f(b,)— Kb; > f(a,)—XKa;,, es decir, su- 
mando queda: 


[95-18] KZ: (bi — a) < S [f (b:)—f(a:)] < f(0) — f(a). 


Para K arbitrariamente grande, deberá ser 5u (b: — a;:) tan pequeña 
como se quiera, lo que muestra que el conjunto C, donde D= +% es 
de medida nula (§ 82-2), quedando probada la relación 1%, 

Vamos a ver ahora que dados arbitrariamente los números positivos 
k< K, los puntos en donde simultáneamente sea Dt >K y D-<k for- 
man un conjunto Cxs de medida nula. La relación D.< k implica la 
existencia de un ¿<x tal que f(¿£)—f(x%) > hk(¿—x), es decir g.(—$) > 
> gil—x) para gu(x)=fí—x)+ kx, y aplicando el lema como antes, 
los puntos donde D- < k estarán situados en un sistema de intervalos 
abiertos (aj, b;), tales que gı(—a;) > gı(—b;), es decir 


S,/[£(0,)—f(a,)] < k3, (b,—a;). 


Si ahora en cada (a,, b,) consideramos la función g(x)=f(x)—Kzxu, 
tendremos por el lema un sistema de intervalos (a;,b,) al que será 
aplicable [95-18], de modo que: 


K3> (bj: —05:) S 3:[£(0,1:)—f(0,:)] < f(0,) — f(a;) 
y sumando respecto de j, quedará 
K3- < kXa , 


6 


donde 
Ja = Y Du (bn — a) ,) Ya = Ey[bdy— ap)», 


estando en el sistema 52 los puntos donde a la vez sea D* >K y D-<k. 
Si repetimos en los intervalos dei sistema Ns el procedimiento an- 
terior y seguimos así sucesivamente, se tendrá en general 


Dis <x (/K) S2n-1 < (k/K) Xon-3 , 
de donde 


En < (k/K)"S1 > 0 para n>% , 


y como los puntos en donde simuitáneamente es D*>K y D-<k están 
en todos los Son, es | Cxx | =0. 

Si ahora formamos los conjuntos Cg: correspondientes a todos los 
pares de números racionales positivos k< K, formarán una infinidad 
numerable ($ 2-7, ejemplo 4) y su unión tendrá medida nula ($ 94-5, 
teor. 2). Como a esta unión deben pertenecer los puntos donde D* > D., 
pues en este caso siempre es posible encontrar ($ 7-6, c) un par de nú- 
meros racionales positivos k y K tales que sea Dt > K > k> D-, que- 
durí demostrada también la relación 2% y por tanto el teorema 1 de 
LEBESGUE. 

Como toda función es de variación acotada cuando y sólo cuando 
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puede expresarse como diferencia de dos funciones crecientes ($ 55-9, d), 
un inmediato corolario del teor. 1 es: 


TEOR. 2. (LEBESGUE). Toda función de variación acotada admite de- 
rivada finita en casi todo punto. 


NoTA 1. Tanto el teorema 1 como el lema de RIESZ se extienden fá- 
cilmente a funciones con sólo puntos de discontinuidad de primera espe- 
cie ($ 25-4, b) (hágase), por lo que se puede prescindir en el enunciado 
del teorema 2 de la hipótesis de la continuidad. Por otra parte, el con- 
junto de puntos de discontinuidad de una función de variación acotada es 
numerable ($ 94-2, a, nota 1) y por tanto de medida nula ($ 94-5, teor. 2). 


b) Basándonos en las descomposiciones [95-2] y [95-3] no 
es difícil probar que la función integral F(x) es de variación 
acotada y que su variación total ($ 55-9) viene dada por: 


[95-19] Vè F(z) = [1 £(0)] dz. 

Pero la función integral es algo más que continua y de va- 
riación acotada. En efecto, cualesquiera que sean los intervalos 
(a;,,b;), (¿=1,2,3,...) no rampantes, de longitud total h, 
cuyo conjunto suma llamaremos X,, los correspondientes in- 
crementos de F (x) son 


b; 
A = F(b) — F(a) = f tds , 


a 


luego 
b; 
la] < 2 f fælde = J Eœ de < e 


para valores de h suficientemente pequeños ($ 95-2, teor. 7). 
Esta propiedad fué definida en general por VITALI: 


DEF. Una función se llama absolutamentescontinua en (a, b) 
cuando para cada e > 0 existe un h > 0, tal que para toda fa- 
milia finita de intervalos h; no rampantes de longitud total 
zi < h sea la correspondiente suma absoluta de incrementos 
> Ail <E. 

a particular, para un solo intervalo, resulta la continui- 
dad uniforme ($ 26-6) y por tanto la ordinaria, incluída en 
la absoluta. 


NOTA 2. Aunque algunos autores, siguiendo a VITALI, exigen más 
estrictamente la acotación de la suma absoluta de incrementos para toda 
familia, finita o infinita de intervalos no rampantes, es obvio que si la 
condición 5 | A: | < £ se verifica para toda suma finita de longitud total 
< h, también vale para toda serie ($ 22-2, a) de suma <h. Ambas 
definiciones son, pues, equivalentes. VITALI llamaba borzlianos a tales 
conjuntos, sumas de intervalos en número finito o infinito nume:abl”, a 
no confundir con el concepto más amplio de conjun:o medible (BR) (intro- 
ducido anteriormente ($ 94-1). 


EJEMPLO. El más sencillo de función monótona, continua, no absolu- 
tamente, de que partió VITALI, es la función de CANTOR (Cap. IX, nota 
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VI, b). Para los intervalos que encierren el correspondiente conjunto 
ternario de CANTOR (§ 50-2, nota 3), cuya suma es arbitrariamente pe- 
queña, la suma de incrementos vale 1. Por tanto, esta función continua 
7 de variación acotada, no es integral indefinida (§ 50-1, b) de ninguna 
unción. 


Pero además la continuidad absoluta es propiedad caracte- 
rística de las funciones integrales (L), resultado capital que 
completa el de VITALI, dando: 


TEOR. 3 (LEBESGUE). Para que F(x) sea una integral in- 
definida ($ 50-1, b) es necesario y suficiente que sea absoluta- 
mente continua. 


DEM. Antcs se ha demostrado la necesidad. Recíprocamente, sì F (æ) 
es absolutamente continua, entonces es de variación acotada. En efecto, 
dado £ > 0, y un hA >Q correspondiente a la definición de continuidad 
absoluta, descompongamos el intervalo (a,b) en snbintervalos cuales- 
quiera, cada uno de longitud < żh. En la correspondiente ¥ | A; |, habrá 
a lo más m grupos de sumandos, con 
2(b—a) +1 

h , 


tales que la longitud total de los subintervalos respectivos sea <h y 
por tanto, la contribución de cada grupo a la suma S |A| sea <e. 
Por tanto, la variación total ($ 55-9) será 


Vè F(x) < (em + 1). 


Aplicando la descomposición de JORDAN (§ 55-9, d), resultarán tam- 
bién absolutamente continuas las variaciones positiva y negativa de F(x) 
y por tanto podremos suponer que F(x) es creciente. 

Entonces, el cociente incremental [F (x -+ h)—F(x)]/h es no-nega- 
tivo y tiende (teor. 1) en c.t.x hacia F'(x). Como además, su integral 
en el intervalo («,ßĝ) vale 


LST A 
Rh 3 (2) dx — +). (a) die 


y siendo F(w) continua, esta integral tiende hacia F(fB)—F(u) para 
h—>0 ($ 50-1), podremos aplicar el teorema de FATOU ($ 95-4, teor. 3) 
para afirmar que F'(x) es integrable (L), cumpliendo 


m <S 


B 
[95-20] f F'(æ)dæ < F(B)— F(a). 


Por tanto, si G(x) es la función integral de F'(x), la diferencia 
F(x)—G(x) es creciente y además absolutamente continua, pues lo son 
F(x) por hipótesis y G(x) por el teorema directo. Además en c.t. x 
existe (teor, 1) y es G'(x)=F' (x). Pues de [95-20] deducimos, por 
formación de los respectivos cocientes incrementales, que debe ser G’ (x) < 
< F"(4) y por el teorema de convergencia acotada ($ 95-4, teor. 2) por 
la función integrable F"(x%), es 


B n A 
lim Gæ +h)—G(r) dx = f G! (2) de y 
h= va h Za 
cuya integral del primer miembro igual a 
1 B !-h 1 alh 
L G(x)dxz —- —— ( Go dr 
h 1 B h e 


tiende hacia G(P)— G(a), por da continuidad de G(r) ($ 50-1). 
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Por tanto 


'B B B 
ol F' (2) de — ÓN G'(1)dx = il [F'(2)—G'(x)]de=0 , 


que al tener integrando no-negativo, prueba ($ 95-2, teor. 9) que éste es 
nulo en c. t. punto. 

La demostración queda, pues, reducida a probar que si F(x) es cre- 
ciente, absolutamente continua, con derivada F'(x)=0 en c. t. x, entonces 
F(x) se reduce a una constante. En efecto, es de medida nula el conjunto 
C donde no exista o no sea nula F'(x). Entonces, el conjunto imagen 
F(C) es también de medida nula por la continuidad absoluta de F, ya 
que dado e > 0 arbitrario, puede cubrirse C por un sistema de intervalos 
no rampantes de longitud total < h y las imágenes de estos intervalos 
será de longitud total < e (definición de continuidad absoluta) y cu- 
brirán F(C) (§ 82-2). Finalmente, es también de medida nula el con- 
junto imagen F(E) del E donde es F'(x)=0. Pues, dado e > 0 arbitra- 
riamente pequeño, se podrá hacer corresponder a cada punto w de E un 
¿>x tal que F(£)—F(x)<e(¿—x), y si se toma g(x)= ex — F (x) 
para aplicar el lema de RIESZ visto en la demostración del teorema 1, el 
conjunto E está comprendido en un conjunto abierto suma de intervalos 
abiertos disjuntos (a;,b;) para los que g(a;)< g(b,), es decir F (b,)— 
— F (a) < £ (b; — a:); por tanto, el conjunto F(E) está constituído con 
una suma de intervalos de longitud total < (b —a) arbitrariamente pe- 
queña. Por tanto el intervalo de extremos F(a), F(b) cubierto por dos 
conjuntos de medida nula, deberá ser de medida nula, es decir F(a)= 
= F(b), como queríamos demostrar, 

De la demostración anterior deducimos además que si F(s) es ab- 
solutamente continua, en [95-20] vale el signo de igualdad y por tanto: 


TEOR. 4. Si F(x) es absolutamente continua en (a, b), en- 
tonces es la función integral de su derivada (a menos de una 
constante, $ 50-1, b), cumpliendo : 


[95-21] Prod = Fíx) — F(a). 


NOTA 3. El mismo método de demostración anterior da la llamada 
descomposición canónica de LEBESGUE de una función monótona o más 
generalmente de una función de variación acotada cualquiera. Sea F (g) 
una función creciente y continua cualquiera. Por el teorema de FATOU se 
demuestra como antes que su derivada (teor. 1) es integrable y si G(x) 
es su función integral, la función H(x)=F(x)—G(x) es creciente. 
Como F'(x) > 0, es G(x) también creciente y entonces H'(x)=0 en c, t. 
æ. A una función de esta clase se le llama función singular (tal la fun- 
ción de CANTOR; Cap. IX, nota VI, b), y por tanto: 


TEOR. 5. Toda función monótona continua F (x) puede descomponerse 
en suma de dos funciones monótonas continuas G(x) y H(x), siendo 
G(x) absolutamente continua y H(x) singular, es decir, tal que H'(x)=0 
para c. t. £. 

Si F(x) monótona, no es continua, se le debe añadir una función de 
saltos que da la suma numerable (§ 94-2, a, nota 1) de éstos en los 
puntos de discontinuidad (que son de 1? especie, § 25-4) de la función 
monótona. 


NoTA 4. El teorema 3 fué generalizado por J. RADON a un espacio 
euclídco cualquiera E,,, demostrando finalmente: O. NIKODYM su validez 
en espacios abstractos para una función medible infinitamente aditiva en 
un conjunto medible suma, a lo más, de una infinidad uumerable de con- 
juntos de medida finita. 
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TEOR. 6. Toda función f(x) integrable (L) en (a,b) es 
igual en casi todo punto a la derivada de su función integral. 


Es consecuencia inmediata de [95-21], es decir de que para todo æ 
de (a,b) es 


FÈS f taat = Pue 


O sea 
f rora] de=0 
y para q(t)—f(t)—F'(t), del lema: 


TEOR. 7. Si qp(x) es integrable y su función integral es 
nula para todo x de (a, b), entonces es y(x)=0 para casi todo 
x de (a,b). 


Pues si la función integral es nula en todo intervalo de [a,b], lo es 
también en todo conjunto abierto (§ 94-2, teor, 4), compuesto de una 
infinidad numerable de intervalos (§ 94-2, teor. 8) y por tanto en todo 
conjunto cerrado de [a,b], complemento de un abierto. Si ọ(x) conser- 
vase un mismo signo (por ejemplo positivo), en un conjunto de medida 
positiva, lo mismo ocurriría con un conjunto cerrado contenido en él y 
de medida también positiva (§ 94-6, teor, 7) y al ser nula su función in- 
tegral en él, debería ser nula q(x%) en casi todo punto de dicho conjunto 
cerrado ($ 95-2, teor. 9), contrariamente a lo supuesto, 


c) Estamos ahora en condiciones de ver en qué condicio- 
nes se cumple la regla de BARROW ($ 50-2) para la integral de 
LEBESGUE. Dada una primitiva 9(x) de f(x), es decir: 


[95-22] (x)= f(x) , 


si (x) es absolutamente continua, por el teor. 4 puede escri- 
birse la fórmula de BARROW : 


[95-23] tm = (z)— (a) , 


y recíprocamente, la expresión [95-23] para $(x) prueba por 
el teor. 3 que (x) es absolutamente continua. De aquí resulta : 


TEOR. 8. Si f(x) es integrable (L) en [a,b] y en casi 
todo x de (a,b) se cumple [95-22], la condición necesaria y 
suficiente para que sea válida la fórmula de BArRROwW [95-23] 
para todo x de [a,b], es que (x) sea absolutamente continua 
en [a,b]. 


NoTA 5. También se demuestra que para la validez de [95-21] es 
auficiente (no necesario), que exista y sea finita en todos los puntos de 
(a,b) la derivada TF'(t), siendo además integrable (L) en (a,b), En 
particular ($ 06-1, tcor. 2), es suficiente que F'(w) sea finita en todos 
los puntos de (a,b) y acotada, lo que no ocurtía para la integral (R), 
como mostró el ejemplo de VOLTERRA (Cap. XITIT, nota IV), Por otra 
parte, el ejemplo de la función de CANTOR (8 50-2, nota 3) prucba que 
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aun siendo (x) de variación acotada y (x) integrable (L), puede 
no cumplirse [95-23]. 

Sin embargo, aunque una función F(x) pueía tener derivada finita 
en todo punto de (a,b), si ésta no es acotada, puede no ser integrable 
(L) y no ser aplicable para esta integral la fórmula [95-21]. Tal ocu- 
rría en el ejemplo 3 de $ 95-2, Para resolver este caso se generaliza la 
integral de LEBESGUE (ver nota 11), mediante la consideración de inte- 
grales no absolutamente convergentes, siendo particularmente importante 
el procezo transfinito de totalización empleado por DENJOY que resuelve 
por completo el problema de integración de derivadas finitas. 


6. Integración por partes y por sustitución. — a) TEOR. 1. 
Si F(z) es absolutamente continua en (a,b) y g(x) es inte- 
grable, con función integral G(x), es válida la fórmula: 


b b b 
95-247 [Fíe)g(x)de = [F(0)G(0)] — [F(2)6(o)dz. 


Pues existen en c.t, punto ($ 95-5, teor, 4 y 6) las derivadas F'(x) 
y GC (r)=g(*) y por tanto existirá ($ 32-4): 


4 UF(2).G(2)] = F'(0)6 (2) + Fíeje(o) , 


a la que puede aplicarse la fórmula de BARrRrROw ($ 95-5, teor. 8), dando 
[95-24], por ser el producto F(x)G(x) absolutamente continuo con los 
factores F(x) y G(x) ($ 95-5, teor. 3). En efecto, cualesquiera sean 
los intervalos no rampantes (a,b) (i=1,2,3,...) contenidos en 


(a,b) es 
Ss ]|F(b:)G(b,) — F(a)G(a.)| = 
= X | [F (b) — F (a:)] G(b:) + F(a) [G(b:) — G(a:)] | < 
< M3 |F(0,) — F(a;)| + 3]G(0,) — G(ai)]) , 
donde M designa una cota común ($ 26-5) de F(x) y G(x) en (a,b). 


NoTA 1. Aquí se han generalizado y precisado las condiciones im- 
puestas en § 51-5, b, pero aún resultan más restringidas que las obte- 
nidas mediante la integral de STIELTJES (§ 79-1). 

Por ejemplo, si F(x) es la función ternaria de® CANTOR (8 50-2, 
nota 3) monótona y continua, pero no absolutamente (§ 95-5, ejemplo) y 
g(x)=1 en todo (a,b), la [95-24] no es válida, pues el primer miem- 
bro vale 1/2 y el segundo 1, por anularse 


1 
y F'(x)G(x)dxe , 
0 
lo que no ocurre con 


1 
e-so) f xdF =% , 


siendo en cambio válida [79-4] para a(x)=F (æ) función de CANTOR y 
u(x)=g(x)=1. PRAN i 

Mediante la utilización de la integral de LEBESGUE-STIELTJES (nota 
II, b), pueden generalizarse los resultados del § 79 a este caso, 


b) TEOR. 2. Si la función x =G(t) es una función cre- 
ciente (en sentido amplio) y absolutamente continua en el in- 
tervalo a < t <B, y f(x) es una función integrable en G(a)= 
=4< 2<b..G(p), entonces la función 1[G(t)]G"(t) es in- 
tegrable en (u, R) y se tienc 
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[95-25] f £(2)de E Sta] (as. 


La función inversa de x = G (t), de la que son valores a y f, 
puede no ser unívoca si G(t) se conserva constante en algunos 
intervalos. Pero si a un valor dado de x corresponde más de 
un valor de t, éstos forman un intervalo cerrado y la función 
inversa se hace uniforme eligiendo, por ejemplo, el extremo 
derecho de este intervalo. 


Si F(x) es la función integral de f(x) y por tanto absolutamente 
continua en (a,b) y G(t), absolutamente continua, es además monótona 
en (a, B), entonces F[G(t)] es absolutamente continua en (u,f). Pues 
los subintervalos no rampantes (u;,fB/) se transforman en los subinter- 
valos también no rampantes (a;,b;), mediante la función monótona 
x=G(t) y como F(x) es absolutamente continua, la 3 | [F[G(B.)1 — 
—F[G(a:)]| tiende a cero con 5 |G(B:)— G(a:)|, lo que así ocurre 
para 3(Bi—0:)>0 por ser G(t) absolutamente continua en (a, B). 

Entonces, en C.t. (a, $) existe la derivada de F[G(t)] y es (§ 95-5, 
teor. 4 y 8): 


B 
[95-26] Í (FIG (11+dt = FLG(8)] — FIG(0)] = 


— F(b) — F(a)= ES 


La dificultad de la demostración reside ahora en no poder afirmar 
que en c. t. (a, fP) sea 


[95-27] APIO] = 116 (01.060) , 

pues aunque 

F[G (t + )] —F[G(t) F[G (t+»)]—F[G(t)] G(t+h)—G(t) 
i h 


h G(t+h)—G(t) 
y el segundo factor del último miembro tienda a G'(t) en c. t. (a,f), 
mientras que el primer factor tienda a f[G(t)] en c. t. (a=G(a)< 
< we < G(B)=b), no es cierto que un conjunto de medida nula en (a,b) 
sea siempre correspondiente de un conjunto de medida nula (ni aún tan 
sólo medible) de (a,fB) mediante x= G (t). 

Sin embargo, la dificultad queda salvada si se observa que los 
conjuntos imagen de puntos de medida nula en œ obtenidos mediante 
x=G(t) son precisamente los que provienen de los conjuntos de me- 
dida nula en t y de aquellos donde G'(t)=0 ($ 95-5, teor, 3, última 
parte de la demostración), pues un conjuuto C de medida exterior (L) 
positiva contenido en (0u,fB) donde sea G'(t)>0, no puede tener un 
conjunto imagen G(C) en (a,b) de medida nula en x. En efecto, si 
C, es el conjunto (acaso vacio) contenido en C donde G'(t) > 1/n, cuya 
unión numerable da C (R=—=1,2,8,...), por ser la medida exterior de C 
no mayor que la suma de las medidas exteriores de los C, ($ 94-3, Ma), 
hay algún Cx de medida exterior |Cx| >0. Encerremos cada punto t 
de Cx en un intervalo (t— he, t+4 hi1) tal que, al existir en dicho punto 
t la derivada G'(t) > 1/N, sea 


G(t+h)— G(t—h:) = G(t 4 hi) — G(t) + G(t) — G(t— hz) > 


“> hi F ha 
7 2N ” 
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Por tanto, la medida exterior de G(C) será no menor que 
38 |Cx|/N >0, es decir, no nula. 


Así, pues, dividiendo a menos de un conjunto de medida nula, el in- 
tervalo (a, f) en los conjuntos medibles T, donde G’(t)>0 y T: donde 
G'(t)=0, se ha de cumplir [95-27] en c, t, T,, mientras que en T, el 
segundo miembro de [95-27] es nulo y |G(T=)] =0 en (a,b). Si ahora 
cubrimos Tz por un abierto de medida que tienda a la de T. ($ 94-6, 
teor. 6), a este abierto, suma numerable de intervalos disjuntos ($ 94-2, 
teor, 4), le corresponderá mediante G(t) monótona una suma numerable 
de intervalos disjuntos de longitud total tan pequeña como se quiera, por 
ser |G(T:)| =0. Sobre cada intervalo sumando será válida la [95-26], 
lo que prueba ($ 95-2, teor. 7 y 8) que debe ser nula la integral 


d 
f -rO , 


2 
al serlo 


i f(x)dæ ($ 95-2, teor. 1). 
G(T) 


Entonces, el primer miembro de [95-26] será igual a la integral en 
T, del segundo miembro de [95-27], por lo que existe el segundo miem- 
bro de [95-25] y es igual a [95-26], como queríamos demostrar, 


NOTAS: 2. No siempre una función absolutamente continua F (x) de 
función x= G(t) absolutamente continua, es función F[G(t)] absoluta- 
mente continua si G(t) no es monótona, fallando la demostración antes 
dada, porque a los subintervalos no-rampantes (u;, $), puede correspon- 
derles subintervalos rampantes (a;,b;). Por ejemplo, F(x)=+ Vx en 
0<x*<1 y x=G(t)=t cos*(1/t), en 0<t<1 con G(0)=0, son ab- 
solutamente continuas, mientras que F[G(t)] =t|cos(1/t)|, no es abso- 
lutamente continua ni tan sólo de variación acotada, en 0<t<1 (cfr. 
$ 55-9, ejemplo). 


3. CH. J. DE La VALLÉE POUSSIN ha probado que si G(t) es abso- 
lutamente continua, aún cuando no sea monótona y existe el segundo 
miembro de [95-25], entonces existe el primero y se cumple la igualdad. 
Un caso particular de este teorema, con condiciones que aseguren la in- 
tegrabilidad (R), es el considerado en $ 51-3 b. En eambio, como caso 
particular del teor. 2, puede darse un teorema para la integral (R) dis- 
tinto del entonces visto, que diga: Es válida para integral (R) la fór- 
mula [95-25] si se supone sólo que f(x) es integrable (R) y que G(t) 
es la integral (R) de su derivada G'(t), siempre que además G(() sea 
monótona. 


4. La integración por sustitución está íntimamente ligada con la 
relación estudiada en $ 78-2 entre la integral de STIELTJES y la integral 
de medida ordinaria. Un estudio completo de la cuestión en los distintos 
casos (R-St), (R), (L-St) y (L) se ha efectuado en el trabajo: P. PI 
CALLEJA: Sobre la integral de STIELTJES (Math. Notae, V, p. 19-44, Ro- 
sario, 1943) donde está por primera vez expuesta la sencilla demostra- 
ción dada del teorema 2. 


5. Otros teoremas útiles en el manejo de la integral (L). — Para 
no extender más la exposición vamos a enunciar sólo otros teoremas cuya 
demostración puede encontrarse en la bibliografía citada en Nota IV. 


TEOR. 3. (SEGUNDO TEOREMA DEL VALOR MEDIO). — Subsiste la fór- 
mula [79-6] para integrales (L) en las mismas condiciones, con la signi- 
ficación integrable (L). 


TEor, 4. (FPUBINI). Para toda función f(x,y) superficialmente su- 
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mable en el rectángulo 1 — [a,, b,; dz, ba], donde 1% puede comprender 
todo el plano euclídeo, existe la integral 


b. 
f f(x, y) de 


en c. t. (aza ba) y también existe 


b; 
( Í (x, y) dy 
v 


2, 


en c. t. (a, bı), siendo válida: 


b, b, b, b, 
[95-28] TI Í (x, y) de dy =Í de | f (x, y) dy af ay f f(x, y)dx. 
12 a, a, ü, a, 


_ El recíproco no es cierto, pues SIERPINSKI ha dado ejemplos de exis- 

tir y ser iguales las integrales reiteradas para función f(x,y) superfi- 
cialmente no medible en 1'” y también para función medible, pero su- 
perficialmente no integrable (L) en 1”. Sin embargo, TONELLI ha de- 
mostrado: 


TEOR. 5. Si una cualquiera de las tres integrales 


> b, ba by b, 
Sf |f|dædy , f de | Ifldy , f a f itlar 
Ka a de ay t; 


existe, entonces existen las tres integrales de f y se cumple [95-28]. 
Un corolario de este teorema es el siguiente (cfr. $ 87-2, nota 3): 


TEOR. 6. Si f es medible (L) en el plano euclideo, y sì existen las 
integrales de RIEMANN-CAUCHY ($ 80): 


20 wo 7) un 
JP df riera, $ wf” ena, 
—x —y —o —m 


siendo una de ellas absolutamente convergente (existente para |f|), en- 
tonces ambas son iguales, 


Para convergencia condicional, habrá que hacer un estudio especial 
en cada caso (cfr. $ 86). Sin embargo, para integral (L) se ha demos- 
trado recientemente (1952): 


TEOR. 7. (F. CAFIERO). Sì f(x,y) es medible en 1% — [a, b,; as, ba], 
existen las integrales 


en c.t. (az bz), y también 
e ba 
f dy 
Ca 


en c. t. (a, bı), y para conjuntos medibles cualesquiera X, Y contenidos 
respectivamente en [a,, b,] y [a», ba], existe la integral reiterada 


Saz fdy , 
X Y 


entonces, existe también con igual valor la integral 


f av f £ar. 
JY LX 
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EJERCICIOS 


1. Si f(x) es integrable (L) sobre X, prokar que si Xx es el sub- 
conjuntn de X donde |f(x)¡= K, entonces es : Xx | =0(1/K). 


2. Estudiar la integrabilidad según RIEMANN, CAUCHY, HARNACK y 
LEBESGUE de la función f(x) tal que f(x)=0 en «l conjunto ternario de 
CANTOR ($ 50-2, nota 3) y f(x)=p en cada uno de los iniervalos com- 
plementarios de longitud 3-7 y caicular el valor de la integral en caso 
de existir, 


3. Demostrar que si f,(x) es medible y acotada y f.(x) es integra- 
ble (L), entonces el producto f(x) .f.(x) es integrable (L). (Cfr. $ 95-2, 
nota 4). 


4. Probar que las definiciones dadas en $ 95-1, a, d (REY PASTOR 0 
VALLÉE POUSSIN) de la integral de LEBESGUE de iunción medible, no- 
negativa y posiblemente no-acotada sokre un conjunto medible X, coinci- 
den con las dos siguientes (aun para |X|= + %): a) (Saks) Es 


(5) ( f(x)dx = extr sup E a 
“X 4 1 


donde y representa una cualquiera de tedas las particiones de X en un 
número finito n cualquiera de conjuntos medibles X, disjuntos, siendo 
e, = extr inf f(x) para xeX,; b) (CARATHÉODORY) Si f(x) Z= 0 medible, 
está definida en un conjunto medible X(<)E,, su integral es la medida 
de LEBESGUE en Ennu del conjunto de ordenadas, es decir 


of f(x)dx = Mł (x,z) tal que xeX, 0 Sz £ f(x)}. 


5. Si la escalonada E(x) es finita (§ 95-3, a), muchos autores 
($ 95-3, b) siguiendo a F. Rīrsz, definen inicialmente su integral (L) 
mediante [95-12], y para f(x) no-negativa y mqdible en X medible, de- 
finen esta función como integrable en X, si existe una sucesión creciente 
E(x) S E: (x) S... S E(x)... S f(x) de cscalonadas finitas E;(x), 


cada una de ellas integrable en X (es decir, con integral finita), tal que 


para cada xeX sea lim; E;(x)=f(x) con lim, f E,(x)dx finito; en 


este raso, por definición se toma este último límite como valor de 
(E) | f(x)dx. Demostrar que esta definición es equivalente a la dada 
en $ 95-1, q. 

6. HAHN y ROSENTHAL (nota IV, 4) definen la integral (o) $ 10d 


en un espacio métrico E de medida finita, como la función de conjunto 
o(X) infinitamente aditiva tal que si X es cualquier conjunto medible 
(un) y si k<f(x)<K para todo xeX, entonces es ku(X)=0(X)< 
< Ku(X). Demostrar que esta definición coincide con la de $ 95-1 para 
el caso de medida (L) (§ 94-3, b) con |X | finita. 


7. En el lema de EGOROFF ($ 95-4, teor. 1) puede sustituirse la res- 
tricción de cue | X | sea finita por la más apropiada para el teorema de 
LEBESGUE (§ 95-4, teor. 2) de la acotación integrofuncional de la suce- 
sión f,. Demuéstrese así: Para que f (x)—> f(x) con [c.e.u. cen X], 
siendo las fa(x) y X medibles, basta que fa(x)—> f(x) con [c.p. en c.t. X] 
y existan dos funciones integrables g(x) y G(x) en X, tales que para 
todo n sea g(x) © fa(x)& G(X) en c.t, X. 


8. Demostrar que si f(x) es el límite de una sucesión decreciente 
DOS ROO... 2 fax): z... D0 do funciones integrablea no-negili- 


S 95 -Ej. INTEGRAL DE LEBESGUE 61 


vas cn un conjunto medible X, entonces existe y es $ 1ma= 
= lim, f fa(x)dx; (cfr. § 95-4, ejemplo 3 y teor. 4). 
X 


9. Demostrar que una serie funcional convergente en c.t. X medi- 
ble cuyas sumas parciales medivies se conservan acotadas por una misma 
constante M, puede ser multipiicada per cualquier función integrable 
(x) sobre X e integrada término a término sobre X. 

10. Demostrar que si f,(x) y g- (x) medibles tienden en medida a 
f(x) y g(x) respectivamente sobre X medible, entonces la suma f,(x) + 
+ g,(x) tiende cn medida a f(x) + g(x) sobre X. 

11. Demostrar que si f,(x) y g.(x) medibles tienden en medida a 
f(x) y g(x) respectivamente sobre X de medida finita. entonces el pro- 
ducto f(x) .g,(x) tiende en medida a f(x) .g(x) sokre X. 

12. Si en c.t. X de mexida finita tiende f,(x) medible a f(x), enion- 
ces f.(x) tiende en medida a f(x) sobre X. 


n 


5 Si en c.t. X medible tiende f,(x) medikle a f(x) y existen dos 
funciones integrables g(x) y G(x) eu X tales que para todo » sea g(x) S 
Sf,(x) EG(x) en c.t. X, entonces f,(x) tiende en medida a f(x) so- 
bre X 


14. Dada la función f(x) integrable (L) en el conjunto medible 
X(<)E,., sea la función infinitamente adiliva de conjunto o(X) = 


= TE Í(x)dx, definida para todo conjunto medible X(<)X,, Demostrar 


que las variaciones superior e inferior ($ 94, ejercicio 5) vienen dadas por 
Ví(o, X) S E(x)dx ; Vío,X) = — f frodxo, 
X “X 


donde f'(x) = máx. if(x), 0}; f(x) = máx. ¿—f (x), 04. Deducir de 
aquí que [95-3] da la variación total V(c, X) =V(o, X) — fa, Xx) = 
= ( |f(x)| dx. 

. X 


15. Probar que si (+) es absolutamente continua en [a,b], también 
lo es ¡f(2) |" con pz 1. 


16. Demostrar que si f(x) es integrablo (L) en [a,b], «1 Hamado 
conjunto de LEBESGUE, definido por la condición 


fo f (4 t) — 1(x) dt = o(h) 
Za 


con k —> 0, comprende las w ce resi todo [«, b]. 





17. La densidad de un conju.to medible X en un punto x de la recta 
euclídea E, puede definirse por el lim | XH |/(2h) para h > 0, donde H es 
el intervalo (x — h, «+ h}. Demostrar que la densidad vale 1 en c.t. X 
y 0 en c.t. E, —X. 





18. Aunque ambas scan integrales convergentes de RIZMANN-CAUCHY, 
probar que son desiguals 


1 S. y i 
Ll = f dy f (e cy — 2e2ey) ix 75 f dæ al (e-xy — 20-224) dy = L. 
:20 2/1 2 1 0 


19. A pesar de ser absolutamente convergente cada una de las cuatro 
integraciones del ejorcicio 18 anterior, si compl:tamos el integrando fuera 
del rectángulo 17:22, 0% y 1, con £=0, ¿por qué no contradice 
dicho ejercicio a $ 95-6, teor. 6? 


20, ¿Por qué no contradice cl ejercicio 18 a $ 95-6, teor. 7? 
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21. Tomemos para E el conjunto de números naturales y para 
X(<)E sea p(X) el número de puntos de X. Demostrar que si f(n) es 
una función real no-negativa definida en E (es decir, una sucesión de 
números reales no-negativos), entonces f(n) es integrable (u) si y sólo 
si la serie 3f(n) es convergente. Demostrar que la teoría de la inte- 
gración en E respecto de la medida (u) se reduce a la teoría de las series 
absolutamente convergentes. 


NOTAS AL CAPÍTULO XXIV 


I. Generalizaciones de la teoría de la medida. — a) Medida de LEBES- 
GUE-STIELTJES. — Una generalización inmediata de la medida exterior (L) 
dada por [94-8] consiste en dar un “peso” a los intervalos I, de cubri- 
miento, distinto a su longitud, como se ha hecho al estudiar la integral 
de RIEMANN-STIELTJES en $ 78. En la recta euclídea E,, tomemos como 
allí, una nueva “métrica” definida por cualquier función creciente (en 
sentido amplio, $ 23-11) de valor finito g(x} que supondremos además 
continua a la derecha en cada punto ($ 25-5), lo que no impone restric- 
ción nueva especial respecto de la clase g(x) de funciones consideradas, 
pues dicha condición sólo fija en el conjunto numerable de sus puntos de 
discontinuidad (§ 94-2, a) el valor de la función mediante su límite la- 
teral derecho, siempre existente (cfr. $ 80, ejercicio 8). Entonces, se 
define como medida de LEBESGUE-STIELTJES p(X) a la obtenida sustitu- 
yendo en [94-8] la “longitud” del intervalo abierto de cubrimiento | I, | 
por el “peso” g(b:)—g(a:), llamando también aquí (cfr. $ 78-2, nota 2) 
función de repartición o de distribución a la función g(x) que determina la 
función de conjunto p(X}, que como en $ 94-3, teor. 2, se prueba es una 
medida exterior métrica de CARATHÉODORY ($ 94-3, a). En dicha demos- 
tración basta hacer uso de la supuesta continuidad a la derecha de g(x), 
pudiéndose también trasladar la de $ 94-3, teor, 1, a probar que 
ui (a, b]+=g(b)—g(a). En cambio, es fácil dar ejemplos de funciones 
g(x) crecientes y continuas a la derecha, para las que ui (a, b)p< 
< g(b)—g(a)< uy [a,b]? (y claro está, también =, pero no >), pu- 
diendo ser w [a,b)} menor, igual o mayor que g(b)—g(a). Si a es 
un punto de discontinuidad de g(x), es n(3ap)=gla*)—egla), (efr. 
$ 25-4), diciéndose entonces que a es un punto de “masa concentrada”, 

Obsérvese que g(x) es sólo una función de distribución de la medida 
exterior de LEBESGUE-STIELTJES p(X), pues g(x} + contante es otra fun- 
ción de distribución de la misma medida u(X). 

La medida (u) de LEBESGUE-STIELTJES es regular ($ 94-6, teor. 1) y 
los intervalos finitos (abiertos, semi-abiertos o cerrados) son medibles 
(u), (§ 94-4), con medida finita, pudiendo cubrirse E, con una infinidad 
numerable de dichos intervalos; entonces los teoremas 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8 
de $ 94-6 se aplican también a esta medida (um) de LEBESGUE-STIELTJES. 

Como en $ 78-6, podemos considerar también que la función de dis- 
tribución g(x) es de variación acotada continua a la derecha, sin más 
que aplicar la descomposición de JORDAN (§ 55-9, d) g(x)= g (x)— g: (x), 
con g(x) y g(x) funciones crecientes continuas a la derecha, resultando 
para p(X) la correspondiente descomposición ($ 94, ejercicio 6). 

Para el caso de plano euclídeo Ez (y análogamente se procedería en 
un espacio euclídeo E, de cualquier número de dimensiones), se aplica 
también la definición [94-8], sustituyendo la “medida” |1,| del intervalo 
abierto de cubrimiento 41 < xı < bı, Qa < x.< ba por el “peso” g(b,, b:)— 
— g (a, b2)— g (bı, ae) + g (4, dz), adoptando para función de distribución 
g(x,,x.) una función continua a la derecha en cada variable separada- 
mente y tal que el anterior “peso” resulte no-negativo. Obsérvese que 
una función creciente cn cada variable separadamente [tal la g(x): 
= xı F ra para 24+%<0; (e, 22) =0 para xı -j-x: >œ 0] puede dur un 
peso negativo para cicrtos intervalos (en el ejemplo, los de diagonal so- 
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bre xı + xz:=0) y por otra parte, una función de distribución [tal la 
E(X, Xa) = X2 para xı > 0; g(x£ı %2) =0 para x,< 0] puede dar lugar a 
un peso no-negativo, sin que sea creciente en cada variable separada- 
mente. 

Físicamente puede interpretarse el valor g(a,, a») de la función de 
distribución como el valor total de 
una masa distribuída en el inter- 


valo semi-infinito xı S Mı, % < Ge (a,b) (b,b) 
(fig. 325), siendo entonces el peso B 
anterior la masa contenida en el 
intervalo semi-abierto 1 < %1 < da, 
Ua L £a L ba. 

Resulta así la llamada medida (ana) A (braz) 


exterior p(X) de LEBESGUE-STIELT- 
JES inducida por la función de dis- 
tribución g(x), que es una medida 
exterior métrica de CARATHÉODO- 
RY (§ 94-3, a) y además regular, 


por lo que subsisten los resultados Fig. 325. 
de § 94-6. 

Un caso importante de medida de LEBESGUE-STIELTJES en E, cs aquel 
en que g(%;,%2, ..., £n) es el producto de n funciones g,(x-) dependien- 


tes cada una de una variable coordenada, es decir, g(x) = Il.-" g,-(x,), 
bastando que cada gr-(x%,-) sea creciente y continua a la derecha, para que 
la g(x) producto, dé lugar a uu peso no-negativo y sea continua a la 
derecha en cada variable separadamente. En tal caso, la función de con- 
junto n-dimensional u(X) obtenida, se llama una medida producto, En 
particular, si g(x)=%..%:x.... %n, se obtiene la medida de LEBESGUE 
n-dimensional de peso [94-4]. 

Una importante aplicación de la medida de LEBESGUE-STIELTJES se 
da en la Teoría de la probabilidad. Así para el tratamiento matemático 
de una cuestión estadística, se acepta ahora generalmente que un acon- 
tecimiento es un conjunto puntual medible X, la probabilidad de este 
acontecimiento es una cierta medida (X) de dicho conjunto puntual, de 
manera que la medida del conjunto total E de sucesos sea H(E)= 1, una 
variable aleatoria es una función medible y la esperanza matemática es 
la integral de la función. Si cada suceso depende de n variables, repre- 
sentables en E,, las variables se llaman independientes si la medida u(X) 
es una medida producto. Un proceso estocástico puede considerarse tam- 
bién como un proceso cualquiera que corre a lo largo del tiempo t y 
matemáticamente viene dado por una familia de variables aleatorias x:. 
Los teoremas de convergencia en medida (probabilidad), ($ 95-4, nota 6, 
ejercicios 10 a 13), o en casi todo X (certeza probabilística), ($ 95-2, 
nota 2), tienen un inmediato y evidente significado en los teoremas de 
convergencia básicos de la Teoría de la probabilidad. Sin embargo, aun- 
que así la Teoría de la probabilidad resulte ser sólo una rama de la 
Teoría de la medida que tiene sus características propias y su espectal 
campo de aplicación, la organización de la Teoría de la probabilidad re- 
quiere además una elaboración considerable, donde: 1%) Deban tratarse 
los distintos modelos de variables aleatorias y espacios medibles asocia- 
dos; 20%) Deban definirse probabilidades y esperanzas condicionadas y 
establecerse sus propiedades; 3%) Deba discutirse la medida básica de 
probabilidad en términos de adecuadas y oportunas modificaciones y res- 
tricciones. 


b) Medida de HAUSDORFF. — El método que hemos empleado en 
[94-8] para introducir la medida (L) y que hemos generalizado en a), 
no es apto para asignar una medida p-dimensional a un conjuuto pun- 
tual X cualquiera de E, (o de un espacio métrico separable E, cap. XVIII, 
nota I, d, y $ 94-2, a). El método empleado por ITAUSDORFF, que re- 
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laciona los conceptos de medida y dimensión, cs imporlante en muchas 


aplicaciones. Sea p un número real no-negativo arbitrario, Vx p< +0 
yv dado £ > 0, consider: mus 


ue (X) = extr inf Y [d(X.)]" , 
dia.) .€ fe-21 
donde X = NX, es una descomposición finita o infinita numerala eual- 
quiera de X en subconjuntos X, de diámetros A(X) (8 94-2, o, [N4-1]) 
menores que s. Cuando e > 0, el número pe, (X) tiende eu řorma monó- 
tona creciente a un determinado límite (finko o infinito) 


[XXIV-1] w(X)= lim pe,(X) para e=>0., 


que se llama la medida eoterior p-rimensional del con'unto X. Es una 
medida exterior métrica de CARATHÉODORY ($ 94-3, a). En el espacio eu- 
clídeo E, los conjuntos para los que u.(X)=0 son precisamente los con- 
juntos de medida nula en el sentido de LEBESGUE ($ 82-2. def. 2). La 
medida de HAUSDORFF puede servir para definir la dimensión de un con- 
junto, debido a que un conjunto puede tener medida p-din:cnsional finita 
y no nula a lo más para un solo valor de p. En efecto, se cumple: 


TEOR.: Si p(X) es finita y si q >p, entonces n,(X)=0. 
Pues 
[A (X,) 3/7 [4 (X:)]1 = [d(X:)]7” < e1* 


ue (X) < er” D [d(X4) ]* 
para cualquier descomposición X= N.X;, de donde 
pe, (X) < e* ? pe, (X). 


De esta acotación, la definición [XXIV-1] y la hipótesis se deduce sin 
más la tesis. 

Aunque pueca no existir valcr rcal dr p para el que p(X) sea fi- 
vita y no nula, puede definirse la diunensión de X, designada por dim(X), 
como €l exiremo superior de todes les núme:es reales p para los que 
Ha (X)> 0. Entences es py(X)=0 si q >œ dim{(X), mien vas que 1. (X)= 
=+% si q<dim(X). Obsérvese que la dimensión de TLAUSDORFF de un 
conjunto no necesita ser un número entero; per ejemplo, la di cimnsión del 
conjunto ternario de CANTOR ($ 50.2, nota 3) es ln 2/ln3 
mo se demuestra en la memoria original da F. HAUSDORFF: Dimension 
und. äusseres Mass (Math. Ann., 79, 1919, pp. 157-179. 

Los conjuntos de medida finita u.(X) se llaman coniyntos de me- 
dida p-dimensional finita y en particular, para p=1,2.3 s- llaman res- 
pectivamente conjuntos de longitud finita, área finita, volumen finito. 


implica 





c) Medida de Haar. — La imipertancia geométrica del concepto de 
medida de LEBESGUE en E, radica en cue rosulta invariante respecto del 
grupo euclideo ($ 61-7, c, y § 48-1). En este orden de id 2s, A. HAAR 
generaliza el problema definiendo una medida en un espacio E dotado de 
una estructura algebraica de grupo de modo que aqué:la resulte invariante 
respecto de éste, Como mínimas r:stricciones se imoonen las siguientes: 
El espacio E debe ser topológico (cap. XVIII, nota 1, bY y localmente 
compacto, es decir que para cada uro de sus puntos exista un entorno 
cuya clausura sea compacta (cap. XVMI, nota 11), siendo además rl gru- 
po topológico en E, es decir la operación de grupo y la inversión de cada 
elemento sean continuas respecto de la topología de E. 

Recordemos ($ 5-12, b) que un grupo en E se define por una opera- 
ción binaria ($ 2-4, a) tal que para cada par de puntos x é y de E 
corresponda un punto xé y de E, cumpliendo los postulados: 1“) La 
operación es asociativa, es decir, para cada terna de puntos x, y. z de E 
es x&(y&z)=(x&y)&z; 20) Existe un solo elemento modular u en 
E tal que para cada x de E es x&u=u&x= x; 3%) A eadh x de E 
corresponde un solo inverso x ' punto de E tal que x'&x A 
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El grupo es topológico si m,.(Xn & yn) = Xo & yo y liM, x,” =X, siem- 
pre que liMn Xn = Xo, liMn Yn = Yo. 

Si X es un subconjunto de E, se define su traslación izquierda por y, 
designada y€X, como el conjunto de elementos y &x tales que xeX. 
Análogamente, los elementos x 6 y forman la X €: y llamada traslación 
derecha de X por y. Si A, Y son subconjuntos de E, se designa por 
X&Y el conjunto de elementos x 4 y con xeX, yeY y análogamenie X”* 
es el conjunto de elementos x` con xeX. 

Definida una medida u exterior de CARATHÉODORY en E para la fa- 
milia de sus conjuntos de BoREL ($ 94-3, nota 1, y $ 94-1, nota 2) se 
dice que es una medida izquierda de HAAR sí cumple las condicions: 
1%) u es invariante respecto de las traslaciones izquierdas, es decir, para 
cada XeB y cada yeE es u(y GX) =u(X); 2%) Para cada conjunto com- 
pacto C, su medida up(C) es finita; 3%) Pera cada conjunto abierto G 
no vacío, su medida es positiva, H(G)>0. Anéloramente se define una 
medida derecha de HAAR, si en 19) s? postula n(X di y)=u(X). 

El teorema fundamental dice que para todo grupo topológico de unm 
espacio localmente compacto existe una medida izquierda de HAAR que es 
única a menos de un factor constante; es fácil ver aue si u es una me- 
dida izquierda de HAAR y si se define r(X)=u(X"), entonces » es una 
medida derecha de HAAR. 

La demostración del teorema fundamental parte de un conjunto U» 
tomado como de referencia en la clas” de los conjuntos abiertos no vacíos 
U cuyas clausuras son compactas. Dado un cualquier abierto G, existe 
un número mínimo finito de sus traslaciones izquierdas que cubren el con- 


junto compacto U, número finito que designaremos por (U:G) y así el “ta- 
maño” de U respecto de U, puede venir dado por 7«(U)=(U:G)/(Ua:G). 
Como 1 <(A:C)<(A:B)(B:C), resulta 1/(U.:U)< 7:(U)<(U:U0) y 
por tanto para U fijo es 7o(U) una funcional acotada d+ G. La demos- 
tración de S, BANACH efectuada en un espacio métrico, utiliza ahora una 
sucesión de esferas V, de centro u y radio 1/n, para que al hacer G=V, 
se obtenga una sucesión acotada de números 37,| respecto de la que de- 
fine un límite generalizado 7=limg,7., con las siguientes propiedades: 
19%) Es una funcional lineal aditiva, es decir, lime., (aT, + bo) = 
=A0limgr 7, + blimg, on; 2%) Es lim, inf7, < lime, 7, < lim, sup 7. y por 
tanto el límite gencralizado coincide con el ordinario cuando éste existe; 
39) limg, 7. = lime, 7, que implica la invariancia del límite senera- 
lizado al suprimir de la sucesión un número finito cualquiera de sus tér- 
minos. Dicho límite generalizado se consiruye en la siouvisnt: forma: 
Para cada sucesión acotada 47, se introduce v(47.1% como el extremo 
inferior para todos los conjuntos finitos de números naturales t, iy ..., % 
de los números 


k 
lim., sup[( £ Tanti )/F] E 
j=1 


Este promedio generalizado cumple p(Jar,+)=ap(47,)) para a >0 
y es subaditivo, es decir, p(47, +- Ont) <p(7mi)+pGo.p). Entonces, por 
aplicación del famoso teorema de HAHN-BANACH de prolonención de 
una funcional lineal aditiva, acotada por una funcienal subaditiva, se 
ve que puede principiarse tomando para una particular sucesión acota- 
da da Je como límite generalizado el mismo p(/7,+)=limg,7.» = 7. 
En efecto, dicho teorema dice que si S es un subespacio lineal de un es- 
pacio lineal L (cap. II, nota III, ba; cfr. $ 90-1), si p(x) es una funcional 
subaditiva en L tal que p(ax) —ap(x) para a >0 y si t(x) es una 
funcional lineal aditiva en S, tal que 7(x) < p(x) para todo x de $, en- 
tonces existe una prolongación 7(x) a todo x de L como funcional lineal 
nditiva que cumple 7(x) <p(x) en L. En nuestro caso L es el espacio 
linenl de ins sucesiones acotadas de números reales y tomemos para S 
Ins sucesiones enyos términos reales son iguales entro sí, Pura U = Ua 
mo obtiene drat = {1} con p41) =1, y en el subespacio linenl S de su- 
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cesiones ¿ap=%3Ja,a, a, ...p, (a real), es 7(4ap)=ap(¿1+)=a, funcional 
lineal aditiva en S. Dada una sucesión acotada cualquiera 47,), se de- 
muestra que la prolongación de 7(a)) a 7(Ja-+b7,+) con b real cual- 
quiera, se efectúa mediante 7(Ja + a =7(Ja)) +bt = a + bt, para un 
t que cumpla — p{{— 4 — Tap)— T (40t) <t < pHa + Tap)—7(307), pro- 
bándose con el axioma de ZERMELO (§ 94-7) que así se alcanza a llenar 
todo L. En nuestro caso, se verifica p(3a + Tap) =p(37.)) +4 para todo 
a real y basta que t cumpla —p(4—7,p) < t < p(37np). Tomando a=0, 
b=1, t= p(l Ta}) resulta 7(37, A =t= p(37,)) como habíamos dicho. 

Fundándose en la unicidad de la medida de HAAR se demuestra que 
para otra sucesión cualquiera acotada 40t, la prolongación de HaHn-Ba- 
w N la misma funcional 7 a partir de <7,p daría también 7T(l0,p)= 
= Pp (30n1). 

Así queda determinado el “tamaño r(U) en referencia al de 
T(Us)=1 y si agregamos a la familia de conjuntos U el vacío O con 
T(0)=0 y el total E con 7(E)=+0%W0 si E no es compacto, podremos 
emplear dicha familia en sustitución de los intervalos abiertos I de la 
definición [94-8] y sustituir en ésta la medida |I| por 7(U), dando łu- 
gar así por la análoga de [94-8] a una funcional (X) que por las pro- 
piedades de 7 (U) se demuestra es una medida exterior de CARATHÉODORY 
y una medida izquierda de HAAR. 

La unicidad de la medida de HAAR fué demostrada por J. voN NEU- 
MANN (1936); otras demostraciones de la existencia y unicidad de la 
medida de HAAR partiendo de las hipótesis generales antes dichas y uti- 
lizando también el axioma de ZERMELO, han sido dadas por A. WEIL (1938) 
y H. CARTAN (1940). Imponiendo restricciones al espacio E considerado, 
la demostración primitiva de A. HAAR (Der Maasbegriff in der Theorie 
der kontinuierlichen Gruppen, Ann. of Math. (II), 34, 1933; p. 147) no 
utiliza el axioma de ZERMELO. 


EJEMPLOS: Si E es el conjunto de números reales con la distancia 
usual y el grupo es el aditivo (& se interpreta como +), al tomar para 
Us el intervalo (0; 1) se obtiene como medida u de Haar (izquierda = 
= derecha) la medida de LEBESGUE (§ 94-3, b). Si E es el conjunto de 
los números reales positivos con la distancia usual, y el grupo es el mul- 
tiplicativo (é: se interpreta como .), al tomar para U, el intervalo (1; e) 
(con e base la los logaritmos naturales, $8-8, c.) se obtiene como me- 


dida u de Haar (izquierda — derecha) una que cumple u[(a; b)] = 
= ln (b/a). ` 

II. Generalizaciones de la integral de Lebesgue. — a) Integración 
en los espacios abstractos. — La definición y propiedades fundamentales 


de la integral de LEBESGUE dependen de las propiedades de la función de 
conjunto u(X) que representa la medida (L), función infinitamente adi- 
tiva si se restringe a la familia de coniuntos medibles (L), los que en- 
tonces forman también una familia infinitamente aditiva ($ 94-5). Las 
propiedades de monotonía de la integral ($ 95-2) dependen también de 
que u(X) es no-negativa. En un espacio topológico general E y respecto 
de una familia H de conjuntos X, infinitamente aditiva ($ 94-1, nota 3) 
diremos que p(X) es una función de medida si es una función de con- 
junto infinitamente aditiva sobre H ($ 94, ejercicio 1) que admite sólo 
valores no-negativos (y por tanto es función creciente, $ 94, ejercicio 4). 
Los conjuntos X de la familia H se llaman medibles (um). Análogamente 
a $ 94-8, dada una función numérica f(x) de punto x del espacio E (es 
decir, una funcional), se lama medible (u) si para todo número real k 
es medible (u) el conjunto de puntos x para los que f(x) >k. Como en 
el caso de medida (L), mediante una dada medida exterior de CARATHÉO- 
DORY, restringida a los respectivos conjuntos medibles, se puede lcgar a 
la función de medida sobre H ($ 94-3, 4, 5). 

Procedimientos adecuados y equivalentes para definir ln integral 


fdu de una función no-negutiva, medible (p) ero un conjimlo X me- 
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dible (1), pueden ser los dados bien en [95-1], bien en $ 95, ejercicio 4-a, 
o ejercicio 5, o ejercicio 6, extendiéndose según [95-2] la definición a una 
función cualquiera medible (u). 

De la misma manera que la integral de RIEMANN-STIELTJES Se €x- 
tiende de una función de distribución creciente a una función de distri- 
bución de variación acotada ($ 78-6), es posible generalizar el anterior 
proceso de integración refiriéndolo a una función o(X) cualquiera de 
conjunto infinitamente aditiva sobre H ($ 94, ejercicio 1), sin más que 
aplicar la descomposición de JORDAN ($ 94, ejercicio 6) o(X)= um. (X)— 
—u(X), donde u y u: son ya funciones infinitamente aditivas crecien- 
tes y si f es a la vez integrable (p) y (m:), decir que f es integrable 
(o) con valor fxf do= fxf dp — Sxf due. 

Pero así como las propiedades de $$ 95-2, 95-3 y los teoremas de 
convergencia de $ 95-4 subsisten para la integr al respecto de una función 
de medida u(X), con demostraciones completamente análogas a las allí 
expuestas, en cambio para la integral Sfxfdo respecto de una función 
o(X) sólo infinitamente aditiva, pueden no subsistir las propiedades 
enunciadas en los teoremas 4, 5, 6 y 9 de $ 95-2, Sin embargo, para 
Sxf do conservan su validez los teoremas 1, 2, 3, 7, 8, 10, 11 de $ 95-2, 
la linealidad ($ 95-3, b) y el teorema 2 de convergencia de § 95-4. 

b) Integral de LEBESGUE-STIELTJES. — Algunos autores llaman así 
a la anteriormente definida JS'xf do respecto de una función o(X) de con- 
junto infinitamente aditiva sobre H (no necesariamente monótona), pero 
la mayoría emplea dicha designación para especializar la función de 
medida u(X) en una medida de LEBESGUE-STIELTJES del espacio euclídeo 
E, (nota I, a). 

bı) Para el caso de recta euclídea E,, si se da la función de dis- 
tribución g(x) (creciente o aún de variación acotada) y se construye 
la función aditiva (que es única, cfr. $ 94, ejercicio 7) coincidente en 
todo intervalo I=(a,b) con la función de intervalo u(I)= e (0) —g(a), 
se obtiene la integral (L-St) primeramente estudiada por J. RADON 
(1913). Toda integral (L-St) puede reducirse de varios modos a una 
integral (L); entonces la primera es una integral (R-St) ($ 78-1, no- 
ta 2), si la segunda es una integral (R). Así supuesta g(x) acotada y 
creciente (en sentido amplio), hagamos corresponder a un punto x de 
continuidad de g(x) el punto ¿= g(x), y a un punto æa de discontinui- 
dad de g(x) todo el intervalo cerrado [g(x4), g(x4*)]; entonces un con- 
junto de las x es medible (g) si su correspondiente de las € es medi- 
ble (L). Haciendo F(2)=Ple(=)]=1(0), con «= g(a), B= g(x), la 
existencia y valor del primer miembro de 


[XXIV-2] (L-St) a f(x)dg(x) = (L) JTO 


viene dado por la existencia y valor de su segundo miembro. 


A un intervalo (abierto, semi-abierto o cerrado) de las x corresponde 
en la forma antes dicha, un punto o un intervalo (no necesariamente 
abierto) de las £ y por tanto a un conjunto medible (B) de las x corres- 
ponde siempre un conjunto (B) de las  (§ 94-1). Dado un conjunto C? 
medible (L) de las x y su cápsula G¿ “” continente y núcleo F, '” con- 
tenido, ambos borelianos de igual medida y por tanto con Gs '?—F,'” de 
medida (L) nula ($ 94-6, nota 5), también serán borelianos los conjun- 
tos Gj (5), F, (£) correspondientes en las ¿ a los G¿'”, F,'”, pero Gg (Y — 
—F, (% no será necesariamente de medida (L) nula y el conjunto C(£) 
correspondiente al C'” puede no ser medible (L), ni aún siendo g(x) 
continua ($ 94, ejercicio 13), y por tanto C'* puede no ser medible (pg). 
Sin embargo, si g(x) es creciente y absolutamente continua (§ 95-5), a 
todo conjunto de las x de medida (L) nula, le corresponde un conjunto 
do ins ¢ de medida (L) nula y entonces a todo conjunto medible (L) de 
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las x corresponde un conjunto medible (L) de las $, es decir, aquel con- 
junto C'”” medible (L) de las x es en æ también medible (g). 

La [XXIV-2] y el teorema 2 de § 95-6 justifican inmediatamente, 
que si g(x) es creciente (en sentido amplio) y absolutamente continua, 
sea 


b b 
[XXIV-3] (L-St) f f(x)dg8 (x) = (L) f f(x)g (x)de , 


asegurando la existencia de uno de ambos miembros la del otro con igual 
valor. 

Una función de distribución g(x) absolutamente continua conserva 
la mensurabilidad (L) en (g), pero puede no conservar la integrabilidad 
(L) en (g) (como valor finito) de una determinada función f(x). 


EJEMPLO 1. Sea g(0)=0, g(x)= x" sen (x/x) para x= 0, que es 
de variación acotada, absolutamente continua y cou derivada fiuita en 
todo punto de [0;1], tal que en los intervalos I, =(4/(4n 4 1)< x < 
< 4/ (4n —1)) para n >10 es nV4n41>]|g'(x)| > V4n —1/8; 
(—1)""* g'(2)> 0; formeros la función 

f(x) = (—1)”" (4n — 1) */*(16n* — 1) /8 
en los intervalos 1, y nula en lo restante, que no es acotada pero inte- 
grable (L) en [0; 1], por ser convergente la serie >(4n —1)”/* 
(S 22-2, b), mientras que f(x)g'(x) no es integrable (L), por ser di- 
vergente la serie X (4n — 1)`, y en virtud de [XXIV-83] ła f(x) no será 
integrable (g) en [0; 1]. 

b-) T. H. HILDEBRANDT (1918) ha aplicado a la integral de STIELT- 
JESs en E, el procedimiento de sumación de W., H. YounG (1905) para 
definir la integral de LEBESGUE, consistente en emplear la subdivisión del 
campo de integración en un número finito o infinito numerable de con- 
juntos medibles (B) sobre los que g(x) tenga variación ô, y siendo M, y 
m, los cxtremos de f(x) en ellos, los extremos inferior y superior res- 
pectivamente de las sumas EM,ò., Nm,6,, definen, cuando coinciden, la 
integral (H-L-S) de f(x) respecto de g(x). Pero paralelamente a lo 
que ocurre en la partición ricmanniana (§ 78-1, nota 2), esta integral 
(H-L-S) es más general que la integral (L-St) antes considerada, pues 
si g(x) es discontinua, puede existir la integral (H-L-S) sin que exista 
la (L-St) (cfr. $ 78). En cambio, siempre que exista la integral (L-St), 
existe la (H-L-S) con igual valor, y para funcién de distribución g(æ) 
continua, la existencia de la integral (H-L-S) implica” la de la (L-St) 
con igual valor, 

Otro procedimiento de gran trascendencia en el análisis funcional 
moderno, es el de partir del teorema de F. RIESZ sobre funcionales linca- 
les continuas (8 78-7) definidas en el campo de las funciones continuas 
y efectuar la prolongación de dichas funcionales para que queden defini- 
das en campos de funciones más amplios. 


c) Integral (Rs) absoluta de REY PASTOR. — Para remediar en lo 
posible las dos deficiencias de la integral (L) (teoría previa de las fun- 
ciones medibles y ordenación por alturas, que excluye en E, la integrabi- 
lidad condicional) J. Ruy PASTOR considera el método de CAUCHY-RIEMANN, 
con la sola modificación de admitir además de los intervalos de Ea, otros 
conjuntos elementales, para aprovechar la ventaja de la aditividad infi- 
nita; sin necesidad, no ya de la teoría, sino del concepto de función medible. 

c1) DEF. 1. Liamaremos conjuntos elementales de En a los conjun- 
tos abiertos, cerrados ($ 94-2, b) y a los nulos (L) ($ 82-2, def. 2). 


DrF. 2. Dada una función real cualquiera f(x) en En, considere- 
mos particiones de E», tal que cada una de ellas esté formada por un 
número finito o infinito numerable de conjuntos clementales (def. 1) que 
produzcan sumas de RIEMANN s= Nm, S =NM,0, (88 8-1, 82-1, 
48-2) que scan series absolutamente convergentes; si existe u conjunto 
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de dichas particiones tales que is, S} formen un par de clases contiguas 
($8 7-6), su número frontera o elemento de separación, se llamará inte- 
gral (R*) absoluta de la función f(x). 

La integral (R*) sobre un conjunto X de En se define como integral 
(R) de la función que coincide con f(x) en X y es nula en el comple- 
mentario, 

La demostración de la ordenación s, < S. dada para las clases vrie- 
mannianas ($8 48-3, a, 82-1, 83-1) subsistz aquí gracias a la supuesta 
convergencia absoluta de las series que definen s y S, 

Si la función (s.á acotada y cl conjunto X también lo está por un 
intervalo finito I., la definición anterior es equivalente a la obtenida 
considerando sćlo particiones de I„ cn un número fixito de contuntos ele- 
mentales. Aún así, la integral (R*) absoluta podrá «xistir aún cuando 
no exista la (R), pues hemos ampliado las clases s y S con nuevos ele- 
mentos procedentes no sólo de una partición en intervalos, sino también 
en conjuntos elementales cualesquiera y cabe muy bien que ahora sean 
contiguas si antes no lo eran. 

Especial interés tienen los conjuntos nulos (L), que no influyen en 
las sumas s, S por ser m. .0 = M,.0 = 0, incluso por convenio, cuando 
sean infinitos m, ó M.. 


EJEMPLO 2. Si f(x) es la función de DIRICHLET (§ 23-3, ejemplo 4), 
la partición del intervalo (0; 1) en un abierto de immedida ò arbitraria- 
mente pequeña que cubra los puntos racionales y del cerrado complemen- 
tario, donde es f(x)=0, da las sumas s=0, S—=8; luego la integral 
(R*) vale 0, mientras que la (R) no existe ($ 49-2, ejemplo). Nótese 
que la descomposición del intervalo en los dos conjuntos de puntos racio- 
nales e irracionales no entra en la def. 2, por no ser elemental l se- 
gundo. Claro está que demostrada la aditividad, resultará la descompo- 
sición 0.1-+1.0=0. También, si se sabe que dos funciones casi-iguales 
($ 95-2) tienen la misma integral (R*), entonces la función de DIRICHLET 
casi-igual a la constante 0, tiene integral nula. 


c:) Cuando las clases s y S obtenidas con todas las particiones no 
sean contiguas, el extremo superior de s se llamará integral inferior; y 
el extremo inferior de las S es la integral superior. La igualdad de am- 
bas es necesaria y suficiente para la existencia de la integral (R*) ab- 
soluta, La existencia de una sola suma finita S asegura (a menos que 
valga —0) la existencia de la integral superior finita; en caso contrario 
se dirá que ésta es +0, Análogamente, cuando exista una suma finita 
s, la integral inferior es finita (o vale +0); y en caso contrario, se 
dirá que la integral inferior es —00, 


Cs) Las propiedades de aditividad finita, linealidad, monotonía y va- 
lor medio se demuestran para la integral (R*) absoluta con el mismo 
método y la misma sencillez que en $$ 48-5 y 48-6. Aquí también sub- 
siste el teorema 1 de $ 95-1, es decir, si f(x) es integrable (R*) absolu- 
tamente, también lo es EGO L no siendo cierto en general el recíproco. 
pues para la función fı(x) no medible (L) de $ 94-8, nota 2, no existirá 
la integral (R*) absoluta (teorema 2), mientras existe para | f(x)l=2. 
Obsérvese también que aunque una función sea integrable (R*) absolu- 
tamente en un conjunto X, puede no serlo en un conjuto parcial de éste 
y que aún siendo 0 < f(x)< F(x) en X y F(x) integrable (R") abso- 
lutamente en X, esto no asegura lo sea f(x); basta considerar como 
cjemplo para F(x) la función característica del conjunto X medible (L) 
y su restricción f(x) a un conjunto no-medible (L) contenido en X 
(§ 94-7, b). 


1) TEOR. 1. Las funciones integrables (L) lo som también (R*) 
absolutamente com el mismo valor, En efecto, respecto de una partición 
de TEBESGUE de la función truncada fx(x) ($ 95-1, d), podemos conside- 
rar otra posterior ($8 48-3, a) consistente en subdividir cada conjunto 
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donde Yr-ı S f(X) < Yr en una suma numerable de conjuntos cerrados (que 
forman su núcleo borelia:zo F, ) más un conjunto nulo (L) (§ 94-6, no- 
ta 5), partición posterior formada por conjuntos elementales, cuyas res- 
pectivas sumas s y S estarán entre las [95-5] de LEBESGUE (§ 48-3, a) y 
por tanto, haciendo K —> œ, la contigüidad de las clases de LEBESGUE 
implica la de las clases que definen la integral (R*) absoluta. 


TEOR. 2. Toda función absolutamente integrable (R*) es medible (L) e 
integrable (L) con igual valor. En efecto, en la definición (R*) se acota 
f(x) por dos escalonadas m,(x) y Mi¡(x), cuyas integrales (L) en En 
son precisamente las sumas sí; y S, de dicha definición ($ 95-2, teors. 
2 y 8); si consideramos sendas sucesiones de escalonadas monótonas ob- 
tenidas por sucesivas particiones posteriores ($ 48-3, a), con si, S; que 
converjan monótonamente al valor supuesto existente de la integral (R*), 
las escalonadas m¡(x), Mi¡(x) convergerán respectivamente hacia fun- 
ciones m(x), M(x) tales que 

m(x) < m(x) < f(x) < M(x) < M(x) 

y por el teorema de convergencia acotada (§ 95-4, teor. 2) será 

lim: S: = lm; (L) fM; (x)dx = (L)fM(x)dx ; 

lim; s: = lim; (L) fm:(x)dx = (L) fm(x)dx , 
y como ambos límites coinciden con el valor de la integral (R*), resulta 
(L) S[M(x) —m(x)] dx = 0, de donde ($ 95-2, teor. 9) es M(x) =Í(x) = 
=m(x) en casi todo En y por tanto ($ 95-2, teor. 11) resulta f(x) me- 
dible (L) y además integrable (L) con igual valor que la integral (R*) 
absoluta. 

De los dos tcoremas anteriores resulta la equivalencia de los métodos 
(L) y (R*) absoluto, pero con este último se evita la teoría de la me- 
dida de conjuntos y de funciones, sin más que estudiar la medida bore- 
liana de los conjuntos elementales ($ 94-2, b). Aún se puede introducir 
el concepto de conjunto medible como aquel cuya función característica 
es integrable (R*) (con valor posiblemente +00), y deducir los teoremas 
de la teoría de la medida y de la integración (L) de los previamente 
demostrados en la teoría de la integración (R*) absoluta. 


d) Integrales condicionalmente convergentes. — dı) El orden lineal 
establecido según las æ crecientes en E, permite la definición de la inte- 
gral (R-C) (§ 80-1), para cuya generalización por el método de A. HAR- 
NACK (§ 80-9) suponíamos implícitamente que el conjunto cerrado C 
de puntos singulares fuese no-denso (cualquier intervalo de E, contiene 
un subintervalo de puntos exteriores a C) y de extensión nula (§ 82-2, 
def. 1). Dichas definiciones pueden extenderse a la integral (L) susti- 
tuyendo en la definición 1 de § 80-1 la no acotación por la no integra- 
bilidad (L) o no sumabilidad. Sea la función f(x) medible (L) en el 
intervalo lineal (a,b), pero no integrable (L). 


DEF. 3. Es xo punto HARNACK, punto (H) o punto de no sumabili- 
dad, si la función f(x) no es integrable (L) en todo intervalo que con- 
tenga en su interior o en un extremo el punto xo. 

Todos los puntos (H) son de discontinuidad infinita, pero no al 
revés. 


DEF, 4. Sea H el conjunto cerrado de puntos (H) en el intervalo 
lineal I, tal que sea no-denso y de extensión nula ($ 82-2, def. 1). Si se 
cubren con un número finito de entornos de medida total o, y es lo el 
conjunto de intervalos que queda al suprimir tales entornos, se define la 
integral de LEBESGUE-HARNACK por 


[XXIV-4] (L-Ha) | f(x)dz = imt) f f(x)dx para gQ@>0 , 
I o 


siempre que el límite del segundo miembro exista, 
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Si algún extremo a ó b es punto (H), se cubrirá con un semi- 
entorno de radio ọ; si es b= + % punto (H), el semi-entorno será una 
semi-recta x > 1/ọ. 

Para el caso particular de un solo punto (H) se obtiene la defini- 
ción de la integral (L-C) o de LEBESGUE-CAUCHY. Si la función f(x) 
es integrable (R) en lo’ la integral (L-Ha) se convierte en la integral 


(R-Ha) o de RIEMANN-HARNACK definida en $ 80-9. 

La integral (L-Ha) es aditiva ($ 80-9, a), pero como sucede para 
las series no absolutamente convergentes ($ 81-4 y 5), no es infinitamen- 
te aditiva ($ 95-2, teor. 8) y se aparta de la integral (L) en los teore- 
mas de convergencia ($ 95-4). Sin embargo, la función integral (L-Ha) 
es continua, aún cuando no absolutamente continua ($ 95-5), tiene por 
derivada en casi todo punto a su integrando, y se establecen (S 80-9, 
b y c) la regla de BARROW y la integración por partes con las mismas 
restricciones en I. que para la integral (L) ($ 95-5, teor, 8, y $ 95-6, 
teor. 1). 

La suma de dos integrales (L-Ha) puede no ser una integral (L-Ha), 
no subsistiendo en general el teorema de aditividad funcional ($ 95-3); 
sin embargo, éste se cumple si los conjuntos H, y H: de ambos inte- 
grandos son disjuntos. 


d:) DEF. 5. Se obtendrá la integración (R*) condicional si en def. 2 
se admiten particiones que produzcan series condicionalmente convergen- 
de quedando subordinado el valor obtenido al tipo de ordenación adop- 
tado, 

Prefijar la ordenación en que se han de sumar las series condicio- 
nalmente convergentes que produzcan las particiones admitidas, es esen- 
cial para que la integral definida tenga un valor determinado, pues va- 
riando la ordenación podemos hacer que dicho valor sea uno "arbitrario 
($ 22-4, ba). Un determinado método de integración (R*) condicional 
según un orden prefijado merece ser tomado en cuenta si puede fijarse la 
regla de ordenación independientemente del integrando que se considere, 
Así puede ocurrir en E, donde existe una ordenación natural y caso par- 
ticular importante de integración (R*) condicional es el método (L-C), 
o más generalmente el (L-Ha) antes introducido. 


EJEMPLOS: 3, La figura 326 representa la integración de una fun- 
ción no acotada de integral absoluta divergente; inaccesible, por tanto, 
al método (L). En las dos mitades de cada intervalo de la partición ter- 





Fig. 326. 


naria de CANTOR ($ 50-2, nota 3), es Í(x)= + 2% y en cl conjunto 
ternario de CANTOR C es f(x) arbitraria. Por ser nulo C, basta consi- 
derar la sucesión de intervalos contiguos (a-,b.) en cada uno de los 
cunles es nula la integral, luego también lo es en (0,1), cualquiera que 
sen el orden de ellos. Menos inmediato es el cálculo en cada intervalo 
(0,7); pero tanto en el orden natural de abscizas crecientes, como en la 
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ordenación cantoriana, resulta la misma función integral ($ 95-5), dibu- 
jada en la figura 326. 


4. Sea f(x)=a en el intervalo central de la partición ternaria de 
CANTOR ($ 50-2, nota 3), y en los 2”' intervalos de la partición n-sima 
sea, alternativamente, -:(3/2)"*a. Las integrales respectivas valen 
+ a/3.2"*; luego la suma absoluta es infinita, mientras que la suma en 
orden cantoriano o natural es a/3. He aquí, pues, una función integrable 
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(R*) [inaccesible al método (L) y al (L-C)], cuya función integral 
($ 95-5) está dibujada en la figura 327. 

Ordénese en forma de serie alternada y resultará el mismo valor; 
póneanse dos términos positivos y uno negativo y r:sultará la suma a/2 
como integral en (0,1). Calcúlese de este modo y dibújese la nueva fun- 
ción integral en (0,7). Nótese que en la figura se han multiplicado las 
ordenadas por 39, Si en cada partición del intervalo se colocan primero 
los sumandos positivos y después los negativos, resulte oscilan'e la inte- 


gral. Ordénense los intervalos de modo que la integral sca +% o 
bien —0, 


d:) Es deseable que nna teoría de la integración tenga las tres si- 
guientes propiedad:s: 12%) La integrabilidad para toda función medible 
acotada en un con'unto de medida finila; 2%) La aditividad infinita de 
la integral; 3%) La admisión de integrales condicionalmente convergen- 
tes. La integral (L) tiene sólo las dos primeras propiedades, mientras 
que la integral (R-C) tiene sólo la 32. La integral (L-C) y sus gencra- 
lizaciones que ahora examiuamos tienen las propiedades 1% y 3%; pero 
resulta que las propiedades 22 y 3% son incompatibles. 

En la definición [XXII-4] se supone que el conjunto H de no suma- 
bilidad es de extensión nula. Para resolver el problema de la función 
primitiva ($ 95-5, nota 5), A. DENJOY ha introducido un proceso de in- 
tegración, llamado por él totalización, en donde el conjunto de no suma- 
bilidad puede ser cualquier conjunto cerrado no-denso. Anteriormente 
O. HOLDER trató el problema de la función primitiva para el caso en que 
el conjunto de no sumabilidad es finito o numerable. 


Der. 6. Definida la función f(x) en el intervalo cerrado [a,b], ial 
que el conjunto cerrado de sus puntos de no sumabilidad sea finito o 
uumerable, se dirá que F(r) continua en [a,b] es su primitiva de HULDER, 
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si en todo intervalo parcial (a', b’) donde f(x) sea sumable, la integral (L) 
de ésta viene expresada por la regla de Barrow PF(b)—F(a«'). La 
función f(x) se dirá entonces integrable según LEBESGUE-HÖLDER, adop- 
tando por definición el valor 


[XXIV-5] (L-Hö) f taaz = F(b) — F(a). 


Es obvio que si f(x), acotada o no, es integrable (L) en (a,b), lla- 
mando F(x) a la función integral ($ 95-5), o sea en (a,x), se verifica 
la fórmula anterior, es decir, el mé:odo (L-Hó) comprende al (L); pero 
si f(x) no es sumable, cabe la existencia de alguna F(x) con las con- 
diciones enunciadas, y el método (L-Hó) será una generalización del (L), 
una vez demostrado un teorema de unicidad análogo al visto en Cap. IX, 
nota VI, d. Condición esencial para tal unicidad es la hipótesis de ser 
finito o numerable el conjunto de no sumabilidad; basta considerar, por 
ejemplo, la derivada f(x) de la función F(x), deducida de la de CANTOR 
(Cap. IX, nota VI, c), cuyo conjunto de no sumabilidad es el C de 
CANTOR, no numerable, donde es f(x)=+0%. Todas las funciones kF (x) 
(en particular la y = 0) cumplen la condición impucsta en definición 6, 
y dan resuliados distintos. 


dı) Al suprimir la restricción de la numerabilidad, DENJOY tuvo que 
imponer más fuertes restricciones a la primitiva F(x). Cualquiera que 
sea el conjunto cerrado y no-denso C, consideremos los intervalos (a,, b,) 
contiguos que componen el complementario abierto de C ($ 94-2, teor, 4) 
y los conjuntos X intersección de un intervalo dado (a',b') con C. Los 
intervalos (a,,b,) se llaman contiguos a C, porque todo punto de C, o 
es extremo de uno de ellos o punto de acumulación de extremos, y por 
tanto, en cada entorno hay algún intervalo (a,,b,). Por el método de 
P. ROMANOWSKI (1932), la primitiva y la integral de DeENJOY pueden 
definirse así: 


DEF. 7. La primitiva de DENJOY es una función F(x) continua en 
I = [a,b] y tal que para todo conjunto perfecto C de I se verifique en 
la parte X de C cubierta por cada intervalo (a, b'), de extremos perte- 
necientes a C: 


[XXIV-6] (L)fxf(x)dx + E[F(L.)—F(a-)] = F(d0')— Fla) , 


siendo (a,, b,) los intervalos contiguos a C, y absolutamente convergente 
la serie de incrementos en ellos. Entonces la integral (D) en (a,b) se 
define por 


[XXIV-7] (D) f Eads = F(b) — T (a). 


Una vez probada su unicidad, se ve que comprende a la (L-Hó) y 
por tanto a la (L); pero esta mayor generalidad se refiere al creci- 
miento de f(x) y no a la estructura, pues deb? ser medible y finita 
($ 95-5, nota 5) en casi todo (a,b). Las propiedades lineales y de mo- 
notonía se conservan; y si f(x) > 0, la integral (D) coincide con la (L). 
La importancia de esta integral de DENJOY reside en conservar la regla 
de BARROW, es decir, en integrar toda derivada finita (sea o no acotada) 
por la fórmula [95-21]. 

Nótese que la función del ejemplo 3 es integrable (D), mientras que 
la función del ejemplo 4, integrable por el método (R*) condicional, no 
lo es por el de DENJOY, es decir, no es totalizable., 

A diferencia de lo que ocurría con la integral (L-Ha), la integral 
(D) pusee la propiedad de aditividad funcional ($ 95-3). 


da) Más tarde A. DENJOY, A. KHINTCHEINE y W. H. YOUNG constru- 
yeron otra integral dlamada fatal general o iuterral (D-K-Y) que se 
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adapta mejor a una caracterización lógico-axiomática de los procesos de 
integración en condiciones muy amplias. Una tal teoría de las operacio- 
nes integrales generalizadas puede estudiarse en el libro de S, SAKS ci- 
tado en nota IV-4. 


III. Rectificación de curvas y área de superficies. — a) Aplicación 
de la teoría de LEBESGUE a la rectificación de curvas. — Respecto del 
concepto geométrico de F-curva en Es, se ha logrado obtener un perfecto 
ajuste entre el concepto de su longitud y su expresión mediante la inte- 
gral (L) en estrecha relación con los conceptos de derivada, variación 
acotada y absoluta continuidad. 

Para una curva C dada por su representación vectorial r =r (u) con 
u tomado en el intervalo cerrado I, (§ 72-6, a), hemos definido, siguien- 
do a PEANO ($ 55-1, c) lo que se entiende por su longitud L (Iœ r) como 
extremo superior de los perímetros de todas las quebradas inscritas y 
hemos demostrado (Cap. XV, nota I, a, teor.) la equivalencia de esta 
definición con la obtenida mediante el límite de los perímetros de las 
quebradas inscritas al tender a cero su norma. También hemos visto que 
estas definiciones de longitud por abajo, mediante perímetros de quebra- 
das inscritas, son equivalentes a la definición de LEBESGUE por arriba, 
utilizando quebradas no necesariamente inscritas que tiendan uniformce- 
mente a la curva C (Cap. XV, nota II), para lo que se utiliza la propie- 
dad de que la longitud es una funcional semicontinua inferiormente, pro- 
piedad que se toma como principio básico para generalizar la teoría al 
caso de las superficies. 


a) Es fácil ver que la longitud L(C)= L(I„r) es independiente de 
la particular representación analítica ($ 72-9) de la F-curva C consi- 
derada, Por el criterio de JORDAN ($ 55-9, b) una curva es rectificable 
cuando y sólo cuando una cualquiera de sus representaciones analíticas 
r(u) es de variación acotada en lo. Una función vectorial r(u) se llama 
de variación acotada en l, si cada una de sus componentes escalares es de 
variación acotada en I, (§ 55-9, a), con definición análoga para la ab- 
soluta continuidad (§ 95-5, b, def.). Si una curva es rectificable, cual- 
quiera de sus representaciones r(u) tendrá derivada r'(u) en casi todo 
lo. ($ 95-5, teor. 2) y entonces existirá siempre como integral de LEBESGUE 
(cfr. con [73-1]) el primer miembro de 


[XXIV-8] T Peoia TD 


dándose el caso de igualdad cuando y sólo cuando r(u) es absolutamente 
continua en l, ($ 95-5, c, teor. 8). 

Un ejemplo bien conocido de que la integral clásica [73-1] da un 
valor menor que la longitud de la curva, es el de la gráfica de la fun- 
ción f(u) de CANTOR (Cap. IX, nota VI, b);r(u)=ui+f(u)j, (0 < 
< u < 1), siendo 1 el valor del primer miembro de [XXIV-8] y 2 el del 
segundo miembro ($ 55-1, ejemplo 4). 

Sin embargo, toda curva rectificable C admite una representación 
óptima para la que subsiste la igualdad en [XXIV-8], es decir, la longi- 
tud viene dada por la integral clásica [73-1] tomada en s*ntido de LE- 
BESGUE. Basta adoptar como parámetro la abscisa curvilínea s= L(I, r) 
($ 55-1, b), pues la nueva revresentación de C: r—1(s) tiene | r'(s)|=1 
en casi todo 0 <s < L(C) ($ 95-5, tecr. 1) por lo que 


L(C) 
[ro 1ds = LO) , 


resultando r(s) absolutamente continua. 

Por otra parte, cualquier F-curva C admite una representación 
r=r(«), urla, para la que r (um) existe y es nula en casi todo Is ha- 
ciondo por tanto nulo cl primer miembro de [XX1IV-8]. 
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2) Propiedades importantes de la rectificación de curvas que no 
subsisten al pasar a examinar el caso de las superficies, son las si- 
guientes: 

La longitud L(C)=0 cuando y sólo cuando la curva C se reduce a 
un punto, es decir, cuando r(u) es constante en lo. 

Para una curva rectificable C el volumen tridimensional de su huella 
Tr ($ 72-9, b) dado por su medida de HAUSDORFF [XXIV-1] para p=3 
(nota I, b) es nulo y lo mismo ocurre respecto del área bidimensional de 
las huellas de sus proyecciones sobre los planos coordenados, habiendo 
aún probado que son conjuntos de extensión nula, es decir, de área (R) 
nula ($ 82-2, nota 1). Así queda asegurada la intuitiva delgadez mé- 
trica y topológica de una curva rectificable. Las curvas de Peano (Cap. 
VII, nota I) que llenan un área o un volumen, no son rectificables, 

Si pu() es la longitud unidimensional (nota I, b) de la huella T de 
la curva C, para cualquier curva es siempre pa (1) < L(C), siendo sufi- 
ciente que la curva sea del tipo de arco simple, es decir, sin puntos múl- 
tiples ($ 72-9, c) para que se dé el caso de igualdad. 

La longitud L(l,r) es una funcional convexa por cumplir la des- 
igualdad de STEINER 


[XXIV-9] L (l., rı +r) < L (Io, rı) + L (lo, T2) F 
equivalente a poner 
L(L, 2(1,+r:2)) < ¿(L(lo,r.) + L(lor2)) , 


siendo una de las dificultades que se presentan en el caso del área de las 
superficies que en él no subsista [XXIV-9]. 


b) Área de las superficies según LEBESGUE. — Para una superficie 
del espacio E; suficientemente regular para que exista la, integral clásica 
[84-17], hemos definido su área como suma límite de “escamas” o ele- 
mentos tangenciales planos de la superficie ($ 84-4), habiendo ya expli- 
cado la objeción que el clásico ejemplo de SCHWARZ (Cap. XXI, nota 1) 
representa para ser considerada como área límite de las correspondientes 
a poliedrales inscritas, 

Para superficies más generales de Es, tales las F-superficies conti- 
nuas ($ 72-9), se ha creado en estos últimos años una teoría paralela a 
la de rectificación de curvas, lo que partiendo de conceptos fundamenta- 
les dados por H. LEBESGUE y Z. DE GEOCZE, han logrado L. TONELLI 
(1926) y S. Saks (1927) para superficies uniformes con representación 
explícita [72-44] y más recientemente T. RADÓ y L. CESARI para el caso 
paramétrico general [72-43]. 


bı) Aún en el caso de conjuntos planos de E, para los que se ha 
definido el área (R) (§8§ 48-1, 54-1, 83-3, d, def.) y se ha generalizado 
su medida ($ 94) y el cálculo de ésta por la integral de LEBESGUE ($ 95), 
surgen delicados problemas si se considera un dominio cuya frontera no 
cumpla las restricciones impuestas en $8 82-3, 82-4, 83-3, d). Parecería, 
que todo recinto de JORDAN simplemente conexo, es decir, el interior de 
toda curva simple cerrada ($ 72-9, c), habría de ser cuadrable (R) 
nula (L) la frontera. Sin embargo, existen las llamadas curvas de Os- 
G00D (naturalmente no rectificables, $ 82-2, nota 1) que son curvas sim- 
ples cerradas de JORDAN de medida (L) bidimensional positiva. 


EJEMPLO. Recordemos las curvas de PEANO (Cap. VII, nota 1) que 
tienen área positiva y modifiquemos la construcción para que no tengan 
puntos múltiples. Consideremos la curva C de SCHOENFLIES allí expli- 
cada modificando la constimmeción al separar los 9 cuadrados de la pri- 
mocra ctapa, cuyos lados miden 1/3, distanciándoles 1/3* y uniendo entre 
si los vértices separados mediante segmentos, como indica la fig. 328. 


Los 9 cuadrados de lado 1/3* que forman cada cuadrado ya separado, 
los s paramos análorpamente una distancia 1/3'; los cuadrados subsiguien- 
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tes los separamos 1/3°; etc. El lado del cuadrado resultante tiene longi- 
tud final 1 +(2/3%) + (2.3/3%) + (2.3°/3°)+ ... = 1--(1/3). Para formar 
una curva simple cerrada, únanse los extremos A y B de la curva resul- 
tante (situados en una diagonal) por una quebrada isósceles APB con P 





en la prolongación de la otra diagonal, En cada etapa, los cuadrados 
necesarios para cubrir C son los que componían el cuadro inicial, de 
área 1, lnego la extensión cxterior es 1; y como la interior es 0 resulta 
que la curva C no es cuadrable (R) y sería absurdo decir que tiene 
área (R). Sin embargo, tiene área (L) positiva de valor igual a su ex- 
tensión exterior (§ 94-2, teor. 6). 


b2) Dadas dos F-superficies S, y S, en E, de una cierta clase, por 
ejemplo de tipo rectangular (§ 72-9, c), definamos su distancia de FRÉ- 
CHET-MCSHANE ô(S, S2) en la siguiente forma: Sea T,(R,)=T, una re- 
presentación de Sı y Tə(R:)= T: una representación de Sa, diremos que 
5(S,, S:) es la distancia ð > 0 de las superficies S, y Sə si Ó es el ex- 
tremo inferior de los números nositivos e > 0 con la siguiente propie- 
dad: existe un homeomorfismo He(R:ı)= R, aue conserva las orientacio- 
nes prefijadas de R, y R, y tal que la distancia ọo[T:(x:), T-Hg(xı)] <S € 
para todo punto x, de Ri. Para RÆ R: y Ta~ Te (ts) (8 72-9) se ve 
ya inmediatamente que puede ser $=0 con Tı# T, pero se vuele pro- 
bar que respecto de las F-superficies S, y S», no tan sólo la distancia es 
independiente de las representaciones emplezadas, sino que además cum- 
ple las condiciones: 


19)  5(5S,, S2) = 0(S», S,); 
22) 0 < (S, S) < + 0%; 


39) (S, S-)= 0 cuando y sólo cuando S, y S: coinciden como 
F-superficies, 


42) (S, Sa) < ÒS, S) + (Sa Sa), (desigualdad triangular). 


Si tenemos una sucesión S, de F-superficies en E: de una cierta 
clase, por ejemplo de tipo rectangular, diremos que la sucesión S, con- 
verge hacia S, en notación S, >8S, cuando y sólo cuando d(S,, S) > 0, 
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ba) Diremos que una F-superficie de tipo rectangular (§ 72-9, c) 
es una poliedral P si admite una representación 


[XXIV -10] P: r=r(uv) , (uv)eRo , 
tal que el contorno de Ro sea un polígono convexo y Ro puede ser divi- 
dido en un número finito de triángulos rectilíneos ti, te, ..., ta en los 


que las funciones escalares componentes de r(u,v) sean lineales, A los 
triángulos t, (s=1,2,...,n) les corresponde en E, conjuntos de puntos 
T, que forman triángulos planos rectilíneos posiblemente degenerados en 
segmentos o puntos, de área elemental ($ 48-1) |7,| > 0. Llamaremos 
úrea elemental E(P) de la poliedral P al valor E(P)= X” |7. |. 

Dada una superficie S, existe siempre una sucesión de poliedrales 
P,, tal que P,—>S en el sentido visto en bz). 

El área de LEBESGUE A(S) de la superficie S queda definida port 


[XXIV-11] A(S) = extr inf Jlim inf E(P.)} , 

n n 
donde el extremo inferior s2 toma respecto de todas las posibles sucesio- 
nes P, de poliedrales (incluso no inscritas) tales que P, —> S. 

La funcional A(S), posiblemente infinita, es independiente de la 
particular representación r(u, v) que tenga S y al ser introducida aná- 
logamente a [XV-2] será también semicontinua inferiormente en la clase 
de las F-superficies de tipo rectangular, es decir 


[XXIV-12] A(S) < lim inf A(S.) , 

n 
para toda sucesión S, — S. La desigualdad < aparece efectivamente, por 
ejemplo, respecto de las sucesiones [XXI-2] consideradas en la paradoja 
de SCHWARZ. 

Modernamente se ha demostrado que es equivalente tomar ci 
[XXIV-11] sólo poliedrales inscritas P,—>S, difícil problema que habia 
propuesto GEOCZE, 

El área de LEBESGUE es una funcional A(S) con las siguientes pro- 
piedades: 1°) A(S) está definida, es no negativa y posiblemente infi- 
nita para toda F-superficie de tipo rectangular; 2%) A(S)=E(P) para 
toda F-poliedral P de tipo rectangular; 3%) A(S) es una funcional se- 
micontinua inferiormente, es decir, cumple [XXIV-12]; 4%) Para toda 
superficie S existe una sucesión de poliedrales P, tal que P,—>8S y 
E(P,)> A(S). 

Además, estas propiedades son características, pu?s de ellas fácil- 
mente se deduce que toda funcional a(S) que las cumpla es tal que 
a(S)=A(S). En particular, si a(S) sólo cumple las tres primeras con- 
diciones, para una sucesión P, que cumpla P,>S y E(P.)> A(5) 
será 


[XXIV-13] «(S) < lim, inf efP,) = lim, inf E(P,) = A(S) , 
es decir, el área de LEBESGUE es la máxima funcional sobre las superfi- 


cies, semicontinua inferiormente, que coinciden con el ársza elemental sobra 
las poliedrales. 


b,) Para el caso de superficie S dada en forma explícita 
[XXIV-14] z=f(u,0) , (uv)eR ; aKu<ıb , d44<v<b, , 


L. TONELLI introdujo conceptos de variación acotada y absoluta conti- 
nuidad linealmente iteradas y por tanto no propiamente bidimensionales, 
Pura cada v fijo en aa Kv <b: es f(u, v) función continua de u con 
variación total (§ 55-9, a), finita o infinita, 

u=0b, 


y f(u, v) = V.(v). 


u=a, 


Se dirá que f(u, v») es de VAT, en R (de variación acotada según To- 
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NELLI respecto de u en R) cuando y sólo cuando V.(v) es sumable en 
Qa LSV S bz. Análogamente se define la función f(u,v) de VAT. en R 
mediante la sumabilidad de 


v=b 
y "f(u, v) = Velu) en a<uc<b,. 
a 


v=a, 


Se dirá que f (u,v) es ACT, en R (absolutamente continua según TONE- 
LLI respecto de u m R) cuando y sólo cuando es de VAT, en R y para 
casi todo [as < v < b:] es f (u,v) absolutamente continua (AC) como fun- 
ción de u ($ 95- 5, b, def.) en el intervalo a; <u $ bs. 

Se dirá que f(u, y) es de VAT en R (de variación acotada según 
TONELLI en R), cuando y sólo cuando f(u,v) es a la vez de VAT, y 
VAT, en R. Se dirá que f(u,v) es ACT en R (absolutamente continua 
según TONELLI en R), cuando y sólo cuando f(u,v) es a la vez ACT, y 
ACT. en R. 

Designando por R”* el interior de un recinto de JORDAN R, se llega 
así al teorema capital de L. ToNELLI (1926) que resuelve en forma com- 
pletamente paralela al caso (a) de las curvas, el problema del área de 
superficie dada en representación explícita: 


Representada una superficie S en forma explícita z=f(u,v), 
(u, v)eR, su área de LEBESGUE A(S), es finita cuando y sólo cuando 
f (u.v) es de VAT en R. Si A(S) es finita, entonces las primeras deri- 
vadas parciales f., f. existen en c.t. R° y son sumables en R°, siéndolo 


también Vf? + f° +1. Además es 
[XXIV-15] SS, VEA du dv < A(S)= A(R,S) , 


valiendo el signo de igualdad cuando y sólo cuando f(u,v) es ACT en R. 


bs) Para el caso paramétrico general, el primer problema a resolver, 
dada una superficie S por cualquiera de sus representaciones r = r(u, v), 
es encontrar una caracterización de sus funciones componentes para que 
el área A(S) sea finita, Como ya ocurre en la teoría elemental al con- 
siderar los jacobianos que se refieren a pares de funciones, S. BANACH 
observó que dicha caracterización debe ser buscada no en dichas compo- 
nentes, sino en los tres pares que representan las proyecciones de la 
superficie S sobre los planos coordenados y pueden econsiderarse como 
transformaciones planas del plano (u,v) en dichos planos coordenados. 

Modificando conceptos previos de S, BANACH, por métodos diversos 
que resultan equivalentes, T. RADÓ y L. CESARI han introducido concep- 
tos de variación acotada (eVA) y absoluta continuidad (eAC) de una 
transformación plana, adecuados para poder afirmar que una superficie 
dada por r=r(u,v) en (u,v)eR tiene A(S) finita cuando y sólo cuando 
las tres correspondientes transformaciones planas de R en las proyeccio- 
nes de S sobre los planos coordenados son eVA (esencialmente de varia- 
ción acotada). 

Si además, para A(S) finita, resulta que la representación analítica 
r=r(u,v) es tal que los tres jacobianos [72-55] existen en c.t. R°’, 
entonces la función W (u,v) dada por [72-57] es sumable en R° y es 


[XXIV -16] f f Wanda < A(S) , 


valiendo el signo de igualdad cuando y sólo cuando aquellas tres trans- 
formaciones planas son eAC en R. 


J. W. T. YOUNG ha probado que cualquier superficie continua de 
tipo rectangular admite una representación r=r(9",v) tal que los ja- 
cobianos [72-55] existen y son uulos en e.t. R°, haciendo por tanto tam- 
bién nulo el primer miembro de [XXIV-16]. Por otra parte, llamando 
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representación casi-conforme a una r=r(u,v) para la que sus compo- 
nentes tengan primeras derivadas parciales en c.t. R, de cuadrado su- 
mable en R, y en c.t. R se cumplan las igualdades clásicas de la repre- 
sentación conforme, gu= gə, g2 = 0, con los gis dados por [72-45], 
C. B. MorReEY ha demostrado que cualquier superficie abierta no dege- 
nerada de área de LEBESGUE A(S) finita, admite una representación 
casi-conforme para la que sus componentes son ACT (b,), caso particu- 
lar de eAC. y el área de LEBESGUE A(S) viene dada por la integral clá- 
sica [84-17] en sentido (L), primer miembro de [XXIV-16], convertida 
en igualdad. 

T. RADÓ y L. CESARI han creado independientemente conceptos de 
jacobianos generalizados, tales que para una superficie de área finita 
A(S), cualquiera de sus representación analíticas r= r(u,v) posea en 
c.t. R° dichos jacobianos generalizados sumables, de modo que subsista 
[XXIV-16], valiendo también el signo de igualdad cuando y sólo cuando 
la representación es eAC. 

A pesar de que E. J. MCSHANE ha probado que existen superficies 
abiertas no degeneradas de área finita, sin plano tangente en ningún 
punto, en contraste con las curvas rectificables para las que existe r'(u) 
en c.t. L (a), L. CESARI ha determinado para una representación cual- 
quiera de una superficie S de área finita un triedro trirrectángulo exis- 
tente en c.t. R° tal que sus propiedades justifican que se llame a una 
de a caras plano casi-tangente y a la arista opuesta: dirección casi- 
normal. 


bo) Veamos discrepancias importantes sobre el comportamiento de 
las curvas y de las superficies. 

Dada una pequeña esfera, toda curva suficientemente corta, de for- 
ma cualquiera, podrá encerrarse en ella; en cambio, si consideramos un 
rectángulo largo y estrecho, vemos que la proposición anterior no sub- 
siste para las superficies. Tampoco subsiste la propiedad análoga a la 
anulación del volumen tridimensional de la huella de una curva rectifi- 
cable (a.); en efecto, sea £ > 0 muy pequeño; si una curva debe pasar 
a una distancia menor que e de todo punto contenido en el cubo unidad, 
la longitud de la curva deberá ser muy larga; en cambio, doblando ade- 
cuadamente un rectángulo muy largo y muy estrecho, podemos obtener 
una superficie de área tan pequeña como se quiera y que pase a una 
distancia menor que e de todo punto contenido en el cubo unidad. Aún 
más, por paso al límite del trivial ejemplo anterior, Z. DE GEOCZE probó 
la existencia de una superficie de área cero que llena un cubo. Con el 
mismo procedimiento es posible también construir una suverficie S de 
área cero, imagen del cuadrado unidad Ra tal que la huella de S con- 
tenga no tan solo todos los puntos de Ra, sino algunos de ellos cubiertos 
varias veces; sin embargo, es 0=A(S)< A(Ro)=1. 

A. S. BESICOVITCH ha construído una superficie S homeomorfa con 
el cuadrado unidad Ra de área finita y cuya huella T tenga volumen po- 
sitivo, es decir, A(S)<+0%, ui (P)>0, S—Ro (ts); (Ro: 0O<us l, 
0<w<1). 

Con una pequeña modificación del ejemplo anterior, dados 3 > 0 tan 
pequeño como se quiera y H >0 tan grande como se quiera, BESICOVITCH 
construye, en analogía a una curva de OscooD (b,), una F-superficie > 
del tipo esféricamente cerrado ($ 72-9), de u(N)> 0 y tal que si D 
os el recinto (abierto) encerrado por X, de medida tridimensional |D |], 
v consideramos el volumen interior V¡=|D| y el volumen exterior 
V.=|D|+1(3), resulta A(Y)<56 y V. > H. La desigualdad isope- 
rimétrica que cumple la superficie esférica respecto de las demás, puede 
formularse diciendo que toda superficie esféricamente cerrada de área A 
determina un volumen V que cumple V? < A”/(36x), lo que no se veri- 
fica para el volumen exterior V. del ejemplo anterior. Sin embargo, la 
desigunidad isoperimétrica queda verificada para el volumen interior V,, 
lo que sugiere que sea el concepto de volumen interior el adecuado al 
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concepto de área de una superficie esféricamente cerrada; a este respecto, 
L. TONELLI y T. RADÓ han probado la propiedad isoperimétrica de la 
esfera en el espacio euclideo E, en forma muy general, mediante el em- 
pleo del área de LEBESGUE. 


c) La teoría del área de LEBESGUE resuelve la paradoja de SCHWARZ 
(cap. XXI, nota 1) con alcance extraordinario, pues se aplica al tipo 
más general de superficies continuas. Sin embargo, muchos matemáticos, 
cautivados por su carácter intuitivo, han intentado definir el área como 
límite de poliedrales inscritas, estableciendo tanto en las superficies como 
en las poliedrales, restricciones adecuadas para que el nuevo concepto no 
entre en conflicto con las fórmulas clásicas establecidas para los casos 
elementales. Así, M. FRÉCHET ha establecido la siguiente definición de 
área que tiene carácter geométrico intrínseco: El área a(S) de una su- 
perficie S de clase K se define como el límite común de sucesiones de 
áreas de poliedrales P, inscritas a la superficie S cuando la arista má- 
xima de P, tienda a cero, pero P, variendo de manera que se puedan 
descomponer sus caras en triángulos cuyos vértices sean puntos de S y 
tales que el extremo superior de los ángulos sea un número fijo inferior 
a dos rectos, Las condiciones de regularidad de la superficie que la in- 
cluyen en la clase K para que la anterior definición tenga sentido y sea 
compatible con los casos elementales, han sido estudiadas por FRÉCHET 
y por otros autores. Por ejemplo, pueden adoptarse como condiciones su- 
ficientes de regularidad las que cumplen la clase K de superficies para 
las que S no tiene punto múltiple y existe una representación paramé- 
trica r=r(u,v) de S tal que sus funciones componentes escalares ten- 
gan derivadas primeras parciales continuas con W(u,v)X+0 en Ra. 

Que dicha clase K no puede ser muy amplia y que la definición por 
límite de poliedrales inscritas (no por extremo inferior [XXIV-11] del 
problema de GEÓCZE (b,)) ha de tener siempre un carácter muy restrin- 
gido y artificial, ha sido puesto de manifiesto por BESICOVITCH al dar 
un ejemplo de superficie S continua en forma explícita [XXIV-14] tal 
que es posible dividir el cuadrado paramétrico R en triángulos arbitra- 
riamente pequeños de forma muy próxima a cualquiera dada anterior- 
mente y tal que el área de las respectivas poliedrales inscritas tengan 
un área, bien arbitrariamente grande, bien tan próxima como se quiera 
a A(S). 


IV. Bibliografía. — Para iniciar el estudio de la integral (L) en su 
forma clásica es siempre recomendable la sucinta exposición. 

C. DE LA VALLÉE POUSSIN: Intégrales de LEBESGUE, Fonctions d'en- 
semble, Classes de BAIRE (Gauthier-Villars, Paris; 2% ed., 1984; reimpr. 
1946). 

Del mismo tipo clásico y conciso, evitando sumergirse excesivamente 
en las profundidades de la teoría de funciones reales, han seguido la mo- 
nografia 

J. C. BURKILL: The LEBESGUE integral (Cambridge Tracts, 1951), 
y los capítulos X, XI y XII de la excelente y didáctica obra de TiTcH- 
MARSH (citada en Cap. XI, nota IV, 3). 

Para penetrar en la esencia de la integral (L) es indispensable con- 
sultar el profundo libro de H. LEBESGUE (citado en Cap. XITI, nota V, 3). 
Una minuciosa y completa exposición hasta la fecha de su publicación, 
de todo lo referente a integración, contiene el monumental tratado de 
E. W. HorsoN (citado en Cap. IX, nota VIII, 3). Un tratado moderno so- 
bre la teoría de la medida y la integración, con enfoque general y abstracto 
y su última parte dedicada a aplicaciones, constituye el Vol. 111: /nte- 
gralrechnung (2% ed., 1955) de la obra de HAUPT, AUMANN y PAUC 
citada en Cap. XVIII, "nota III, 1. 

2. Gran trascendencia ha tenido el método geométrico (hecha provin- 
mente la sistematización de la medida) introducido en la obra de C. 
Caratnéopory (citada en Cap. TX, nota VIIT, 3) que hn sido seguido 
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para las funciones acotadas, aunque para las no acotadas se prefiera se- 
guir la teoría de las primitivas de PERRON, en 

E. KAMKE: Das LEBESGUEsche Integral. Eine Einfúrung in die 
ncuere Theorie der reellen Funktionen (Teubner, Leipzig, 1925). 

Una versión modernizada y enteramente rehecha de la obra prece- 
dente, con cambio de énfasis de la integral de LEBESGUE en una dimensión, 
n In de LEBESGUE-STIELTJES en n dimensiones, es: 

E. KAMXE: Das LEBESGUE-STIELTJES-Integral (Teubner, Leipzig, 1956). 

El mismo método geométrico adopta la didáctica obra de H. KESTEL- 
MAN (citada en Cap. XIII, nota V, 2) que con lujo de simbolismo trata 
las integrales (R) y (L) con nociones de la (D). 

Escrita en el estilo clásico de CARATHÉODORY, HAHN y HAUSDORFF, 
introduce suave y cuidadosamente los puntos delicados y señala bien en 
qué consiste la superioridad de la integral de LEBESGUE sobre la de RIB- 
MANN, la didáctica obra 

C. GOFFMAN: Real functions (Rinehart, Nueva York, 1953). 

Sacrificando a veces la precisión y la claridad, dedica una breve ex- 
posición según moldes clásicos a las integrales de RIEMANN, STIELTJES 
y LEBESGUE la obra: 

R. L. JEFFERY: The Theory of Functions of a Real Variable (Toron- 
to Press, 1951). 

Curso excelente, traducido del ruso, para el estudio inicial de la teo- 
ría superior de las funciones de variable real, conteniendo conjuntos me- 
dibles, integrales de LEBESGUE y de STIELTJES, continuidad absoluta y 
derivación es 

I. P. NATANSON: Theory of functions of a real variable (Ungar, 
Nueva York, 1955). 

Siguiendo las ideas de RIESZ, introduce la integral de LEBESGUE por 
sus propiedades funcionales, para luego, mediante ella, estudiar los con- 
juntos medibles y, en el último capítulo, la integral de LEBESGUE-STIELTJES, 
la excelente obra de GRAVES (citada en Cap. 1X, nota VIII, 2). En aná- 
logo orden de ideas desarrolla su exposición la obra 

E. J. MCSHANE: Integration (Princeton Univ. Press, 1944). 

En castellano, además de la de J. Rey PASTOR (citada en Cap. VI, 
nota VI, 2, Elementos de la teoría de funciones, 32% ed., Iberoamericana, 
Madrid, 1953) que ha servido de base para nuestra exposición, están las 
notables obras de A. E. SAGASTUME (citada en Cap. IX, nota VIII, 2) y 

S. Ríos: Teoría de la integral (Rev, Acad, Ciencias, vol. 36, Madrid, 
1942; reimp. por C. Bermejo), 
resumida en 

S. Ríos: Conceptos de integral (Monografías del Cons. Sup. Invest, 
(Ciont., Madrid, 1946). 

Basada sistemáticamente en el uso de escalonadas ($ 95-3) está la 
original exposición de la obra de VITALI y SANSONE (citada en Cap. IX, 
rota VITI, 3). 

2. Principalmente a la integral de LEBESGCUE-STIELTJES con capítu- 
los sobre funciones aditivas de conjunto está dedicada la obra de PICONE 
y VioLA (citada en Cap. XXI, nota IT, 1). 

Mostrando bien la importancia de la teoría de la medida en el fun- 
damento del cálculo de probabilidades, contiene una didáctica introduc- 
ción de la integral de LEBESGUE-STIELTJES la famosa y didáctica obra 

MW. CRAMÉR: Mathematical Methods of Statistics (Princeton Univ, 
rose. 1946; trad. castellana: Métodos matemáticos de estadística, Agui- 
Inr, Madrid, 1953). 

Ln aplicación de la teoría de la medida a la teoría de la probabiH- 
Ind, donde una variable aleatoria es una función medible, un aconteci- 
miento es un conjunto puntual medible cuya medida es su probabilidad, 
In esperan matemática os la interral de la fonción, los teoremas de 
convergencia en medida (probabilidad) o en casi todo punto (certeza pro- 
Inbilíntien) Henen un inmediato significado en los teoremas de conver- 
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gencia básicos de la teoría de la probabilidad, alcanza su plena fecundi- 
dad en las magníficas obras: 

J. L. Do0B: Stochastic processes (Wiley, Nueva York, 1953), 

B. V. GNEDENKO y A. N. KOLMOGOROV: Limit distributions for sums 
of independent random. variables (trad. del ruso con anotaciones de K. L. 
CHUNG y apéndice de J. L. DooB; Addison-Wesley, Cambridge Mass., 
1954). 

Contiene material básico sobre teoría de conjuntos, medida e integral 
de LEBESGUE la obra de orientación moderna traducida del ruso, orientada 
hacia el estudio de espacios métricos y espacios lineales normados, y las 
ecuaciones en operadores lineales: 


A. N. KOoLMOGOROV y S. V. FoMIN: Elements of the theory of func- 
tions and functional analysis. Vol. 1: Metric and normal spaces (Gray- 
lock Press, Rochester, 1957). 


4. Tratados completos y enciclopédicos sobre la teoría de la integral 
y funciones de conjunto, con el estudio de la integración en espacios abs- 
tractos y la generalización del concepto de la medida, son 

S. SAKS: Theory of the integral (2? ed., ZSFKN, Varsovia, 1937, y 
Stechert, Nueva York; más didáctica, pero de menor alcance era la 12 
ed.: Théorie de Pintégrale, Varsovia, 1933); 

H. HAHN y A. ROSENTHAL: Set Functions (Univ. of New Mexico, 
Albuquerque, 1948; continuación de la obra de H. HAHN citada en Cap. 
IX, nota VIII, 3). 

Da una detallada exposición de las investigaciones de su autor sobre 
a teoría de la medida y de la integración en formulación abstracta, la 
obra: 

C. CARATHÉODORY: Mass und Integral und ihre Algebraisierung (Birk- 
häuser; Basilea y Stuttgart; 1956). 

Una excelente introducción a estas obras, altamente recomendable 
para un curso superior de la teoría de la medida y de la integración, con 
tratamiento moderno y muy asequible, conteniendo numerosos y bien ele- 
gidos ejemplos y ejercicios, es 

M. E. MUNROE: Introduction to measure and integration (Addison- 
Wesley, Cambridge Mass., 1958). 

Como introducción al Análisis funcional] (con un apéndice en su úl- 
tima edición sobre transformaciones particulares en espacios de HILBERT), 
trata de mano maestra en su primera parte las modernas teorías de de- 
rivación e integración desde el punto de vista funcional originado en el 
primero de sus autores, señalando los puntos capitales*con acertadas re- 
ferencias históricas, la magnífica obra 

F, Riesz y B. Sz-NAGY: Lecons d'analyse fonctionnelle (32 ed., Gau- 
thier-Villars, París, 1955), trad. inglesa de L. F. BORON: Functional analy- 
sis (Ungar, Nueva York, 1955). 

Complemento a esta obra es 

B. SZ-NAGY: Prolongements des transformations de lU'espace de HIL- 
BERT qui sortent de cet espace (Akad. Kiadó, Budapest, 1955). 

También como funcional lineal, previamente a la idea de medida de 
un conjunto puntual, estúdiase la integral de funciones reales definidas 
en un espacio vectorial topológico, en el fascículo XILI (Livre VI: Inté- 
gration; Cap. I a VI; Act. Sci. Ind., n? 1175, 1952) de la monumental 
obra de BOURBAKI (citada en Cap. I, nota IV, 9). 

En el mismo orden de ideas, prueba que es posible desarrollar en 
muy corto espacio lo más importante de la integral de LEBESGUE en su 
forma más general, si se adopta el método funcional originado en DA- 
NIELL y en RIÉsz, el notable folleto, claramente escrito 

R. L. GOMEs: Integral de LEBESGUE-STIELTIES num espaco localmen- 
te compacto. I (Cadernos de Análise Geral, n° 21, Junta Invest. Matem., 
Porto, 1952). 

La generalización del método de DANIELT al caso donde ln “inte- 
gral” tome sus valores en un conjunto ordenado conveniente (en lugar 
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de la recta real), con la mayor generalidad posible para englobar los 
resultados de STONE, NAKAMO, BOCHNER y ampliar el campo de aplica- 
ciones de la teoría, está en 

E. J. MCSHANE: Order-preserving maps and integration processes 
(Princeton Univ. Press, 1953). 

Con el objeto de servir como libro de texto para estudiantes y tam- 
bién de consulta para especialistas, escrita en claro estilo, presenta uni- 
ficadamente la teoría general de la medida, dedicando los dos últimos ca- 
pítulos a la de HAAR, la obra 

P. R. HALMOS: Measure Theory (van Nostrand, Nueva York, 1950). 

La medida ne HAUSDORFF con sus propiedades dimensionales, está 
tratada en la anteriormente citada obra de MUNROE y en 

W. Hurewicz y H. WALLMAN:; Dimension Theory (Princeton Univ. 
Press, 1941). 

El concepto de medida de HAAR es fundamental en la obra de clara 
exposición de los resultados altamente especializados más importantes, 
completados en muchos puntos y con demostraciones perfeccionadas, de- 
bida a 

A. WEIL: L'intégration dans les groupes topologiques et ses applica- 
tions (Act. Sci. Ind., n? 869, Hermann, Paris, 1949). 

Una exposición detallada de la clásica teoría de la medida de LEBES- 
GUE en un espacio euclídeo n-dimensional y su generalización a espacios 
métricos cualesquiera, reproduciendo apuntes que durante 15 años sirvie- 
ron de fuente de información, contiene 

J. VON NEUMANN: Functional Operators. 1. Measures and Integrals 
(Princeton Univ. Press, 1950). 

Después de incluir las integrales de PERRON, RIEMANN, LEBESGUE y 
STIELTJES dedica sus dos últimos capítulos a medidas e integración abs- 
tractas, siguiendo los lineamientos de STONE y basándose en el álgebra 
de BOOLE, la obra de AUMANN (citada en Cap. XVIII, nota IV, 2). 

Exposición didáctica para adquirir a partir de la integral de LE- 
BESGUE, ideas claras y generales sobre las integrales de DENJOY y sus 
generalizaciones, limitándose al caso de una variable real y medida ordi- 
naria, es 

R. L. JEFFERY: Non-absolutely convergent integrals (Proc. 2"! Ca- 
nadian Math. Congress, Vancouver, 1949; pp. 93-145, Toronto Univ. Press, 
1951). 


5. La teoría de la longitud de curvas y área de superficies conti- 
nuas en el espacio euclídeo tridimensional, está monográficamente des- 
arrollada en las exposiciones de RADÓ y de PI CALLEJA (citadas en Cap. 
XV, nota III, 2). 

Recientemente ha aparecido la magnífica obra 

L. CESARI: Surface area (Annals of Math. Studies, n% 35; Princeton 
Univ. Press, 1956). 


CAPITULO XXV 


SERIES E INTEGRAL DE FOURIER 


$ 96. EsPAcIos E, Y ESPACIO DE HILBERT 


1. El espacio vectorial E,; sus axiomas fundamentales. — 
El Cálculo vectorial, cuyas ventajas sobre el método cartesiano 
conoce ya el lector (Cap. XVII) y que, al resumir en tres fór- 
mulas capitales ($$ 91-4; 92-1, b; y 92-3) las relaciones de 
Geometría infinitesimal que más interesan a la Física, se hizo 
su instrumento indispensable, condujo (Cap. XVII, nota 1) por 
natural abstracción a la Geometría n-dimensional, que conser- 
va el nombre de vector o de punto para cada grupo de n nú- 
meros (%;, la, ..., Y), entes abstractos que, designados por le- 
tras X, y, ..., como elementos o puntos, constituyen el esparto 
E,, si: 

(G) Se define la suma, como es usual en la Geometria de 
E, y Ez, por adición de componentes o coordenadas homólogas, 
operación asociativa, siempre posible con su inversa dentro de 
la clase E,, la cual entra así en la categoría de grupo ($ 5-12, b); 

(L) Pero es un grupo lineal, por admitir la multiplicación 
por coeficientes numéricos, asociativa y distributiva; y por 
ende el espacio E, es lineal (Cap. II, nota III, b) ; 

(M) Finalmente, es métrico, por admitir la definición pi- 
tagórica de distancia entre cada par de puntos, la cual resulta 
como caso particular de la multiplicación escalar (Cap. XVII, 
nota II) que asigna a cada par x = {x:}, y = {y:} un número 
rcal designado así: xy = XEx;Y;; y como caso especial resulta 
la norma || x || =xx =2x;? > 0, cuya raíz cuadrada positiva 
cs el valor absoluto o módulo i xX | del vector x, siendo su anula- 
ción necesaria y suficiente para que el vector sea nulo, es de- 
cir, tenga nulas sus n componentes. Resumiendo estas propie- 
dades fundamentales, se dice que el espacio E, es un grupo 
vectorial normado, con norma definida por un producto es- 
calar, 

Distancia p(x,y); es el valor absoluto de x— y ó de 


y x, œS decir 
ly—x|= vV(x—y)(x—y) = 


196-1] e(x,y) = |x— y | 
vliix—y |i. 


li 


' 
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A este cuadro de axiomas satisfacen, como salta a la vista, 
log espacios E,, Ez, Ex, ...; y el carácter distintivo de la di- 
mensión es el de ser el máximo número de vectores linealmente 
independientes, es decir, tales que no satisfacen a ninguna ecua- 
ción del tipo *k,x? =0 ($ 60-2) a menos que todos los k;, =0. 


2. Espacio de Hilbert. — Parecería natural definir el es- 
pacio E . de infinitas dimensiones, por el cuadro de propieda- 
des G, L, M de $ 96-1, con la condición de existir infinitos 
vectores independientes ;, Q», Pa, ...; pero mientras en la 
Geometría de E, son equivalentes el método sintético o intrín- 
seco y el analítico, puesto que todo vector se descompone en 
sus n componentes sobre los vectores independientes elegidos 
como sistema de referencia, y el espacio de vectores puede 
sustituirse por el de grupos de n números (2;, Lo, ..., T,), QUe 
son sus coordenadas, no puede asegurarse análoga descomposi- 
ción en el caso de infinitas dimensiones, si no se agregan nue- 
vos postulados, como haremos en $ 96-4. Sigamos el método 
analítico, definiendo el espacio por coordenadas, del modo si- 
guiente: 


DEF. El espacio real de HILBERT, que llamaremos también 
espacio H, tiene como puntos o elementos todas las sucesiones 
de números reales x = (x,) de cuadrado sumable; es decir, ta- 
les que son convergentes las series *x,? que así definen las 
normas |] x || y luego los módulos |x | =-+ Y || x |! como en el 
caso de E,, ($ 96-1). 

Esta condición es necesaria para la finitud de los produc- 
tos escalares xy = *x,Y,, pues resulta haciendo x =y; y €s 
suficiente, puesto que 

2|1x,|.|y,1| < 24 + y,* y” 
luego 
[96-2]  2|xy] < 22|]x%,|].|y,| < 22% + Ey’. 

Resulta, además, la finitud de todas las sumas È (x, += y,)?; 
luego las sucesiones {x%, + y,} pertenecen al espacio H, es de- 
cir, el espacio H es un grupo ($ 96-1, G) ; y, como se ha visto, 
también se verifican L y M. La distancia entre dos puntos 
viene expresada por la fórmula pitagórica: 


[96-3] o(x,y) = o(y,x) = [x—y| = VX(2,—Y,)”. 
NoTA. A estos mismos resultados se llega mediante la desigualdad 
de CAUCHY-SCHWARZ (Cap. XVII, nota Il, b): 


[96-4]  (3x-y,)? < 3. .3yr , osea |xy] < |xl.ly] , 


que tanto en E, como en H puede enunciarse así: El valor absoluto del 
producto escalar de dos vectores no supera al producto de los módulos. 


Vimos también (Cap. XVII, nota II, b, y nota III) que esta impor- 
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tante desigualdad permite introducir analíticamente el ángulo de dos vec- 
tores por su coseno xy/(|x|.|y|), y demostrar la propiedad triangu- 
lar de las distancias definidas por [96-3]: q(x,z)< e(x, y)+ 0(l(y,z), o 
su equivalente: 

[96-51] V 3 (ar + br)? < Viar’ + Vb’. 


Queda así justificada la denominación distancia, que en la teoría ge- 
neral de los espacios abstractos (cfr. Cap. XVIII, nota I) se define por 
las tres condiciones siguientes: 

1) Es un número no negativo asignado a cada par de puntos, número 
que designaremos Q(x,y)=0(y,x). (Cuando no hay simetría se definen 
distancias orientadas). 

2) La distancia es nula cuando, y sólo cuando, x= y (condición que 
se cumple evidentemente en la definición [96-3]). 

3) Si x, y, z, son puntos cualesquiera, se verifica: q(x,z)< 0(x, y)+ 
+ 0(y,z). (Esta condición triangular, que cumple [96-3] puede sustituirse 
por otra menos exigente: dos puntos infinitamente próximos a otro, son 
infinitamente próximos entre sí). 


3. Espacios funcionales. — La conservación de las propie- 
dades esenciales de E, se logra también con funciones x(t), 
y (t), ..., en lugar de sucesiones. Definido correlativamente el 
producto escalar de dos funciones, que suponemos integrables 
en un campo A, por el número 


xy = Jx0y0a4 E 


la existencia de estas integrales exige, en particular, que los 
cuadrados, x? (t), y? (t), sean integrables. 


Según el tipo de integral que se considere (RIEMANN-CAUCHY, LEBES- 
GUE, DENJOY) tendremos una u otra teoría correspondiente, La más sa- 
tisfactoria por su armonía es la de LEBESGUE, que es común en muchos 
teoremas con la de RIEMANN, 


Recíprocamente, la acotación correlativa de [96-2] demues- 
tra que las funciones de cuadrado integrable tienen producto 
escalar finito y distancia finita dada a partir de: 


[96-6] ¢?(x, y) = (x — y) (x —y) = f EE) — yt) at 


y forman un subgrupo (L?) del grupo de funciones integra- 
bies (L). 

Como, además, se verifican las condiciones L y M de $ 96-1, 
resulta : 


Der. Todo grupo de funciones de cuadrado integrable en 
el campo A forma un espacio vectorial normado, adoptando 
como producto escalar xy de cada par de funciones la integral 
de x(t)y(t) sobre A. En particular, dos funciones se llaman 
ortogonales cuando es xy = 0, es decir: 


f xy at se 0 
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Ejemplo muy importante nos ofrece la familia de funciones 
circulares cos mx y sen mg (m = 0, 1,2,3,...) (§ 53-1, ejem- 
plos 1 y 2). 

Dos funciones cualesquiera de la familia de senos y cose- 
nos de múltiplos de x son ortogonales en (0, 2x) y en cual- 
quier intervalo de amplitud 2x. Además resulta como producto 
de cada una por ella misma, o sea como norma, el valor x. 


4. Espacio H complejo y espacio H abstracto. — Por imposición de la 
Mecánica cuántica, se hace necesario ampliar el espacio H, admitiendo 
productos escalares no conmutativos, tales que la permutación de factores 
se traduzca en la conjugación de los números. (Ver J. VON NEUMANN, 
citado en nota IV, 8, y J. REY PASTOR, citado en nota IV, 1). 


Der. Llamaremos espacio complejo H al conjunto de todas las suce- 
siones de números complejos de cuadrado sumable, cuya multiplicación se 


define así: xy — 3Y,Y+. Por tanto, las propiedades M, y Ms quedan mo- 
dificadas en la forma M', y M's que a continuación formulamos. 

Repase el lector las seis fórmulas que siguen y comprobará que las 
satisface el espacio complejo; para definir el espacio abstracto bastará 
postular M', y M';,, que conjuntamente con las Ma y Ms del espacio real 
permiten deducir las restantes y otras muchas que no interesa escribir. 
Tenemos así el nuevo cuadro de axiomas: 


xy = yx = número complejo (simetría hermítica) [M” 
(Xı— X:)y = Xiy — Xoy (distribución respecto del primer factor)  [M:] 


Pasando por permutación a los conjugados, según M’, resulta lą dis- 
tribución respecto del segundo factor; 


(Ax)y = h(xy) (asociación de coeficiente al primer factor) [M's] 
La asociación al segundo factor, según M',, se deduce así: 


x(hy) = (hy)x = h(yx) = h(xy) 


La norma se define xx = xx (por M',), luego es número real; postu- 
lamos: 
KN 00 [M.] 


- 
siendo xx = 0 cuando, y sólo cuando, sea x= 0, 

La teoría aritmética se desarrolla, como se ve, casi tan sencillamente 
como en el espacio H real. (Ver J. VON NEUMANN, citado en nota IV, 8). 

Pero inmediatamente se plantea la cuestión recíproca: que tales axio- 
mas no bastan para caracterizar H, es obvio, puesto que también los cum- 
plen los espacios E, en cualquier número de dimensiones; y exigir que 
éstas sean infinitas, o sea, que haya infinitos vectores linealmente inde- 
pendientes, tampoco basta; pues tal condición cumplen, por ejemplo, todas 
las funciones continuas (grupo C), todas las funciones de cuadrado R- 
integrable (grupo R°), ete. 

Ahora bien, esta diversidad aparente no debe desorientarnos. El lec- 
tor conoce ya la esencia del método axiomático, en el que no interesa la 
naturaleza de los elementos, sino solamente sus relaciones; y se plantea 
el problema de saber si un sistema de funciones forma espacio equiva- 
lente en esencia al H. He aquí una de las nociones capitales de la mo- 
derna Matemática, que importa definir (cfr. $8 1-6 y 3-5). 

DEF. Dos espacios de elementos cualesquiera se llaman ¿isomorfos, y 
se consideran como uno mismo, cuando hay entre sus puntus o elementos 
una correspondencia biunívoca que conserva las relaciones que los carac- 
terizan, 

Tin nuestro caso concreto, para obtener un espacio igsomorfo con el IT, 
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debe buscarse un conjunto de funciones que formen grupo vectorial nor- 
mado por un producto escalar ($ 96-1, G, L, M) y tales que la distancia 
entre cada dos sea igual a la distancia entre los correspondientes puntos 
de H, propiedad que se llama isometria. 

En las notas II y III volveremos sobre este problema, cuya solución 
se alcanza mediante las funciones integrables (L) introduciendo la me- 
dida de aditividad infinita. Entonces, y sólo entonces, satisfará el espacio 
funcional a otras dos condiciones o postulados de continuidad, que cumple 
H y a las que debe, por tanto, satisfacer todo espacio isomorfo. Este 
nuevo grupo de axiomas es el siguiente: 


Axiomas de continuidad. 


[C:]. El espacio satisface a la condición de convergencia de CAUCHY. 
Es decir: si para cada e > 0 existe un n tal que ọ (Xp, X,)< £ para todo 
par de índices > n, existe un límite xo tal que o(x-,xo)>0. Esta pro- 
piedad se expresa diciendo que el espacio es completo, 

[C.]. Existe en el espacio una sucesión de puntos Jx,) densa en todo 
el espacio. Es decir, todo punto de éste es punto de acumulación de 4x,?. 
Se dice que el espacio es separable, 

Se ve que estas dos propiedades generalizan para la métrica M las 
dos propiedades del espacio real; la primera se logra completándolo por 
la introducción de los números irracionales, para que exista límite de 
toda sucesión que cumpla la condición de BOLZANO-CAUCHY ($ 20-6). El 
papel de sucesión básica del espacio, que postula Cs, lo desempeña en E, 
la sucesión de los puntos de coordenadas racionales ($ 94-2). 

Veremos en notas II y III que H satisface a C: (sucesión básica 
formada por los puntos de número finito 1, 2, 3, ... de coordenadas ra- 
cionales) y también Cı (teorema de FISCHER). Entouces será fácil probar 
el isomorfismo con H de todo espacio que cumpla las condiciones G, L, M 
y C; y tendremos caracterizado el espacio abstracto de HILBERT. 


5. El espacio de Hilbert en la mecánica cuántica. — Nos proponemos 
señalar (de modo, por fuerza, informal para no alejarnos mucho del tema 
de esta obra) cómo las necesidades de la Ciencia natural encuentran un 
marco adecuado en el espacio de HILBERT, y dan motivación concreta al 
estudio, que luego haremos, de problemas lineales, ya sea algebraicos o 
con operadores diferenciales o integrales ($8 107 y 108, Cap. XXVII, 
nota 111; Cap. XXVIII, notas V a IX; Apénd. 11). 


a) Panorama histórico. — a) La Física matemática del siglo XX 
interpreta el Universo inorgánico construyendo estructuras abstractas con 
entes arbitrarios x,; relacionados entre sí por operaciones convencionales 
O,, sin pretensiones ontológicas de realidad ni siquiera de modelo intui- 
tivo construído a semejanza con las entidades del mundo externo, cuya 
naturaleza íntima renunciamos a conocer; basta que haya correspondencia 
entre ese armazón simbólico, inteligible pero no intuíble, y los entes físi- 
cos Ey y que a cada operación Q; entre éstos corresponda una operación 
O, entre los x;. Esta coordinación paralela entre simbolismo y fenómenos 
físicos es un isomorfismo ($ 1-6). 

Este viraje de la Física en el sentido pragmático y agnóstico ha sido 
realizado en el presente siglo, por la fuerza de las paradojas irresolubles 
que plantearon a las viejas teorías algunos experimentos rotundos. La 
luz, es decir, la radiación, es emisión de corpúsculos, decía la desechada 
teoria newtoniana, pero bastó la flagrante contradicción surgida ante el 
fenómeno de las interferencias, rebelde a la teoría emisionista, para con- 
clar que la luz no es lluvia de corpúsculos; y ante la necesidad de otra 
hipótesis que llenara el vacío de aquélla, declarada absurda, y con el con- 
vencimiento de la unidad funcional del Universo, se recurrió, copiando el 
modelo de la Acústica, a la hipótesis ondulatoria; pero faltando aquí el 
medio nmuierial que vibrase, necesitándose algún sujeto para cl verbo vi- 
brar, so inventó el éter, un nuevo ćler, epigono de la larga dinastia de 
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éteres ideados desde HERÁCLITO hasta DESCARTES. Poco importaba que el 
novísimo éter, al igual que sus antepasados, fuese contradictorio consigo 
mismo; pues con tal artificio se lograba explicar satisfactoriamente las in- 
terferencias, y los fenómenos ópticos acontecían como si la luz fuese on- 
dulación. Pero los éxitos logrados en la segunda mitad del siglo XIX fue- 
ron tantos y tales que los físicos se fueron acostumbrando al éter hasta 
acabar creyendo en él; y desde su ínfimo papel de mal menor ascendió 
esta entelequia a la suprema categoría de realidad física. Los físicos fi- 
niseculares no sólo hablaban con aplomo del “viento de éter” cuya veloci- 
dad intentó medir MICHELSON, sino que creían ciegamente en él como 
realidad física y descubrimiento definitivo; y afirmaban con rotundidad 
que la luz en toda su amplísima gama, es decir, la radiación, es vibra- 
ción del éter. 

En esa era eufórica y victoriosa de la teoría ondulatoria, ¿quién ha- 
bría osado pronunciar la nefanda frase “emisión de corpúsculos”?, y sin 
embargo, algunos experimentos decisivos obligaron a resucitarla, y EINS- 
TEIN rebautizó en 1905 a los corpúsculos newtonianos con el nuevo nom- 
bre de “fotones”. Durante tres décadas, los textos de Física ofrecían el 
curioso espectáculo de presentar en algunas páginas la luz como ondula- 
ciones, y en otras como emisiones, renunciando así a la vieja pretensión 
ontológica de discutir lo que la luz es, para conformarse con ver cómo se 
comporta, Pero la hábil escapatoria sólo podía satisfacer a los escépticos, 
para quienes la ciencia es endeble armazón que en cada siglo se derrumba 
una o más veces al soplo de un experimento adverso, para volver a em- 
pezar un nuevo tinglado, que en nada se parezca al anterior. 


az) La crisis de la Física ha sido superada ya gracias a la nueva 
Mecánica esbozada por DE BROGLIE y elaborada con inusitada rapidez en 
los años 1925 y 1926 por SCHRODINGER-HEISENBERG-DIRAC; y la pasmosa 
coincidencia con que se llega a los mismos resultados por tres vías total- 
mente diversas, reflejo de las armonías matemáticas descubiertas en el 
espacio de HILBERT, han conducido a la Física a una nueva era de pros- 
peridad y optimismo, afirmándose más cada día estas convicciones: 


12) La continuidad aparente del mundo físico, en que se basó la 
fructífera aplicación del cálculo infinitesimal durante los siglos XVIII y 
XIX es sólo una resultante de innumerables procesos individuales, impo- 
sibles de percibir y analizar por separado. No solamente la materia es 
corpuscular, como adivinó DEMÓCRITO, sino también la energía, como en- 
trevió NEWTON y sistematizó PLANCK; 

22) En la nueva Física conserva su eficacia el Célculo clásico, pero 
sus funciones continuas representan densidades de enjambres corpuscula- 
res, o probabilidades de distribución en el espacio; las leyes dinámicas 
newtonianas resultan como promedios, afirmándose tras esta conmcción 
el valor eterno de la Mecánica de NEWTON, como se fortaleció con el em- 
bate de la Relatividad; 

32) La discontinuidad de los posibles niveles de energía encuentra 
su expresión en ciertas sucesiones discontinuas de números, surgidas es- 
pontáneamente en muchos capítulos de la Matemática; son los autovalores 
(ver b), a cada uno de los cuales corresponde una cierta magnitud mate- 
mática de carácter vectorial que puede ser: una sucesión de números, 
una matriz infinita, una función de una o más variables, etc.; 

as) De esta diversidad de algoritmos surge la variedad de Mecánicas 
cuánticas; y del isomorfismo entre ellos, que expresa su identidad de 
esencia bajo los ropajes de simbolismos muy distintos, surge la equiva- 
lencia entre esas diversas mecánicas. El quid común a diversas construc- 
ciones organizadas con símbolos, es decir, el substrato formal, puramente 
algebraico, que la moderna Álgebra abstracta se esfuerza en desentrañar 
como fundamento común a las más dispares teorías matemáticas, parece 
ser lo único firme e inconmovible en nuestra representación conceptual 
del mundo, Esa es todo lo que podemos conocer del Universo, y a eso se 
reduce, para la Física, la realidad externa. 
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b) La esencia de las mecánicas cuánticas. — Por aventurado que 
sea el empeño de extraer la esencia común a esas complicadas teorías, 
antes de su conocimiento detenido, la forzosa vaguedad de estas conside- 
raciones puede servir de incentivo para su estudio en tratados especiales 
(ver, por ej., VON NEUMANN, Citado en nota 1V, 8; breve introducción da 
el Cap. VI de J. REY PASTOR, citado en nota 1V, 1). Aquí sólo nos propo- 
nemos señalar la naturaleza de los métodos e instrumentos matemáticos 
requeridos. do 


bı) La Física estudia casi exclusivamente procesos aditivos o linea- 
les homogéneos, en que vale el principio de superposición *, que puede 
expresarse así: 


Llu +v] = Liu] + Liv] , L[ku] = kL[u]. 


Esa linealidad puede expresarse por ecuaciones algebraicas (§ 15), o 
diferenciales totales o parciales (Cap. XXVI a XXVIII), o bien por ecua- 
ciones integrales (Apéndice II), pero en todas ellas aparece un hecho co- 
mún: el problema lineal homogéneo es en general imposible, es decir, sola- 
mente admite la solución trivial idénticamente nula que carece de interés 
y por ende no se considera como solución (efr. § 15-6, Cap. XXVII, nota 
III). Ahora bien, si en el problema figura un parámetro numérico 1, 
para ciertos valores especiales de éste: M, às Aa, ..., llamados autovalo- 
res o valores propios, el problema imposible se hace posible, y cada uno 
determina una solución llamada autofunción o más en general autovector, 
para abarcar así números complejos, sucesiones y funciones (cfr. Cap. 
XXVII, nota III, d). 


Ya hemos dicho que la Física cuántica no admite la variación conti- 
nua de la energía; en el átomo y en cualquier sistema sólo son posibles 
ciertos niveles de energía y sólo para ellos. puede satisfacerse la ecuación 
que determina ese estado estacionario; pero, ¿cómo expresar mediante 
una sola función el reparto en el espacio de la energía de un sistema, que 
puede ser complicado? En la Mecánica ondulatoria creada por SCHRÓ- 
DINGER se adopta como expresión de ese estado una función de densidad 
o probabilidad Y (x, y, 2)** que multiplicada por la energía total E ex- 
presa la cantidad de energía EY en las diversas regiones del espacio; 
este producto EY es un miembro de la ecuación. Por otra parte, en cada 
sistema hay cierta peculiar distribución de energía cinética, caracterizada 
por un operador diferencial, que sumada a la energía potencial V (x, y, 2) 
conocida, viene expresada por un operador diferencial, el llamado ope- 
rador H de HAMILTON, característico de ese sistema. Tenemos así la ecua- 
ción de SCHRÓDINGER, que en el caso de k parámetros, es: 


[96-7] HY (q, ...,q4) = EY (gr, ..., qu) 
cuyos autovalores E,, Ez, ..., son los niveles posibles de energía y las 
correspondientes autofunciones Yi, Ye, ..., definen los estados estaciona- 


rios del sistema, 
Por ejemplo: en el caso más sencillo de un solo corpúsculo de masa 








* Por él logro GALILEO los primeros éxitos en la Mecánica. Así, por ejemplo, el aná- 
lisis que le condujo a la trayectoria parabólica del proyectil, contra TARTAGLIA, que la 
erein formada por una recta ascendente y otra descendente, se redujo, enunciado con 
lenguaje moderno, a postular: el movimiento dado por la resultante de dos fuerzas es la 
nia de los movimientos producidos por éstas. 


2* En verdad es F(z, Yy, Zt), pero se descompone en una exponencial, función 
perlódica de t y una función espacial Y (x, y, 2) que no es precisamente la probabilidad, 
pues Ktn en |]? verificándose por tanto para el espacio total: 


Í f fre dr dy dz = 1 o en general foe dv = 1 


| 


| 


i 
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m, las coordenadas q, son g, y, 2; y si V(x,y,z) es el potencial (en el 
caso gravitatorio seria V =myz) el operador H del sistema es 
1 ( 9? q? a? 


) 1 
= —— = -r = â ; 
E= tat T) H Vene =A V 





Lo único que por ahora nos interesa es que en todo caso cada auto- 
valor Y, determina una solución Y,(qı, q2, ..., q») que define el corres- 
pondiente estado estacionario y que esas funciones Y son vectores de un 
espacio de HILBERT por ser de cuadrado integrable. (Ver nota ** de pá- 
gina anterior). 

b2) En la Mecánica matricial, el problema lineal es algebraico; la 
resolución de un sistema de infinitas ecuaciones con infinitas incógnitas: 


[96-8] > hr: Xy = Ex, , (r= T; 2, . .) , 
8 


del mismo tipo como se presenta en Geometría el cálculo de los ejes de una 
cuádrica. También aquí son los autovalores E, los niveles posibles de ener- 
gía, los únicos que hacen compatibles las ecuaciones, y cada uno E, de- 
termina un vector J%in, Lon, Lom, e. b que por sí sólo no tiene interés fí- 
sico, pero alineadas todas estas sucesiones como columnas, componen una 
matriz X que transforma la Jhr. en una matriz diagonal D formada por 
la sucesión E,, Es, Es ..., en su diagonal principal, siendo nulos todos 
los demás elementos. 

Hay, como se ve, una profunda diferencia entre ambos problemas 
lineales; en el planteamiento de la Mecánica ondulatoria la solución dada 
por E,, es decir, la autofunción y es ya la metafísica, pues | y |? es la 
probabilidad buscada en todo punto del espacio; pero en la Mecánica ma- 
tricial de HEISENBERG la matriz formada por las infinitas soluciones de 
[96-8] es nuevo instrumento algebraico para llegar a la matriz diagonal D 
que simboliza la distribución de energía en el espacio, 


bs) Precisamente esa diversidad de método y significado hace brillar 
más el éxito de ambas teorías al arribar a resultados concordantes, y el 
de DIRAC y SCHRÓDINGER al unificarlas en un solo cuerpo de doctrina. 

La unificación de DIRAC consiste en pasar del operador diferencial 
H a un operador integral y la ecuación diferencial [96-7] se reduce a 
una ecuación integral 


$ no dV = Ey 


cuyo paralelismo con [96-7] es evidente; pero ese tránsito lo realiza por 
la magia de cierta función 5(q) que no es función, y se somete a opera- 
ciones que sólo el éxito ulterior justifica o al menos disculpa*. 

Mucho más rigurosa es la identificación hecha por SCHRÖDINGER, al 
poner de manifiesto el paralelismo entre las sucesiones que componen el 
espacio Ey y las funciones de cualquier número de variables cuyo cua- 
drado es integrable, 

Este isomorfismo no se apoya en la integral (L) como el teorema 
de RIESZ-FISCHER (Nota 111), por la sencilla razón de que aquí se con- 
sideran solamente funciones derivables; y sería pueril enriquecer el espa- 
cio (R*) con funciones tan discontinuas que no son integrables, para for- 
mar así el espacio más amplio (L°) cuando en verdad hay que restringirlo 
excluyendo de (R°) no solamente todas las funciones discontinuas, sino 
también las continuas no derivables; es poda y no injerto lo que aquí 
necesitamos. 

Es, pues, un isomorfismo menos perfecto que el demostrado por RIESZ- 


* Mús tarde fueron fundamentadas esas operaciones sobre $ con la teorla de las dla- 
tribuciones, ver Apéndice 1í1-10, 
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ISCHER, pero en cambio mucho más amplio y profundo cuando se ex- 
iende a los operadores diferenciales y a las matrices, algoritmos tan 
eterogéneos, que no se habría sospechado tan perfecta correlación, la 
ual explica la equipotencia de las dos mecánicas ondulatoria y matricial. 


| 
EJERCICIOS 


1. Véase en detalle que la demostración de la desigualdad de CAUCHY- 
SCHWARZ dada en Cap. XVII, nota II, b, sólo utiliza los axiomas verifi- 
cados por los espacios funcionales introducidos en § 96-3. 


2. Repase el lector este cálculo: (xy)(xy) = [(xy)x]y = [(yx)x]y = 
= (yx?)y = (xy)y = xy? luego |xy| = 'x||y| en contra de [96-4]. ¿Dón- 
de está el error? 


3. Defínase el ángulo de dos vectores (§ 96-2, nota) de los espacios 
funcionales introducidos en $ 96-3 y calcúlese el ángulo de dos funciones 
tomadas: 1?) Entre las potencias x” en el intervalo (0,b); 2%) Lo mis- 
mo entre las circulares cos mx, sen nx, (m0, n 40) en el intervalo 
(0,21) y en el intervalo (0,1); 3%) Lo mismo entre x* y cos3x en el 
intervalo (0, 2x1). 


4. Demostrar que el espacio de las sucesiones de cuadrado sumable 
es completo (Axioma [C,] de $ 96-4); (cfr. nota 111), 


5. Demostrar que el espacio métrico C (Cap. XVIII, nota 1, d) de 
todas las funciones reales continuas en [0,1] con la “distancia” dada 
por ọ(f, g)= extr sup | f (x)— g(x)| para 0<x <1 ( métrica uniforme) 
es completo (Axioma [C,] de $ 96-4). 


6. Demostrar la separabilidad (Axioma [C.] de $ 96-4) del espacio 
de las sucesiones de cuadrado sumable utilizando puntos con número fi- 
nito de componentes racionales. Nótese que los puntos de infinitas com- 
ponentes racionales no forman conjunto numerablz. 


7. Demostrar la separabilidad (Axioma [Cz] de $ 96-4) del espacio 
C de todas las funciones reales continuas en [0,1] con “métrica unifor- 
me” (ejercicio 5). 


8. Demostrar que el espacio A de todas las funciones reales acota- 
das en [0,1] con “métrica uniforme” (ejercicio 5) es completo, pero no 
separable (Axiomas [C,] y [Cz] de § 96-4). 


$ 97. FUNCIONES ORTOGONALES Y SERIES DE FOURIER 


1. Sistemas ortonormales y coordenadas de funciones. — 
Desde que FOURIER estudió, en 1807, los desarrollos de funcio- 
nes en series de senos y cosenos de múltiplos de x, ampliando 
desmesuradamente el concepto euleriano y bernoulliano de fun- 
ción real, que después fué sustituído por el de DIRICHLET 
($ 23-3), fueron apareciendo otras sucesiones de funciones que 
revelaban sorprendente analogía con las circulares, a pesar de 
su desemejanza, en cuanto permitían desarrollar en serje cla- 
ses muy generales de funciones reales, con propiedades idénti- 
ens en esencia a las de las series llamadas de FOURIER. La ra- 
zón íntima de esta unificación de algoritmos tan diversos, co- 
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mo son los polinomios de LEGENDRE, los de JACOBI o GAUSS, 
los de CHEBICHEV, HERMITE y LAGUERRE, que expondremos al 
final de este $ 97, reside en tener común una propiedad fe- 
cunda: la ortogonalidad, que permite deducir un gran cuerpo 
de doctrina común, en que se desvanece la diversidad debida a 
la no periodicidad de los polinomios. 


NoTA. La fusión es tan íntima, que aún interesándose solamente por 
las series trigonométricas, se gana en sencillez estudiando la teoría ge- 
neral, y resulta además, como añadidura, otra copiosa cosecha de resul- 
tados, de alto valor analítico y físico. Por otra parte, la pauta de la 
Geometría analítica que guió a HILBERT para la definición del espacio 
abstracto H, del cual son subgrupos las familias de funciones considera- 
das en esta teoría (funciones continuas, funciones casi-continuas, funcio- 
nes R*, funciones L*), además de haber enriquecido el Análisis matemá- 
tico con un nuevo capítulo de desarrollos en serie, satisface con tan ines- 
peradas y sencillas conexiones a los espíritus sensibles a la belleza y 
armonía de la Matemática. 


DEF. 1. Sistema ortogonal es toda sucesión de funciones q, 
(r=1,2,3,...) ortogonales dos a dos ($ 96-83, def.) en un 
cierto campo A. El sistema se llama ortonormal cuando las 
funciones están normalizadas, es decir, tienen módulo 1. Está, 
pues, definido por las condiciones 


Pm - Pn = f onto) on (2) de =0 si mn ; 


Pa? = |l pall = flol) dz zi 


En el caso más sencillo, de una variable real, el sistema or- 
tonormal está caracterizado así: 


ò 0 si mn 
[97-1] Pm + Pn 2 Qu (L) Pr (x) dg = Öm = L si m=8 


EJEMPLO. El más inmediato es el de las funciones 1/y2, 
cos x, sen x, cos 2x, sen 2x, ..., cuya ortogonalidad en cualquier 
intervalo de amplitud 2x ha sido demostrada en § 53-1, ejem- 
plos. Como su norma, según allí se vió, es x, bastará dividir 


estas funciones por Vx para tener un sistema ortonormal. 


DEF, 2. Coordenadas de la función f respecto del sistema 
ortonormal (q qu...) = [q,) o coeficientes de FOURIER de f 
(brevemente: c. F. de f) son los productos escalares c, = fọn; 
las proyecciones o componentes de f sobre los ejes son los vec- 
tores C.Q» - 

Se llama serie de FOURIER (brevemente: s. F.) de f(x) res- 
pecto del sistema ortonormal (q,) a la serie, unívocamente de- 
cerminada por la función y el sistema, cuyos coeficientes son 
los números Ca. Esta determinación la expresaremos por cl 
sieno —, escribiendo; 
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[97-2] f(x) ~ Copolx) + Cri) +... + Copal) H... ; 
(Cn = fon). 


2. Error cuadrático de las sumas de Fourier. — a) Llaman- 
do s, a las sumas parciales de [97-2] : 8, = Copo + Cp... + 
+ Cupn, formemos la integral de error cuadrático *: 


[97-3] (£ —s,)? = f? |. 218, + En, 
El primer término del trinomio es la norma de f, o sea 
|| £ || = | £ |2; el segundo se descompone mediante : 


fs, = Cofpo + cifpi + ... + Crfpn = e? + a? H. F Cr; 


en el tercero, después de desarrollado el cuadrado de s,, son 
nulas las integrales de los productos pp; por la supuesta orto- 
gonalidad, y los términos q? tienen integral 1, luego la ter- 
cera integral vale c+... +C,, En definitiva, resulta esta 
fórmula fundamental: 


[97-4] fÍf(0)—s8.(0)]:de = [1£ || — let+... +02. 


De donde fluyen resultados importantes : 
a1) Las sumas X*c;j? no superan a la norma ||f||= 


= $4 (0) ds. Es decir: c + e2 +... + e? < ft x)dx. (Des- 


igualdad de BESSEL). : 
3) Sigue de as) y § 22-3, a: La serie Sc;? es convergente 
(con suma < || f ||) y, por tanto c; —0. 


De otro modo: los c. F. de una función de cuadrado inte- 
grable son de cuadrado sumable ($ 96-2, def.). 


as) El error cuadrático decrece al aumentar n; o, al me- 
nos, no crece. 


Que este error no tiende a cero si no imponemos alguna condición al 
sistema {dọ}, se ve claramente en el ejemplo q.(x)= sen nx; pues siendo 
impares en (—xr, +1), toda f(x) par es ortogonal a ellas; y por ser 
nolos todos los c,, el error cuadrático [97-4] vale siempre la norma 
¡£|1>0. 


b) Generalicemos el problema adoptando, en lugar de los c,, 
coeficientes reales cualesquiera C;+8, (6;S0) y llamando 
on(x) a la expresión lineal así formada; la segunda integral 
de [97-35] es: 


fo, = (co + ðo) fpo +... + (Cn + 9) Ln = Ee? + eð , 
mientras la tercera vale: 


* La denominseión errar medio o error en media, frecuentemente usada, es inade- 


entola, puee hay wedina de gradon I, 2. .., a. 
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b 
fode = Bleta)? = Ee? + 28ed + 28%, 
a 
y el error cuadrático tiene esta expresión : 


S't£(0)—0,(2)]? de = ||f || — Xc,? + Eð? = 
[97-5] a 
= f [f(2)— s, (2)]? de + Xò? 


por [97-4]. De aquí resulta esta consecuencia importante: 

Entre todas las expresiones lineales de n términos, la de 
FOURIER da error cuadrático mínimo, 

El incremento de error al pasar a otros coeficientes es 
25;? > 0, y basta modificar un solo coeficiente para que el 
error cuadrático aumente, justamente, en el cuadrado de ese 
incremento. 


3. Convergencia cuadrática y sistemas densos. — Dada la 
función f (x), de cuadrado integrable, el error cuadrático [97-3] 
disminuye al agregar nuevos términos al polinomio s,, pero 
¿tenderá a 0 para n— œ? 


Der. 1. La sucesión de funciones (w,(x)) se llama densa 
en el intervalo 1, si toda función continua f(x) se puede apro- 
ximar con error cuadrático < e, mediante expresiones linea- 
les de las y», con coeficientes constantes. 


NOTA 1. ZYGMUND usa las denominaciones: sistema cerrado ($ 97-3, 
def. 1) y sistema completo ($ 97-7, def.). Los tratadistas alemanes sue- 
len usar, respectivamente, los nombres vollständig (pleno, íntegro, com- 
pleto) y abgeschlossen (terminado, concluído, completado). Como la co- 
rrespondencia no es perfecta, convendrá fijarse en las definiciones de 
cada autor, para evitar confusiones, 


Aunque la propiedad de ser denso vale para sistemas no 
ortogonales (por ejemplo, las potencias, que permiten aproxi- 
mar toda función continua, como veremos, $ 98-5, teor. 3) refi- 
riéndonos a los sistemas ortogonales, la convergencia cuadrá- 
tica hacia una función cualquiera f(x), en virtud de [97-4], 
equivale a la igualdad de PARSEVAL: 


[97-6] e + et t.t et m 181] = f Pode. 


DEF. 2. Una sucesión de funciones f„(x) converge cuadrá- 
ticamente hacia f(x), si el error cuadrático tiende a 0; es de- 
cir: 


bh 5 
[97-7] f [£ (0) —f,(1)]2 dx > 0 y escribiremos f, > f. 
La convergencia cuadrática hacia f(x) de las sumas s,(x) 
de la serie de FOURIER [97-2], se expresará así: 
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' [97-8] f(x) È copole) + apila) +... 


pero esto significa que tiende a cero el primer miembro de 
[97-4] y en consecuencia equivale a la igualdad de PARSEVAL 
[97-6], que vale entonces para toda f(x) continua, si el sis- 
tema es denso (def. 1). 


NOTAS: 2. Aún siendo denso el sistema ortogonal, si omitimos el ad- 
jetivo cuadrático y nos referimos a la convergencia puntual, según CAU- 
CHY, no es cierto el cesarroilo en serie de toda función continua, pues las 
hay no desarrollables (cfr. $ 98-4, nota), mientras que todas lo son cua- 
dráticamente. 


3. Otra igualdad de PARVESAL. — Si f y g son funciones continuas 
y son C;, d,, sus coeficientes de FOURIER, aplicando la igualdad de PAR- 
SEVAL a las funciones f, g, f + g, resulta 


b rS b a EN b 5 
So, = fra Ya, z Seas S (6, + d,) = f (£ +g)? dæ, 


Restanda de ésta las dos primeras, sale esta igualdad; 
b 

[97-9] ad pedit... H adit onn. a f(0).g(u)de , 
a 


que comprende a la igualdad de PARSEVAL cuando Í= 8, y, como se ha 
deducido de ella, ambas son equivalentes. 


4. Ortonormalización de funciones. — La Geometría analítica 
nos señala el camino para pasar de ejes oblicuos a ortogona- 
les, es decir, para deducir del triedro (pı, P2 pa) otro triedro 
ortogonal que permita engendrar el mismo espacio; proceso 
que vale para infinitos vectores. Basta, como es sabido, partir 
de q, o bien de su normalizado «qy” deducido dividiendo por 
su módulo, y en el plano qq», es decir, en el sistema hoi” + qpa 
elegir el ortogonal a q,” mediante la condición h(x p1)+ 
+(q1' pa) = 0, es decir: 

h + (pr p2) = 0 
para determinar el nuevo vector, que una vez normalizado lla- 
maremos oz. 

Después se sustituye ț por otro del tipo hr + kq2 + ps 
con la doble condición : 

hor pr) + klor gr) + (pr ps) = 0 i 

hlg gz) + klo? gr) + (pps) = 0 ? 
h + (p ps) = 0 
k + (pz! pa) = 0 
y determinados así los coeficientes h, k, se tiene un vector or- 
togonal a q y q», que una vez normalizado, lo llamaremos 
qa”, etc. 

lúste proceso de ortonormalización de SCHMIDT (Cap. XVII, 
nota IT, c), que en E,, termina con el cálculo de q,,”, es indefi- 


es decir: 
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nido en el espacio funcional, donde puede conservarse con ven- 
taja la palabra vector, llegando a este importante resultado: 


TEOR. Toda sucesión de vectores linealmente independien- 
tes determina univocamente una sucesión ortonormal del mis- 
mo espacio, también de vectores linealmente independientes; y 
cada vector de un sistema es combinación lineal del homólogo 
y de sus precedentes. 


NoTA, Si se prescinde de la normalización, la fórmula que liga cada 
dos funciones homólogas es del tipo: p', = (nx + funciones anteriores; por 
eso hemos asegurado la independencia lineal en el enunciado, que subsiste 
al normalizar. Hay casos en que la normalización no se hace dividiendo 
por el módulo, sino prefijando el valor en un punto, como acontece en los 
polinomios de LEGENDRE. 


5. Polinomios de Legendre. — Siendo las potencias 1, x, z”, 
x3, ..., las funciones más sencillas, pero no ortogonales, deduz- 


1,0 





Fig. 329. Polinomios de LEGENDRE. 


camos de ellas un sistema ortogonal en (—1, +1), como aplica- 
ción del método, y resulta la sucesión de polinomios: 


[97-10] 1, x, 322 — 1, 5r? — 3x, 


§ 97 -6 FUNCIONES ORTOGONALES Y SERIES DE FOURIER 99 


que parece coincidir con la de los polinomios de LEGENDRE o 
funciones esféricas de primera especie, obtenidos en Cap. XVI, 
nota III, salvo un coeficiente numérico; y si se elige éste de 
modo que todos los polinomios tomen valor 1 en el punto 
w =1, van resultando los mismos allí calculados. La coinciden- 
cia es total, como consecuencia de la ortogonalidad de las fun- 
ciones esféricas en (—1, +1). Ver figura 329. 


En efecto, admitido que los polinomios Po, P,, Pz, ..., Pn-, sean orto- 
gonales a todas las potencias x” de expouente inferior al índice, la rela- 
ción recurrente vista en Cap. XVI, nota III, c, demuestra que también P, 
tiene igual propiedad; pues multiplicada por x” es: 

nx” P, = (2n —1)a”* Pr — (n — 1)x” Paa , 
y para m < n— 2 es nula la integral del primer miembro por serlo las 
otras dos; para m = n — 2 éstas no son nulas, pero su cociente (calcúlelo 
el lector para P, dado por [XVI-28], integrando por partes x"P, con valor 
(n1)*.2"*/(2n + 1)!) vale (2n —1)/(n— 1), luego es nula la primera; 
DER m= n — 1 también es nula, por ser integral de la función impar 
gr P 

Nótese que la normalización no se ha logrado en este caso por la con- 
dición de valer 1 la integral (condición que introduciría un coeficiente en 
todos los polinomios), sino por esta otra: Pą„,(1)= 1, para lograr la coin- 
cidencia con las funciones esféricas, definidas por la fórmula [XVI-28]. 

Es obvio que podría haberse elegido cualquier intervalo finito (a,b) 
para la formación de los polinomios ortogonales: las diferencias serían 
meramente formales, sin ventaja, y lo mismo si se adopta otro tipo de 
normalización. 


6. Aproximación uniforme y aproximación cuadrática. — 
a) Hemos destacado en $ 97-3 la importancia de los sistemas, 
llamados densos, que dan aproximación cuadrática indefinida, 
o convergencia cuadrática, en el importante campo de las fun- 
ciones continuas. Pero aún no hemos probado esta propiedad 
para ninguno de los sistemas ortonormales que conocemos. En 
$ 98-5, nota 4, demostraremos que el sistema ortonormal tri- 
gonométrico ($ 97-1, ejemplo) es denso. 

b) También es denso el sistema de las potencias {x° = 1, x, 
2?, ...) y por tanto el de los polinomios de LEGENDRE obteni- 
dos por ortogonalización en (—1, +1) ($ 97-5). Esto resul- 
tará en virtud de c, del importante teorema de WEIERSTRASS 
que demostraremos en $ 98-5: Toda función f(x) continua en 
un intervalo cerrado [a,b] puede aproximarse uniformemente 
en [a,b] mediante polinomios. 

c) Este teorema de WEIERSTRASS asegura la posibilidad del 
desarrollo cuadrático de toda función continua por polinomios, 
por el hecho de ser la aproximación uniforme en intervalo fi- 
nito más exigente que la cuadrática; pues si en todo punto de 
(a, b) se verifica: 


f(e) g(e)| <e es f'E) gl) de < e(b—a); 


de donde resulta: 
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c) Si fa—>f uniformemente en (a,b), también f, >f. 


C2) Si un sistema de funciones y, (ortogonal o no), apro- 
xima uniformemente a toda función continua con error arbi- 
trariamente pequeño, es decir, si para cada f y cada s>0 
existe una combinación Bynp, tal que para todo x sea: 


[97-11] |f(2)—E]<e, es f IE) —E] de < (b — a). 


c3) En la hipótesis ca, toda función continua f(x) admite 
desarrollo cuadráticamente convergente de tipo [97-8] respecto 
de las Y, si son ortogonales; y si no lo son, hay desarrollo en 
serie de las combinaciones P, de ellas deducidas por ortogona- 
lización ($ 97-4). 


Distingamos dos casos: según sea el sistema de funciones q: 
1% Si es ortogonal (por ejemplo, el sistema de funciones sen mx, 


cos nI) y es 
3 = Yoo + YY +... + Yan o, 


es decir, es una suma og, del tipo visto en $ 97-2, b, que da error uniforme 
y, por ende, cuadrático <e, se ha demostrado en $ 97-2, b, que la corres- 
pondiente suma de FOURIER, s, (es decir, el polimonio de coeficientes c,) 
da error menor; luego el sistema ortogonal y es denso, y toda función 
continua f(x) admite desarrollo cuadrático [97-8] y satisface a la igual- 
dad de PARSEVAL [97-6]. 


29 Si el sistema y, no es ortogonal (tal, por ejemplo, el de las poten- 
cias 1, x, x*, ...) se forman ($ 97-4) combinaciones lineales P, que for- 
man sistema ortogonal (en polinomios de LEGENDRE, $ 97-5) y como las 
5 son también combinaciones lineales de los Pa, éstos forman sistema 
denso. z 

NOTA. Importa destacar la diferencia esencial entre ambos casos: En 
las > de la hipótesis [97-11] el coeficiente de cada pr depende de r y 
de e; y en el caso 1%, al sustituirlo por cr, sólo depende de r, y el 
número de términos n está fijado por e; en el caso 2° no hay cambio 
de coeficientes, sino de funciones, para lograr la aproximación cuadrática 
infinitamente decreciente, o sea el desarrollo en serie, 


7. Sistemas ortogonales completos y unicidad del desarrollo. — He 
aquí un nuevo concepto íntimamente ligado con el de sistema denso: 


Der. Un sistema ortogonal <q» se llama completo cuando no existe 
(salvo la función idénticamente nula) ninguna función q continua que 
sea ortogonal a todas las q». 

No es posible, por tanto, ampliar el sistema, con funciones continuas, 
conservando la ortogonalidad, 


COROLARIOS: a) Todo sistema ortogonal denso es completo, 

Pues si no lo fuera, esto es, si existiese una función continua f no 
idénticamente nula ortogonal a todas las q,, serían nulos todos sus Cc, F. 
y, por tanto, imposible la igualdad de PARSEVAL [97-6]. 


b) Si una función continua f tiene nulos todos sus c.F. es idéntica- 
mente nula, 


Pues, de lo contrario, esa función no idénticamente nula, sería orto- 
gonal a todas, 
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c) Si dos funciones continuas fı y fa tienen logs mismos coeficientes 
de FOURIER, son idénticamente iguales. Pues fı— f, tiene nulos sus coe- 
ficientes de FOURIER y, por tanto, es idénticamente nula. 

Este teorema de unicidad, así como la igualdad de PARSEVAL, pueden 
generalizarse sin dificultad a las funciones casi continuas; es decir, con- 
tinuas a trozos; y la generalización decisiva la dará el teorema de F. 
RIESZ (nota III) que nos permitirá demostrar la existencia de desarrollo 
de toda función R* y, más general, L?. 


8. Polinomios ortogonales respecto de un núcleo. — El con- 
cepto de ortogonalidad de funciones se generaliza así: 


DEF.. Las funciones «q, se dicen ortogonales en el campo A, 
respecto del núcleo p? (x), si para m n es: 


1 p(x)p.(1)p.(1) de = 0, o sea: (pom) - (pon) = 0. 


El núcleo puede ser cualquier función positiva, y su raíz 
cuadrada positiva se elige como factor p(x). 


Partiendo de la sucesión p(x), xp(x), x?p(x), ..., se de- 
ducen por el proceso de ortogonalización ($ 97-4) polinomios 
con el factor p(x), o sea, polinomios ortogonales respecto de 
p?(x). En particular, cuando el núcleo es 1 y el campo A es 
el intervalo (—1, +1), tenemos los polinomios ya considerados 
de LEGENDRE. 


En el mismo intervalo (—1, +1), están definidos los polt- 
nomios de CHEBICHEV, de núcleo p?(x) =1/yY1—ax* o bien 
vl1— z?; y en el (0,1) los de JACOBI, que los comprenden a 
todos ellos como casos muy particulares. 


NoTA. En la tabla de $ 97-12 figuran estos cuatro tipos más impor- 
tantes de polinomios ortogonales sobre intervalo finito, y los de intervalo 
(0, 00) y (—œ, +0), que son los de LAGUERRE y los de HERMITE. Apa- 
rece en éstos la dificultad de ser infinito el intervalo, con el peligro de 
la falta de convergencia de las integrales; pero, en estos dos casos, está 
asegurada por ser el núcleo e-*, que, multiplicado por cualquier polino- 
mio, da integral convergente en (0, 0), obteniéndose así los polinomios 
de LAGUERRE; o bien e+? que asegura la convergencia en el intervalo 
(—œ, +2), dando origen a los polinomios de HERMITE, excepcionalmente 
importantes en Estadística. 


Ocuparía excesivo espacio la demostración de las siguientes propie- 
dades, que pueden estudiarse en los tratados especiales de VITALI-SAN- 
SONE (citado en Cap. IX, nota VIIT-3) y de SZzEGÓ (citado en Cap. XVI, 
nota IV, 4): 

a) Todos los sistemas de polinomios son densos ($ 97-3, def. 1). 

El problema ofrece especial dificultad en los dos casos de intervalo 
infinito, pues falta el teorema de WEIERSTRASS ($$ 97-6, b; 98-5, teor. 3), 
que sólo vale para intervalo finito. 

b) Todos los polinomios tienen sus ceros reales y simples. 

c) Tos ceros de dos polinomios sucesivos de la misma familia están 


separados; es decir, entre dos ceros consecutivos de un polinomio P, hay 
uno solo de cenda otro polinomio Pri 0 Phs 
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Estas propiedades fueron demostradas (Cap. XVI, nota III) para los 
polinomios de LEGENDRE, 


9. Polinomios de Jacobi o de Gauss. — Proceden de la serie hipergeo- 
métrica de radio 1, que GAuss designó 


ab 1 1 
F(a, b,c, £x) = 1 + To Y > 


eae yo _ 
Aaser er) 7t R=), 


A 
CUA 


0 


a + 


+ 


Fig. 330. — Polinomios de CHEBICHEV. 


la cual se reduce a función elemental, como se comprueba fácilmente, en 
casos como éstos: 





F(—n, b,b, x) =(1—x)” ; (11,20) = 2 ; 
1 3 e A l+x 
A r i 


1 — gx 


F ( n+ 1, —n, 1, 2 ) = = P,.(x) de LEGENDRE, 





IEn nuestro caso, 1 (4, b,c,x) se reduce a un polinomio, cuando e ô b 
es un entero negativo; por eso, se llaman también polinomios hipergeo- 
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métricos o de GAUSS, y poniendo: a = —n, b= p+n, C=q, resultan los 
polinomios G, insertos en la tabla de $ 97-12, de núcleo x%*(1— x)”. 

La ecuación diferencial a que satisface F, como se comprueba con 
cálculo sencillo, es: 


[97-12] x(1— x)y” + Ec— (a +b +1)x]y — aby = 0 , 


y como caso particular resulta la ecuación que caracteriza cada tipo de 
polinomios. 
Otros autores prefieren poner: 


a= —n , bzn+4a+ßb+n , c=2a+4+1, 
y el núcleo es, entonces, xa(1— {x)ß. 

Los polinomios de JACOBI comprenden a todos los definidos en inter- 
valo finito; para deducir los de base (—1, +1) basta sustituir x por 
3(1— x) a fin de transformar (0, 1) en (—1, -+1), y adoptar los pa- 
rámetros siguientes: 


LEGENDRE: p=1, q=1 (osea: a=—Mf b=8n>+71, c=1), 
P. (x)= G„[1, 1, 4 (1 — x)] = F[—n, n + 1, 1, 23(1—x)]. 
CHEBICHEYVY: p=0, q=}, (@a=—n, b=n, c=1/2), 


(12 especie, fig. 330) 


Ta (=)= == Gul0, 1/2, 3(1—0)] = S Fla,» 1/2, 14(1—a)]. 


CHEBICHEV: p=2, q4=3/2, (a=—ma b=n+2, c=3/2), 
(22 especie, fig. 330) 


U. (s) =" $F G2, 8/2, 4(1—x)] = rtt F[—n, 1 +2, 8/2, 3(1—2)]. 


10. Propiedades de mínimo de los polinomios ortogonales. — Todo po- 
linomio Q, (w) es combinación lineal de polinomios de LEGENDRE *, y supo- 
niendo éstos normalizados por la condición |P,|= 1, si Q, tiene el mis- 
mo primer coeficiente que P,, su módulo o valor cuadrático, es: 


[97-13] | Qu} =f (Pa + a Prit... Han)’ de = 1 + af +... H Ar. 


Entre todos log polinomios Q, de grado n y primer coeficiente pre- 
fijado (por ejemplo, 1), es el polinomio de LEGENDRE con ese primer coe- 
ficiente, el que tiene valor cuadrático mínimo. Pues el mínimo de la ex- 
presión anterior se alcanza para: 44=02=...=0,=0. 

Más general: designemos por P, los polinomios ortonormales res- 
pecto del núcieo p*(x) para todo polinomio Q., con el mismo primer coe- 
ficiente que P,, expresado como combinación lineal de los P., es: 


[97-14] $ vto) (Pa + aa Prat... + 01) de =1 +0 +... + ar. 


Luego subsiste la conclusión anterior, válida para todos los polino- 
mios estudiados en este $ 97: Entre todos los polinomios Q, que tienen el 
mismo primer coeficiente, es P, el que tiene mínima norma ponderada. 

En particular, los polinomios de CHEBICHEv, T,, que ya tienen pri- 
mcr coeficiente 1, tienen esta propiedad de mínimo respecto del núcleo 
1/Y1— x*; pero, además, tienen la notable propiedad de hacer mínima 
la distancia uniforme d = máx | Qa (x)| entre todos los de igual grado y 


* 'nmbión lo es de cualquier nucesión de polinomios de grados 0, 1, 2, ...; pero no 


aleydo «toganales, no se verifica la igualdad [97-13]. 
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primer coeficiente. Nótese en la figura 330 que esa propiedad no la tienen 
los U,; pues, para los de segundo y tercer grado, es d= 3,3, mientras 
para Ti y Ta es d — 3,3, respectivamente. 


11. Polinomios de Laguerre y Hermite. — a) Aplíquese el método de 
ortogonalización de las potencias ($ 97-8) al intervalo (0, 00) con nú- 
cleo e-x y resultarán los polimonios de LAGUERRE, tabulados en $ 97-12. 
Procédase igualmente en (—-<0, 40) con el núcleo e-2? y resultan los 
polinomios de HERMITE, de gran importancia en Estadística. Las defini- 
ciones análogas a la [XVI-28] son éstas: 


[97-15]  La(x) = ex D” (x” e-z) , H,(x) = (—1)" er Drne-x?, 
Partiendo de esta definición se demuestra muy fácilmente la ortogonali- 
dad, y así resulta la identidad con los arriba definidos. 


b) Los polinomios de LAGUERRE y la transformación de LAPLACE. — 
Los polinomios de LAGUERRE han adquirido creciente importancia, por la 
sencillez de su formación y por su reducción a potencias, mediante la 
transformación lineal de LAPLACE (Cap. XXIX, nota VIII). En efecto, 
integrando por partes: 


vo 0D n 
L = f e? gde = ea e? æ de = — In: , 
0 t Jo t 


pues se anula en ambos extremos el término integrado. Así prosiguiendo, 
se llega a: I,=09N!/t"* (cfr. [XXIX-84]). 


Aplíquese esta transformación al polinomio: 
A AS E 
n! 1 1! 2 2! nj n! 
y desaparecen los factoriales divisores, apareciendo potencias de 1/t, 
luego resulta: El transformado del polinomio L,(x)/n! es [1— (1/t)]" : t. 
Una serie Nc,L, (%)/n! se transforma en 
1 1 D 
ZN 7 
pos : t 


o bien, llamando z = 1— (1/t), en: co + (ci — co)z +(e — a)? t+... 


12. Tabla de polinomios ortogonales. 


LEGENDRE [Intervalo, (—1, +1); núcleo, 1] ` 
P= 1, P.=xw, Pe= (3/2) 1? — (1/2), P, = (5/2) a? — (3/2) x, ide 
ASA 1.3.5(2r— 1) gara 


(n—r)!(Qrnm)! * 29ur ? 

[n > r > 5(n+1)] 
CHEBICHEV (1% especie). [Intervalo, (—1, +1); núcleo, p(x) = 
= 1/y1 — x°] 


To=1, T,=x%, T2=x* — (1/2), Ta=x*— (3/4)x, ..., 


T, = cosna, cosa= zg, 


9-1 
T,= [(2 +1 V1—2%)" +(0—¿V1—a?)”] : 2”. 

CHEBICHEV (2% especie). [Intervalo, (—1, +1); núcleo p*(x) = yl —«*] 
UVo=1, 2U,=2x%, 4U.=4x? —1, 8Us=8x*—4r, ..., 
2*U, =sen(n+1)a/y1—a*, cosa—u, 

[lr +i Vice) — (01114?) 


iy e 


U, = 
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GAUSS-JACOBI [Intervalo, (0, 1); p*(x) = e**(1—x)”*; g >0, 


p—q > — 1]. 
Go= 1, =1-242s, 
G,=1—2 P+2 tr + 28) (p+3) a 
PE) 


¿(AY (+7)... (pr 4r—y) 
G.=1+4+3(1) ( y eet r, 
[1 << nm]. 

LAGUERRE [Intervalo, (0, 00); p*(x) = e] 
L=1, Lh=—x+1, L.=x*— 4r +2, 
L, =— 2 + 91 — 18x + 6 


Li) e) El" 


HERMITE [Intervalo, (—00, +00); p*(x) = e”] 
Ho = 1, Hı = 2x, H: = 4x? — 2, 





ner 
r! 


H,=3(—1)" 





(2x), (0<rx< in), 


donde el factorial generalizado, significa: 
n = n(n —1) ... (n— z2r + 1). 


EJERCICIOS 


1. Definiendo la “distancia de orden p” mediante 


b 1/D 
e (f, g) = f |t— girde } 


y la “distancia uniforme” mediante ọ (f, g) = extr sup |f — g| (§ 96-Ej. 5) 
en æ <x < b, calcular los valores absolutos de las funciones siguientes 
en el intervalo [0,1] con métrica lineal, cuadrática y uniforme: cos naz, 
sen Ana, Acos nar + b sen naz. 


2. Probar que si respecto de un sistema ortonormal 4q,1 y una fun- 
ción f(x) existen números a, para los que >Xanqp.(x) converge cuadrá- 
ticamente ($ 97-3, def. 2) a f(x), entonces es a, —f.qp.=C, y se cum- 
ple [97-6]. 


3. Probar que el sistema de H. RADEMACHER: 
Pa (£) = sesen(21x) , (n=1,2,...) , 
cs en 0<x*<1: a) Ortonormal; b) No completo. 


* Algunos autores designan por L,(r) el polinomio entre paréntesis, es decir, divi- 


den por nl. ln ecunción diferencial es la misma, pero la relación de recurrencia es 
muy diallnta. 
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4. Sea 3qn(x))? el sistema de RADEMACHER (ejercicio 3). Pongamos 
Xo(æ) = 1 , Xn (2) = Qn, (2) Gn, (1)... Pn, (æ) 

si n se expresa en el sistema binario (Cap. I, nota II) por cifras 1 sólo 

en los lugares de órdenes Mi, Na, ..., Nk, es decir, n = 2nr1 4 281 4 


+... 2°". Probar que el sistema ¿xn(x)+ (n=0,1,2,...), intro- 
ducido por J. L. WALSH, es ortonormal y completo en 0 < z< 1 


5. Demostrar que los polinomios ortogonales de LEGENDRE P,(x) en 
[a, b] son (salvo un fartor k,): 


1 e x a o 
Ho Hı M PE Hn 

Pa(x) = kn | h Ma Ma... Ban , 
Hn-1 Ma Mn+1 Men-1 


siendo ur los momentos 


b 
Mr = f ar de = (br — ar+1)/(r+1) , (r=0,1,2,...). 


Hallar el factor k, en función de los momentos u- de modo que: 1%) Que- 
den normalizados; 2%) Sea P,(1)=1. 


6. Demostrar que los polinomios ortogonales de LEGENDRE P,(x) en 
[a,b] pueden expresarse (salvo un factor C,) por 
P,(1) = Cn D” 4 (x —a)”r (x —b)”}. 
E el factor c, de modo que: 1%) Queden normalizados; 2%) Sea 
n b =1. i 


7. Obtener la relación recurrente entre cada tres consecutivos de los 
polinomios definidos en la tabla de $ 97-12. 


8. Demostrar mediante la relación recurrente de los polinomios de 
LEGENDRE (ejercicio 7) que a partir de Po = 1, P, = xv, la expresión ge- 
neral de ellos es 
LT o A __ mzs 

27 st(n—s)!(n—2s)! `? 
donde 0 < s < łn, y transformarla en 
1.3.5... (2r— 1) x2r-” 
(n—r)!(2r—n)! 2er ? 


P, (x)= £ 


Pa (z) = X (—1)”" 
donde n>"r>di(n4 1). 

9. Por el método seguido en $ 97-5 con los de LEGENDRE, demués- 
trese la ortogonalidad de los demás polinomios de la tabla de $ 97-12 uti- 
lizando el ejercicio 7, 

10. Demostrar la ortogonalidad de los polinomios de LAGUERRE y de 


HERMITE, partiendo de la generación por derivada D" ($ 97-11) en la 
forma 


f e-ramL, de = f x”Dn» (e-rgnr)dæ ; 
f e-rgmEl, de = f mD” (e-x°xn)dr. 


11. Hallar las funciones normalizadas de los polinomios de $ 97-12, 
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S 98. SERIES TRIGONOMÉTRICAS 


1. Teorema fundamental de Riemann. — La teoría general 
de las funciones ortogonales ($ 97) nos permitirá deducir gran 
parte de la clásica teoría de FOURIER, como caso especial de los 
resultados obtenidos, cuando el sistema ortogonal es (cos mx, 
sen mx) ($ 97-1, ejemplo). Tendremos (cfr. $ 97-2): 


[98-1] f(x) ~ das + (a, cosa + bı seng) +... + 
+ (Am cos me + by sen mz) + ... 


y los c. F. (coeficientes de FOURIER) se expresan, en virtud de 
$ 97-1, ejemplo, por 


2r 
| üm = -f f(t)cosmtdt , 
[98-2] T 
| bmn = — f f(t)senmtdt , 
f T Jo 


siendo, por tanto, Cc, un a, O UN bm, según la paridad de n, y 
debiendo modificarse, en consecuencia, la escritura de algunos 
resultados. Así, la desigualdad de BESSEL (§ 97-2, an) se escri- 
birá: 


. n. 1 2T 
Ja? + Elan? + dn2) < — f f(e)? da. 
1 T Jo 


DEF. Serie trigonométrica es toda serie del tipo [98-11] y 
coeficientes cualesquiera. Serie de FOURIER (s. F.) de f(x) es 
la serie [98-1] de coeficientes [98-2]. 


NOTA. Según el tipo de integral que se considere (RIEMANN-CAUCHY, 
LEBESGUE, DENJOY) tendremos una teoría de s. F. distinta. La más satis- 
factoria por su armonía es la de LEBESGUE, que es común en muchos as- 
pectos con la de RIEMANN-CAUCHY. Los coeficientes Am y bn quedan de- 
terminados unívocamente por f(x) mediante [98-2], pero distintas fun- 
ciones pueden dar los mismos coeficientes. Para que esto no suceda cabe 
restringir adecuadamente la clase de funciones a considerar (como hemos 
hecho en § 97-7) o ampliar el concepto de funciones aquivalentes a las 
que difieren sólo en un conjunto de medida nula (como hace LEBESGUE). 


EJEMPLOS: 1. Será útil para lo sucesivo la serie trigonométrica: 
[98-3] 3 + cosx + cos2x + cosáx + ... + cosme + ... 


no convergente en sentido usual para ningún æ; ni tampoco cuadrática- 
mente, pues no €s s. F. de ninguna función, por ser divergente la suma 
de cuadrados de los coeficientes. No obstante, interesa, como veremos, por 
tener acotadas las sumas sucesivas, excluído un entorno del origen. En 
efecto, multiplicando sus términos por 2sen ¿x, se puede escribir: 


2cosmx.senixr = sen(m + 2)x — sen(m—i)x , 
luego: 
sen(n + 4)x% 


[98-4] top cos«æ -H cos2x -+ ... + cosnx = da 


108 XXV. SERIES E INTEGRAL DE FOURIER $ 98 -1 


Podría también calcularse mediante la función exponencial formando 
progresiones geométricas, como en [99-29]. 
2. Análogamente: ) 
cos ły — cos (n + ł) x 
[98-5] seng + sen2æ + ... + senang = —— rnis 
3. En cambio, deberá multiplicarse por 2sen x, para este caso: 
[98-6] seng + sen83x -+ sen 5% + ... + sen(2n—1)x = 
_ l—cos2ng _ (senngr)? 
2senx ` seng 


TEOR. (RIEMANN-LEBESGUE). Si f(x) es integrable (L o 
R absolutamente) en (a, b) se verifica para v — œ: 


[98-7] f'L(0)cos vedz = 0 , S'1(2) sen væ dz > Q. 


Si es f(x) de cuadrado integrable, descomponiendo (a, b) 
en partes, si abarca más de un período, y ampliando la función 
con valores nulos para cubrir (0, 21), podemos suponer que es 
éste el intervalo. 

a) Si es v=M, ya se ha demostrado ($ 97-2, az). 

b) Si es v=n-4 4 (caso que interesa especialmente) bas- 
ta desarrollar el seno y coseno del binomio y aplicar la con- 
clusión anterior a las dos funciones de cuadrado integrable 
f (x)cos 4x, f (x)sen 4x. 


GENERALIZACIÓN. C) Si f(x) admite derivada f'(x) acota- 
da e integrable, basta integrar por partes: 


$ '£(2)cos væ dg = L f(x)sen vg '— Z S P (a)sen væ dz — 0. 





d) Si f(x) es continua o de variación acotada es también 
aplicable la integración por partes ($ 79); y para el caso más 
general enunciado en el teorema de RIEMANN-LEBESGUE. que no 
nos interesa, basta aproximar f(x) por una función absoluta- 
mente continua. 


2. La integral de Dirichlet y su carácter local. — Puesto 
que los c. F. vienen expresados por las integrales [98-2], las 
sumas S, de la serie [98-1] se calculan mediante las fórmulas 
[98-4] y [98-5]; pero se prefiere reducir los binomios que 
aparecen bajo el signo, en esta forma: 

cos mt.cosmx + sen mt .sen mg = cosmít—x) , 
y poniendo t— x = u, resulta según [98-4]: 


[98-8] 
2r 
Sa (1) = a f [3 +- cos u + cos 2u +... + cos nu] f(x + u)du = 
"0 


T 
] r sen(n-]- 1)u 
, 


= - f (x -| udu 
2n. sen Ja (es i 
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bien entendido que cada integral debe extenderse sobre cual. 
quier intervalo de amplitud 2x1. Esta integral de DIRICHLET, 
en que sẹ funda la teoría rigurosa de las s. F., suele escribirse 
así, fraccionando en dos el intervalo (0, 2x): 


>f sen(n++3)u [f (& +u) + f (£ —u)] du. 


[98 9] Sn (x) E 97 sen ? ly 

De ella se deducen los criterios de convergencia de DINI, 
JORDAN y Du B0Is REYMOND, que enunciaremos después; pero, 
ante todo, interesa una consecuencia inmediata, muy importan- 
te, que algunos llaman teorema de RIEMANN: El carácter en 
un punto x de la s. F. de una función f(x) absolutamente in- 
tegrable, sólo depende de los valores de ésta en un entorno de 
x, arbitrariamente pequeño. 


Vcamos, en efecto, que para otra función g(x)= f(x), en un entorno 
(1 — 5, x + ô), con valores arbitrarios (por ejemplo nulos) fuera de él, la 
suma Sn, tiene el mismo límite que la suma análoga: 


1 T sen(n u 
So) = 5 O A eo 42) 4 g(e— uldu , 
sen 3 
pues la diferencia de integrales se reduce a la integral en (ô, x) 


En (x) — Sr(x) = air f Posen (n+ audu 
donde 5 
F(u) = [f(x 4+ u) + f(x—u)] : sen ¿u 


y como esta función F(u) es integrable absolutamente en ese intervalo 
(6, x) es aplicable el teorema fundamental de RIEMANN; luego s,(x)— 
— S,(1) > 0 en ese punto zx. 


NOTA. Es sorprendente este resultado, ya que en el valor de la serie 
en un punto v, intervienen todos los c. F., cada uno de los cuales depende 
de todos los valores de f(x) en (0,211); pero en las expresiones [98-71], 
la función se diluye en infinitas oscilaciones de signo contrario, que se 
compensan; y si no sucede igual en la integral [98-8] de DIRICHLET, es 
por el denominador nulo en el crigen, siendo éste y su entorno lo que 
influye solamcnte en el límite. 


3. Criterios de convergencia de la serie de Fourier. — El 
tránsito de la convergencia cuadrática a la ordinaria plantea 
delicados problemas: 1%) ¿En qué puntos x converge la s. F. 
de f(x) y hacia qué límite? 2%) ¿En qué intervalos es uni- 
forme la convergencia? Solamente tendrá cabida en este Curso 
elemental el criterio que interesa para justificar los desarro- 
llos más frecuentes; pero, ante todo, planteemos la condición 
de convergencia hacia un límite prefijado s, en un punto z. 


La igualdad [98-9] de DIRICHLET para la función constante f(x) =1 
(cuyos e. I. son: o= 2, @ =bi=4=b1=... =0) se reduce a ésta: 
1_(” sen(n-+ 6j)u 
27., gen hu 


2 du 





[OR-10] T= 
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luego restándola de [98-9] después de multiplicada por el número s, re- 
sulta la fórmula fundamental: 


1 T sen(n + ¿)u 
[98-11] s,(x) s= F EEUN [f(x +u) + f(x — u) — 2s]du, 
cuya convergencia hacia 0 es la condición necesaria y suficiente para 
que la s. F. tenga la suma s para un cierto x. 

El teorema fundamental de RIEMANN permite reducir el intervalo 
a (0, 6), pues la integral en (6, x) tiende a 0 para n—> œ. En se- 
gundo lugar, simplifiquemos el denominador, poniendo 3u en vez de sen iu, 
y resulta una condición equivalente, ya que la diferencia entre ambas 
integrales es: 





3 1 2 
sen 2)u — —| [f(x + u f(x — u) — 25]du, 
Jose da | y, E teH H eo 29] 
donde los factores que acompañan al seno son finitos en el origen; y 
por el teorema de RIEMANN tiende a 0 la integral, para n —> co. El cri- 
terio de convergencia hacia s se reduce, por tanto, a esta condición, nece- 
saria y suficiente: 


ô , 3 
[98-12] f AS E + f(x —u)—2s]du > 0 


para n — œ, la cual se verifica, por el mismo teorema de RIEMANN, si 
es integrable absolutamente el coeficiente del seno, Resulta así el sencillo, 
pero eficaz, criterio siguiente: 


CRITERIO DE DINI: Condición suficiente para que la s. FE. 
de f(x) tenga suma f(x) en el punto x es la convergencia de 
la integral: 


[98-13] le +) How) 2) de wi 
E ¡ED y 
E t ' 


siendo uniforme la convergencia si ò es independiente de zx. 
Casos particulares importantes son: 


Condición de LIPSCHITZ: Para la convergencia de la s. F. 
es suficiente que el incremento f(x +t)—f(x) sea infinitési- 
mo de orden positivo, respecto de £t> 0, 

En particular: La función f(x) es desarrollable en s. F. 
en todo punto donde admite derivada finita; y en todo punto 
de discontinuidad de primera especie, si las dos ramas admi- 
ten tangente; pero en este caso la serie converge hacia el lí- 
mite 4[f (x-)+ f (x+)]. 

La convergencia es uniforme en [a,, b1] si además es f(x) 
continua en (a,b) con a< a, <b,<b. 


EJEMPLOS. Como aplicación de este criterio simplicísimo, y para ejer- 
cicio del principiante, daremos en el párrafo siguiente varios desarrollos 
convergentes para todo x; bien entendido que en los puntos de disconti- 
nuidad se asigna a la función el valor promedio de los límites u ambos 
lados, 
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OTROS CRITERIOS DE CONVERGENCIA. — En vez de referirse 
a cada punto x, como el criterio de DINI, se refieren a un inter- 
valo los siguientes: 


CRITERIO DE JORDAN. — La s. F. de una función absolutamente inte- 
grable, converge en todo intervalo donde tenga variación acotada ($ 55-9). 
La convergencia es uniforme hacia f(x) en un intervalo interior a cada 
intervalo de continuidad, y en los puntos de discontinuidad de 1% especie 
converge hacia el promedio ¿[f(x7)+1f(x%')]. 

Podemos suponer 


[98-14] q (u; x) = so, 


f(x +) + f(x —u) 

2 
con s=3[f(%)+ f(%*)], diferencia de dos funciones monótonas crecien- 
tes (§ 55-9, d), y razonar como si p(u;x)>0 fuese creciente, tendiendo 
a cero con u [uniformemente en w si f(x) fuese continua]. Para 
v=n + 3, aplicando a [98-12] el segundo teorema de valor medio ($ 79-2) 
sale: 





ô ô 
2 ( q(u; x) a du = 2p (0; x) f SEDU du = 
0 u E u 


ve t 
CT sent 
< 20(8,0) |, ~p dt = 2. 1,851937... ẹ (8; x) > 0 con ð—>0 , 


pues Cs 

x pe sen t de sen t E 

e —— dt < — dt > 

2 J0 t 9 t Jve ’ 
independientemente del valor de ». Así para ô= ð, suficientemente pequeño, 


podemos hacer primero q(8,;x) < y arbitrariamente pequeño, y habiendo 
fijado así d,, por el teorema de RIEMANN es 


ò, s 4) 
lim 2 olu; x) _sen(n y Yu du =0. 
nou S u 


Los ejemplos siguientes muestran que los criterios de DINI y de JOR- 
DAN no se incluycn uno al otro. 


EJEMPLOS: 1. Para f(x)=1/ln(1/x) en 0<x<x; f(x)=0 en 
n <x < 2x, se cumple el criterio de JORDAN con s. F. convergente, pero 
no se cumple la condición de DINI, pues 


Je mam = | — (mp) |] = + o. 


2. En cambio f(x)=xuws“sení[1/xX) en 0<x<x; f(x)=0 en x< 
<< 2x1, con 0<0<1 cumple el criterio de DINI en x = 0 con s, F. 
convergente, pero no cumple el criterio de JORDAN, por no ser de varia- 
ción acotada. 


Veamos un criterio que comprende a los dos anteriores: 
CRITERIO DE VALLÉE-POUSSIN. Si la función 


1 t 
y(t) = Í plus z)du , 
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es de variación acotada en un semi-intervalo a la derecha de 
t=0, con q(u;x) dada por [98-14], entonces la s. F. es con- 
vergente. Si se elige s de manera que ¥(t)—0 para t—> 0, 
la suma de la serie es s. 


Pues (t; x)= d/dtity(t)}=y(t)+ty' (t) y como y(t) es de 
variación acotada y tiende a cero, la parte de integral [98-12] que le 
corresponde tiende a cero por el criterio de JORDAN, mientras que por ser 
Y’ (t) integrable (L) (§ 95), la parte correspondiente a t¥'(t) tiende 
a cero por el criterio de DINI. 


4. Ejemplos de desarrollos convergentes. — Es útil tener 
en cuenta que si f(x) es periódica con período 2x e integra- 
ble, es: 


[98-15] $ 10) de E $72 (0)60 


+27 
[98-16] So) ds = METOE z e f(x) de. 
a “0 —r 


Casos particulares interesantes son: 


Función impar: f(—x)= —f(x). Transformando [98-2] 
de acuerdo con [98-16], último miembro, resulta : 


amnm=0 ; bn == [L (2) sen ma de > (m=0,1,2,...) ; 
T vo 


00 
f(x) ~ 3 b,sennzr , 


n=1 
serie de senos, análoga a potencias impares. 


Función par: f(—x)= f(x). Se obtiene análogamente: 


an = fE (2) cos mae de ; ba=0 ; (m=0,1,2,...) ; 
T “o 


00 
f(x) ~ day + S a, cosnxr , 

n=1 

serie de cosenos, análoga a potencias pares. 
Dada una función integrable arbitraria en (0, 1) se la pue- 

de suponer completada en (—I, 0) ya como función par o im- 
par, para obtener su desarrollo ya en serie de cosenos, ya de 
senos. 


Función alternada: f(x + n)=— f(x). De cos 2n(x + 1) = cos 2nx; 
sen 2n (x + x) = sen 2ng, resulta, descomponiendo las integrales [98-2] en 
suma de integrales en los intervalos (0,x) y (x, 2x): 


hd === =...=0 ; b=b=b =... =0. 
Calcúlense los c. F. de las funciones representadas en las gráficas 


siguientes y demuéstrese, mediante el criterio de DINI, la validez de los 
correspondientes desarrollos convergentes para todo g: 
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FUNCIONES IMPARES (series de senos): 
EJEMPLO 1. fı(x) =-+a/4 en 0< x< nx (fig. 331). 





Fig. 331. 


sen 3x sen Dx 


f(x) ~ seng + 3 E 


Para x = ¿n se obtiene la suma de la serie numérica (cfr. $ 45-6, nota) : 


x 1 1 
Tek 


1 
AAA a 
EJEMPLO 2. fi(x)=3(a—«u) en 0<x<xau. (fig. 332). 





Fig. 332. 


sen 2g sen 3g 


f(x) ~ seng + 2 + 
EJEMPLO 3. (Fig. 333): 


fala) [ z en O0<zr<łr 
gv) = 
x n—xw* en n<[lır<sn. 








Fig. 333. 
h(a) ~ F song — ee p E, ] 


Para x = àn se obtiene la suma de la serie numérica: 


0/8 =1 4 (1/39 + (115) +... 
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FUNCIONES PARES (series de cosenos) : 


EJEMPLO 4. (Fig. 334): 
f+3/4 en 0<x< da 


Ad en la<x<x. 





Fig. 334. 
cos 3x cos 5e 
f(s) — cosa — —— E 


También se obtiene de ejemplo 1 observando que f.(x)= fi(w + 21) 


EJEMPLO 5. f:(x)=3ix— 2ix en 0<x<aua. (fig. 335). 






31 T 
2 


Fig. 335, 


4 cos 3 cos 5 
sa) - | cosx + —=— + aa Pua ] 


También se obtiene de ejemplo 3 observando que f:(x) =fs(x + żx) e 


EJEMPLO 6. f(x) =x? en —a<x<xw (fig. 336). 








cosx cos 2x cos 3x 
tla) — 4 1 `T g AE.) 


ce le od 


12 ga sa 
Restando de la serie numérica del ejemplo 3 resulta: 
3 


1 1 1 
aott t 


Ya o 2 q" 
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Para x =x se obtiene: 

m 1 

w a 

NOTA. Du Bors REYMOND dió el primer ejemplo de una función con- 

tinua con s. F. no convergente. Uno de FEJÉR, relativamente sencillo, es 
el siguiente: Si ponemos 





1 1 
tog Pa 


sen kx 





n 
fa(x) = 2sen ng > 
k=l k 


y construimos la función 
So 
f(x) = 2 zf ma (0) , 
n=1 w 2 
ésta resulta continua con s. F. divergente en x= Q0. 


5. La suma (C) de las series de Fourier y las integrales singulares. — 
Habrá observado el lector que la convergencia de la s. F. de f(x) en el 
punto x hacia el valor f(x%), aun siendo esta función continua en él, 
exige condiciones complementarias. Hay, en efecto, funciones continuas 
sin excepción, cuya s. F. no converge en algún punto ($ 98-4, nota); la 
feliz idea de FEJÉR (1902) de aplicar a la serie el método de promedios 
de CESARO (Cap. V, nota I, g) transforma la integral de DIRICHLET en 
la integral de FEJÉR, más sencilla y eficaz. En efecto, al sumar las ex- 
presiones [98-8] haciendo n = 0,1,2, ..., para formar el promedio o, = 
= (1/n) (S +S% +... + Sr) aparece en el integrando la suma de senos 
de múltiplos impares de ¿u, que ya se ha calculado en [98-6] (basta po- 
ner x = łu) y resulta la integral de FÉJER: 


T 2 
[98-17] o(a) = 7 i E EPA [f (e + 4) + f(2—u)]ldu = 


EE se O dE 


2n1 Jr (sen łu)’ 


En particular, aplicada a la función constante fíx)=1, ya se ha 
visto en [98-10] que vale s,(x)=1, luego su promedio es también 1; 
por tanto, la fórmula paralela a la [98-10] es: 


1 T (sen nu)? 
t 


[98-18] Dnr DA “(sen du)? mE t. 


La integrel de FEJÉR queda clasificada en una familia muy amplia 
que tiene frecuentes aplicaciones: 


Drr. Se llama integral singular en el punto x a la integral para- 
métrica que tiene la forma 


a 
F,(%) = f lu)ilx+u)du , 
—a 
de núcleo A,(u) > 0 en un entorno del origen, y cumple estas condiciones: 


a 
I) f àn (ujdu > 1 para n> %. 
—(| 


q 
11) f An(u)du —>0, si p y q están a un lado de 0. 
E 


Pu virtud de IP, la convergencia de la interral T hacia 1 se verifica 
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en todo entorno de 0, puesto que en todo intervalo fuera del entorno 
tiende a 0, al crecer n. Resulta, pues, que el valor de la integral, o sea 
del área, sensiblemente 1 desde un n en adelante, se concentra en el en- 
torno del origen; por tanto, la curva que representa la función 1,(u) se 
va elevando en éste, como se observa en los ejemplos; y en los casos más 


sencillos tiene forma de campana que se estrecha y eleva indefinidamente 
al crecer n. 


EJEMPLOS. Compruébese que satisfacen a 1 y II los núcleos siguien- 

tes en (—o, +00) (indicando con exp t la función e'): 
A 
1 + nu? , 

Con ellos las integrales análogas a [98-18] no valen 1, sino x y Vx, 
respectivamente. Ese número se llama coeficiente de convergencia; y es 
obvio que se puede reducir a 1, dividiendo el núcleo por él, 

Nótese que las curvas campaniformes son, en estos casos, la versiera 
($ 33-10, ejemplo) y la curva de GAUSS e-2?, 

El teorema siguiente debe ser considerado como uno de los más im- 
portantes del Análisis, porque sistematiza multitud de razonamientos de 
esencia común y aspecto distinto, ahorrando muchas repeticiones. 

TEOR. 1. Si la función acotada f(x) tiene limf(x)=1 para x—> xo, 
también la transformada F,(x.) >l para n >0%,. Por definición de lí- 
mite, fijado e > 0, existe un entorno (—c, c) de «o, en el cual es 
f(a)=!1+85(x%), |6(x)| <e. Descompongamos: 


mo [le ff 


y para n > 0 tienden a 0 la 12 y 32 integrales, en virtud de la hipótesis 
TI, pues en valor absoluto no superan a las respectivas M f 1, (u) du —> 0. 
La segunda integral vale: 


1e An (u) [1 + 5(u) ]du = nf" A, (u) du + il An(u)d(u)du , 


cuyo sumando 2% es en valor absoluto menor que 
e 
ef An (u)du < 2e , 
(7 


mientras el primero tiende a l, por la hipótesis I. En definitiva: 
lim F,(x)=1 para n> 0, 

Si f(x) es continua en un punto xo, es decir: 1= f(%0), este valor 
viene dado como límite de la integral singular; y si f(x) es continua en 
un intervalo, viene expresada en la forma f()=limYF,(x) para n—> 0, 


An (u) = Aalu) = n.exp(— nu?), 


NoTAS: 1. La convergencia es uniforme en todo intervalo cerrado 
interior a otro de continuidad de f(x), porque entonces, en la demostra- 
ción anterior puede elegirse c independiente de x en dicho intervalo. 


2. Si en (I) el límite no es 1, sino AŒ 0 (coeficiente de convergen- 
cia), es claro que F,(x)> Al. Si el punto singular es extremo del inter- 
valo, la demostración subsiste para el límite lateral. Finalmente, si el 
punto singular es interior, pero son distintos los límites laterales V y l 
y los coeficientes de convergencia son X, A, el resultado es: AT +t. 


TEOR. 2. (FEJÉR). La serie de FOURIER de toda función continua 
f(x) es sumable (C) y su suma viene expresada por la integral de 
FEJÉR: 


Ze 1 T (sennu)? . 
19810] f(a) = lim /” Cmos u Sdu 
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y subsiste la igualdad para las discontinuidades de 1% especie en que f(x) 
toma el valor promedio 3[£(x")+f(%*)]. 

El núcleo de la integral cumple la condición 1, pues según [98-181] 
es constantemente 1. Separado un entorno (—c, +c) de 0, el denomina- 
dor se conserva superior a (sen ic)? y el numerador no supera a 1, ni 
la función a una cota M; luego, sacando estos factores constantes, queda 
la integral de du, que vale 2x, y con el coeficiente exterior queda 1/n > 0, 
luego se verifica II. Aplicando el teor. 1, resulta [98-19]. 


NoTA, 3. El promedio o.(x) tiende uniformemente a f(x) en todo 
intervalo cerrado interior a otro de continuidad de f(x), como consecuen- 
cia de nota 1. 


_ TEOR. 3. (WEIERSTRASS). Toda función continua puede aproximarse 
uniformemente mediante polinomios, es decir, si f(x) es continua en 
[a, b], dado £ œ> 0 arbitrario, a él corresponde un polinomio p(x) tal que 


[98-20] |f(x2)—p(x)| <e en a<zgz<sb. 


En efecto, si a<a<b<B, mediante t = 2a (x —a)/(B— a) pode- 
mos transformar [a,b] en un intervalo interior a [0,27] donde f(x) puede 
prolongarse de infinitas maneras por continuidad, y por el teorema 2, nota 3, 
existe entonces un polinomio trigonométrico olx) tal que | f(x) —o0,(x*)| < 
< ¿e en el intervalo [a,b]. Basta entonces reemplazar los senos y cose- 
nos de o,(x) por sumas parciales de su desarrollo de TAYLOR (88 45-2, a, 
y 43-4, a) suficientemente largas para que el polinomio p(x) obtenido 
cumpla |o,(x)—p(x)| < de, y entonces quedará demostrado que 


[£(0)—p(0) | < |£(0)—o(0)] + lon(2)—p(x)] < e. 


NOTAS: 4. Del teorema 3 resulta la aproximación cuadrática por po- 
linomios, es decir que es denso el sistema 41,x,x?, ...» de las potencias 
de x ($ 97-6, b y c). 

También resulta de teor. 2, nota 3, la aproximación cuadrática in- 
definida de toda función f(x) continua en [—x, x] por polinomios 
trigonométricos, es decir la densidad del sistema trigonométrico, ya seña- 
lada en $ 97-6,a. En efecto; 1%: Si f(—x)=f(), prolongada f(x) 
por periodicidad resulta [—x, 1] interior a un intervalo de continuidad 
y es aplicable nota 3. 2%: Si f(l—a)*1f(x1) para cada e >0 existe una 
función g(x), continua en [—x, x], con g(—x)= g(x) tal que 


(e) eg(z)]'de < łe ; 
como por 1% existe un polinomio trigonométrico o0,(«) tal que 
— le()—o (2) Tide < de, 
resulta de la desigualdad triangular para las distancias ($ 96-2, nota) 
JU tot) ota) 3 de < (3 Ve + $ Ve)! = e. 


5. Se conocen varias demostraciones directas del importante teore- 
ma 3. Una muy breve es la siguiente: Dada f(x) continua en [a,b] y 
por tanto uniformemente continua (§ 26-6), se vió en § 26, ejercicio 6, 
quo existe una poligonal p(x) tal que | f(x)—«q(x)| < e para todo x de 
[a,b]. Según ejercicio 7 del $ 26, toda poligonal puede expresarse me- 
dinnte la función |e|=-+vVx"=-+ V1—(1—+?), expresable también 
como límite de polinomios ordenados según las potencias de 1— g’ 
(4 46-5). Luego, tomando suficientes términos de los desarrollos en se- 
rio, la poligonal ọ (x) se puede aproximar por un polinomio p(x) cor 
error <r, y cel mismo polinomio aproxima f(x) con error < ?r. 
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TEOR. 4. (FEJÉR-LEBESGUE). La s. F. de f(x) es sumable (C) hacia 
f(x) para todo x del llamado conjunto de LEBESGUE, donde se cumple 


h 
[98-21] dí ¡[f(x +t)—f(x)]dt = o(h) , 
0 
lo que ocurre en casi todo [0,2] ($ 95, Ejerc. 16). 
Así en la teoría de LEBESGUE, la s. F. representa univocamente la 
función a menos de un conjunto de medida nula, es decir, dos funciones 
con la misma s. F. son equivalentes. En la teoría de CAUCHY-RIEMANN 


para obtener dicha unicidad se ha de restringir severamente la familia 
de funciones f(x) ($ 97-7). 


Sea x« un punto que cumpla [98-21] y tomemos s$s —f(x) en [98-14] 
para la [98-19]. Resulta: 


t t 
2 f | (u; x)| du = f | £ (x + 2u) + f(x —— 2u)— 2f (x)| du < 
0 0 


t t 
< f |£(x + 2u4)—f(2)| du + ( | £ (x — 2u)— f (x) | du = o(t) , 
0 29 
por lo que 
t 
(t) = Í | plu; x)|du < p.t , 
con > 0 arbitrario, para 0<t<e. Poniendo n > 1/e quedará: 
ô 2 1/n E ô 
[98-22] f AL E f + f + f =h+ lth. 
0 t 0 1/n e 
Como sen? 0 < 6%, es (integrando por partes en Je): 
| 1/n 1/n 
ai= [<f |o(t;x)|dt <un ; 
e ; 
1 =|(1] < [2D y 20 a 
l/n t E” 


1/n n 
€ a(t) 
e E 





+42| La<t ON E < + gun < 3un ; 


m= |f']s 


Teniendo en cuenta [98-22], queda 
senmi 





6u 2A 
T T x. ne’ 








2 ô 
ar do p(t; æ) 


a| < X 


verificándose la análoga de sa para [98-19] si se elige u primero, 
dando e y luego n suficientemente grande. 


6. Integración de series de Fourier. — TEOR. Toda serie de 
FOURIER, aun no siendo convergente (y por tanto, sin que la 
convergencia en su caso necesite ser uniforme o acotada) es 
integrable término a término en el sentido de que la serie que 
resulte, converge como serie de FOURIER hacia la integral de la 
función dada. 
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Si f(x) tiene An, bn como coeficientes de su s. F. [98-1], la 
T 
F(x) = f 4£(t) — ¿ap dt 
0 


es periódica, F (21) = F(0)=0, continua y de variación acotada ($ 55-9 
y 8, ae S 2d por lo que es desarrollable en s. F. convergente para todo æ 


($ 9 
00 
F(x) = 3Ao + 2, (An cos ng +- Bn sen ng). 
n= 


Aquí es, análogamente a [98-1], e integrando por partes: 


1 27 1 2r 
A, = 1f F (t)cosnt dt = -/ Jf (t)— 3a0) sen nt dt = 
Tm Jo NT 0 
1 (2 ba 
= — — f(t)senntdt = — — , (n=1,2,3,...) ; 
ART JO n 
B=/* F (t) sen nt dt =+| rw e] sl 


a 4£(t) — za} cos nt dt = 


= hn 


-E S tO cosntat = en a AO Bp) 


donde la parte integrada se anula por ser F(2x)= F(0)=0 


Queda asi: 
an sen nx — b. cos ng 


00 
F(x) = 3A9 + Y , 
n=1 n 


y para x = 0, resulta 
1 bn 

[98-23] BA. = 5 e y 
donde por tanto, el segundo miembro representa una serie convergente, si 
b, son c. F. de una cierta función; restando estas dos queda 

© a,senng + b, (1 — cos ng) 
A A 
n=1 n 


F(x) = , 
donde cl segundo miembro está formado por las integrales término a tér- 
mino de la serie [98-1], como queríamos demostrar. 


La convergencia de la serie [98-23], siempre asegurada si los b, son 
coeficientes de una serie de FOURIER, prueba que el ejemplo de Farou 
s sen nax/(inn), convergente para todo w ($ 22-4, c), no es una serie 
de FOURIER, por ser divergente ($ 80-6, ejemplo) la serie Xx 1/(n1n xn). 
lún efecto, podría comprobarse que la serie trigonométrica de FATOU no 
er integrable (L), y es fácil probar oque la suma de la serie integrada 
y cosng/(nlnan) tiende a infinito para x — 0, 


7. Fenómeno de Gibbs-Wilbraham. — Fué observado empíricamente 
por GIBBS, al trazar gráficas aproximantes mediante los analizadores ar- 
máónicos ($ 99-7), aunque ya fué descubierto anteriormente a GIBBS 


(1898), por I. WIBRAHAM (ver Cambridge & Dublin Math. J., 3, P. 
LIOR 201; 1848). 
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Se explica por no ser uniforme la convergencia de la serie de FOURIER 
en el entorno de una dis- 
continuidad de primera 
especie de f(x), aun 
cuando en ésta la s. F. 
sea convergente. Las su- 
mas parciales de la serie 
[98-1] se acercan median- 
te ondas a la curva da- 
da tanto como se quiera 
en cada punto, pero en 
el punto de discontinui- 
dad x de primera especie 
dan una altura de onda 
que excede en cerca de un 
18% el valor de f(x*). 
Es fácil referir, por di- 
ferencia, el caso general 
al caso particular (figu- 
Ta 337): 








[98-24] == O en Oea, 


en cuyo desarrollo de FOURIER del segundo miembro, por ser función im- 
par, resulta a, — 0, mientras que 





bn a 2 sen na de = e 
2 n 
Repitiendo el cálculo de $ 98-3, resulta al integrar 
z n e _ (* sen(n+3)t 
Í G+ Z cos kt) dt = $æ + Snr (£) = J, aaan rl dt , 


y por tanto, la suma parcial s„ (x) de [98-11] viene dada por: 





= E sen. ke Je sen(n + 3)t 
513 2 = — te + ETT dt , 
con resto respecto de [98-24]: . 
_ Q senke L sen(n + 3)t 
[98-25] r,(x) A % = in — Sn dt = 





(n+ a 
= 3 sy snt dt + or(x) , 


siendo 


2t sen 3t 


con n>0% ó x > 0, por ser continuo el quebrado del integrando en t=0 
($ 98-1). 

Para hallar la aproximación más desfavorable, obtengamos en «4 
Æ 2kx, la derivada de [98-25]: 


T At — 
Qr (x) = f A enika ZO, 
0 


sen(n+ 3%) 
2 sen da 


en æ, = 2kx/(2n 4-1) para k=1,2,...,n, 1-1, ..., 21. 


Y. (£) = — 
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En cada %, (variable con n) resulta de [98-25]: 
A kT seng : 2kn 
lm na)= a f E + lim 07,77) 
y para k= 1 queda 
; 2x T seng 
im om (3, 77) as lle ao 
= 3 — 1,851937... = — 0,281 14... 


Así es y= łn. 1,178 979 ... que excede al semisalto łn en cerca de 
un 18 %. 


Observemos expresamente que si aproximamos f(x) mediante las me- 


dias aritméticas o»(%) de FEJÉR ($ 98-5), el fenómeno de GIBBS no sub- 
siste. 





EJERCICIOS 


1. Hallar los desarrollos de FOURIER de: 
a) f(x) = x/(2x) para 0<x< 2x 


b) f(x) = x/(2x) para 0O<x<xa , 
f(x) = (2/(2)) — 1 para a<xw<2x 


c) f(x) = |senx] para 0<x< 2x 
d) f(x) = |cosx| para 0<x<2x 


e) f(x)= 3 para a<x<i(a+b) , 
f(x) = —} para ¿d(a+b)<x<b , (a<b). 


, 


. 
, 
. 
, 


. 
3 


2. Hallar para qué valores de x son válidos los desarrollos: 
In | 2 cos 4x | = cosx — ¿cos2x + 3cos3x — ... , 
In |2 sen 3x | = —cosx — ¿cos2x — $ cos838xr — ... 


3. Si 4,, b, son los c. F. de f(x%), demostrar que para |r|<l1 es: 
žao + Yn (an cos ng + bn sen ng)” = 


La 1—r 
UN if 1 — 2r cos (x — t) + 7 1 (t)de. 
4. Demostrar que 
lim 1 Aa S f(t)dt = bif (x+) + £(w)] 
r1- 2a Jo 1—2rcos(s —t)+ r = +£(0)] , 


en todo x para el que existe el segundo miembro, 


5. Una serie de FOURIER puede multiplicarse por cualquier función 


g(x) de variación acotada e integrarse término a término entre límites 
finitos, 


6. Para k., números naturales cualesquiera, estudiar si Y, (cos k,x) /n' 


representa la serie de FOURIER de su suma, y el orden de decrecimiento 
do los c.T". ay = 1/7. 
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7. Demostrar que si f(x) satisface la condición de LIPSCHITZ de or- 
den p: 


f(x +h)—f(<) = O([hAlP) , (0<p<1) para h>0 , 
uniformemente respecto de x, entonces es a, = O(n?), ba = O(n”). 


8. Demostrar que si f(x) es de variación acotada, entonces es an = 
= 0(1/2), b,= 0(1/n). 


9. Si f(x) es absolutamente continua de período 2x, entonces es 
a, =0(1/n), b,=o0(1/n). 
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1. Serie de Fourier en intervalo cualquiera. — Una serie de 
la forma 


nx 
3 1 
[99-1] f(x) ~ 2as +5 (aa cos 32 + bn sen — a ze) 
representa una función periódica con período 2x1. Los coefi- 
cientes, en lugar de [98-2], vendrán dados por 


1 TA 
Í n = £(t) cos La 
[99-2] e 


nt 

l b, = ASA A e e (n=0,1,2,...). 

Para verlo basta úl las funciones del sistema 
[cos nx/A sen nx/1) que es ortogonal en cualquier intervalo de 
longitud 24, o bien más brevemente observar que el cambio de 
variable x/1=x" transforma £(x) en una función f(1x') = 
= F(x’) de período 2x1, y escribir para ella [98-1] y [98-2] 
(con integrales entre —x y x, cfr. [98-16]). 


EJEMPLO. Sea 
fla) ={ 3 para a<x<i(a + b) 
—á4 para ¿(a+ b)<x<b , con período b—a, 
Es 1= (b—a) /2x, dando función impar en x — a, respecto de la cual 








es 4,=0, 
ł (a+b) ; = 2/ (an) si n es impar, 
ba = = O a ERA P 
b—a b—a 0 si n es par, 
También se reduce el ejemplo 1 de § 98-4 mediante 
2 xv — a 
f(s) = n £s e a) 

y resulta 





5 sen | Da =t]. 


2 
fle) + 2k—1 


te -- 1 
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2. Integral de Fourier. — Teniendo en cuenta [99-2] pode- 
mos escribir el desarrollo [99-1] así: 
1 1 gr nta —.t) 
[99-3] f(x) == f(t)dt + E — Í (t) cos ————- di. 
21 —TA kT TA -TÀ A 
Si para 1>0 ponemos n/)= Un, la serie de [99-38] toma 
la forma 


TA 


£ (o (un) (Un — Un) , 


m=1 


donde 
1 TA 
(u) = — f(t)cos ulz —t)dt , 
w) = 7 tl cos u(a—1) 


parecida a suma de RIEMANN, con Au = 1/). 


Si prescindimos de las dificultades de que las sumas de 
RIEMANN se refieren a una serie infinita y de que (u) de- 
pende de 2, al hacer 1> oo, la [99-3] se convierte, al pasar 
al límite, en: 


[99-4]  f(æ) ~ Z f au f" f@cosu(e— tat ; 


llamada integral de FOURIER y que representa (con las restric- 
ciones que veremos) la función arbitraria f(x) sobre (—œ, œ) 
en la misma forma que una serie de FOURIER representa la 
función con período finito. Obsérvese que en la integral rei- 
terada [99-4] no puede invertirse el orden de integración, pues 


P 
f cos u (x — t) du 
0 
es oscilante. 
Desarrollando el 


cos u(x — t) = cos ux cos ut + sen uzg sen ut 
la [99-4] puede tomar forma análoga a [98-2] con 


[99-5] f(x) ~ fe (u) cos ux + b (u) sen uxy du 
0 
siendo análogamente a [98-1]: 
alu) = Lf” f(t)cosutdt ; 
[99-6] i a 
b(u) = — f f (t) sen ut dt. 
T “—o 


Ahora, en lugar de pulsaciones discretas n, tenemos pulsa- 
ciones continuas u con amplitudes a(u), b(u). 


La línea intuitiva de pensamiento seguida sería difícil de 
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justificar lógicamente y es más fácil dar la siguiente demos- 
tración directa de representación y convergencia de la integral 
de FOURIER, en condiciones suficientes que estudios más dete- 
nidos pueden mejorar considerablemente. 


TEOR. Si suponemos f(x) absolutamente integrable en 
(—o, œ), en todo punto x donde se cumplan condiciones su- 
ficientes de convergencia a S para la s. F. de f(x), tiene sen- 


tido escribir: 
1 00 œ 
[99-7] S = >S, du J i (t)cos u(x — t)dt. 


En efecto, por [98-12] será entonces 


ô 
[99-8] 28 = lim f repan AED 
n>oun Y—é$ t 


teniendo en cuenta [98-10] y que 


ô 0 ô 
LEL 
—$ —ô 0 
donde aquí ô es un número positivo cualquiera, como se ve recordando el 
teorema de RIEMANN ($ 98-1) para f(x + 2t)/t, en todo intervalo que 
tenga t= 0 como punto exterior. 


La [99-8] puede transformarse así, con inversión admisible del orden 
de integración ($ 86-4): 


28 ntt 
[99-9] aS = lim 5 (x 4- 7) d7 $, cos uT du = 


n= V —2 


n+ 28 
= lim a fe Í(x% 4 7)cos ur dr = 
n—>u —2ô 


a a Í(x + 7)cos uz dr, 


Justifiquemos que en la integral interior, el intervalo de integración 
puede extenderse de —o0 a +09, con lo que estará demostrado [99-7]. 
Si es A > 285, —A, < —20 será: 


IA ae a 


e Arz 


E 


y como por hipótesis, existe 


a Eld =C, 


quedará: 


—2 5 A 7 
pi <| fi fle t r) E ar| + | [otto 4 ET a < 


—26 A C 
< ia + T [tæ] dr ) < Dy! 
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Por ser C y ô independientes de A y A, si con m fijo hacemos 
A> +o, — åA —>— æ, resultará 


En Ee 


que para m —> +0, según a da 








m 00 C 
[99-10] lim f f — nS| < <=. 
m>on«wv0 -—00 , 20 


Como ô es un número positivo arbitrario, el último miembro puede 
hacerse tan pequeño como se quiera, lo que demuestra [99-7]. 


Como 
on 
f f (t)cos u(x — t)dt 

—0 
converge uniformemente respecto de u en todo intervalo finito, 
podemos en [99-10] invertir el orden de integración ($ 86-4, 
teor. 2) y obtener la integral simple de FOURIER: 
[99-11] S = lim =P £(t) smile 0 
m—>uw0 TR. t 


en donde no podemos pasar al límite a el signo integral. 


dt , 


3. Transformadas de Fourier. — Si f(x) es una función 
par, en [99-6] es b(u)= 0, quedando, para S = f (æ), la fór- 
mula del coseno de la integral de FOURIER: 


2 œ 00 
[99-12] f(x) = 1f cos ux du f f (t)cos ut dt. 
Si se escribe 


[99-13] g(u) = y2 I E() cos utdt , 


la [99-12] se convierte en 
2 po 

[99-14] f(x) = al g (u)cos xu du. 
T “0 


Por tanto, existe una relación recíproca entre las funciones 
f(x) y g(x) y se dice que son transformadas de FOURIER por 
el coseno una de otra. Así, por ejemplo, si f(x)e(L) en (0, œ) 
y €s de variación acotada en todo intervalo finito, entonces 
[99-13] es absolutamente convergente y [99-14] subsiste en 
cl sentido que la integral converge (no es necesario que abso- 
lutamente) hacia S =4[f()+f(x*)]. 

Análogamente, si f(x) es función impar, en [99-6] es 
n(u): 0, dando la fórmula del seno de la integral de FOURIER: 
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00 00 
[99-15] f(x) = al sen ug du f f (t)sen ut dé 
T Yo 0 
que origina las fórmulas recíprocas: 


[99-16] h(u) = y+ f Ptlsenutdt , 
0 


[99-17] f(z) = 2 f rada. 


siendo f(x), h(x) transformadas de FOURIER por el seno. En 
las modernas aplicaciones al cálculo simbólico (Ap. III), esta 
reciprocidad ha tomado importancia extraordinaria. 


4. Forma compleja. — La expresión exponencial 
ems = cos mg + isen mg 
permite expresar más sintéticamente el desarrollo y la inte- 
gral de FOURIER. 
Si en [98-2] se pone 
[99-18] Am = Um F Am > Om = Í (Om — a-n ) , 
ao = Uo ; (m = 1,2,3,...) 
equivalente a: 
[99-19] 2am = Am — ibm ; 20m = Um + Dm ; 
20% = @o ; (m=1,2,3,...) ; 
en lugar de [98-1], será: 
[99-20] fle) ~ E apeme , 
m ==-—002 


donde los coeficientes de FOURIER am, en lugar de [98-2], vie- 
nen dados por: E 


z 1 E -imt = 
[99-21] an = 32), f(t)eimtat , (m=0, +1, +2, ...). 
Para la integral de FOURIER [99-4], como 
go 
f f(t)cosu(t—x)dt , 
—0 
es función par de u, se puede poner 
1 00 00 
[99-22] f(x) = Su J Ecos u(x —t)dt. 
Por otra parte, por ser 


T f(t) sen u(z — t) dt 
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función impar de u, en el caso de que las integrales conver- 
jan * (por ejemplo para f(t) absolutamente integrable en 
(—œ, +%) y los valores de x donde f(x) es continua, pero 
no así si es discontinua) : 


[99-23] of du f(t)senu(a —t)dt , 


que con [99-22] dan la integral de FOURIER en forma com- 
pleja: 


1 00 00 
[99-24] f(z) = f du f f(t) eito dt, 
a 


Las fórmulas de reciprocidad, no completamente simétri- 
cas, son aquí: 


1 o r 
99-25 u) = —= f(t)eitdt , , 
[99-25] g (u) vA (t) o 
1] pe ] t 
99-26 f(x) = —— u) exa du. es 
[99-26] o- f e i 


5. Aplicaciones. — a) Factor discontinuo de DIRICHLET. — 
Para f(x) par tal que 


f(z) à en O<Kgz<eE , 
= en z>s , (fig. 338) 
la M: da 


2 00 e 
f(x) -5f cos wa de f \ cos ut dt = 





2A ( sen uUe cusur de e 
=n A 01] Fig. 338, 


T 0 u ” 
que para e pequeño, da la expresión de un impulso A y es uti- 
lísimo en las aplicaciones. Tomando x = 0 se obtiene [86-16]. 


b) Especiro. — La serie o la integral de FOURIER dan la 
interpretación matemática de fenómenos representados por la 
superposición de procesos periódicos, la primera en forma dis- 
creta, la segunda en forma continua y la descomposición [en 
armónicos, $ 99-6] que las expresiones dan, efectúa la llamada 
descomposición espectral del fenómeno en cuestión. Si es f(x) 
la función dada en el intervalo — ô < z<% y 


00 
f(s) ~ Y a ems 


n==—.o009 


* Ver P. Pre CALLEIJA: Uber die Kanvergenzbedingungen der komplexen Form des 
Powirracton Integrala. (Mith. Zoituehrift, 40, yu, 349-374, Berlín, 1930). 
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es su s. F., se dice que la función se descompone en armónicos 
de “períodos discretos” 23/n o “pulsaciones discretas” na/d 
(n=0,1,2,...) con “amplitudes” 


l e: t) erient/s de 
95 M ( e | . 

Si en cambio se considera el intervalo infinito — œ < x < 
< œ, se habla de la descomposición de f(x) en un espectro 
continuo que para la pulsación u, hace corresponder una in- 
tensidad dada por la densidad espectral: 


1 o : 
{(t)e-itdt. 
= e (t) 


Una aplicación interesante en Óptica resulta al considerar un tren 
de ondas sinusoidales de longitud 28 y pulsación w de manera que sea 


£(x) f eiwz si |x] <8 , 
Mea “ales. 


conteniendo entonces n= 5w/x ondas. Su densidad espectral viene dada 
por 


| an | = 








g(u) = 





1 de > 12 sen(o—u)ô 
j= eilw- u)t dt = a EN E nl 
eoe dE No 
Ésta, como función de u tiene un máximo en 4u=0 y disminuye 
rápidamente con 1/u dan- 
do no una raya, sino una 
franja de ancho finito, 
pero tanto más intensa y 
estrecha cuanto mayor 
sea la longitud 28 del 
tren de ondas. Si el nú- 
mero n de ondas es muy 


e 23r grande se obtendrá una 


franja brillante y estre- 
chísima en torno de 0, 





Fix. 339. 
pues es 
A A CN 
w — u t 
6. Interpolación trigonométrica. — Es análoga a la alge- 


braica (Cap. XII). Dada una función periódica f(x) de período 
2x, definida en — x < x < m, se trata de aproximarla median- 
te un polinomio trigonométrico, análogo a la suma parcial de 
la serie [99-20] o su equivalente [98-1], con coeficientes tales 
que la función formada coincida con f(x) en puntos equidis- 
tantes. Es el método más apropiado para el cálculo numérico, 
sobre todo si f(x) se da tabulada o mediante una gráfica. 
Tanto en este caso como en el exacto de desarrollo infinito 
[99-20] 6 [98-1], por analogía con la Acústica, se dice des- 
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componer la onda periódica de f(z) para (—x, x) en ondas 
armónicas o en armónicos sucesivos (cfr. § 99-5, b), y la de- 
terminación de los respectivos c. F. recibe el nombre de Aná- 
lisis armónico. 

Si damos 271 +1 puntos equidistantes en (—x, x) mediante 
k3 con 3=21/(2n+1), k==08M —(n—1), ..., —1,0,1, 
..., n, llamaremos fa, ..., Li, fo li, ..., f, a los valores 
dados de la función en dichos puntos (fig. 340), es decir, 
f (kò) = fx. 





Fig. 340. 


El modo más sencillo de determinar un polinomio trigono- 
métrico interpolante es escogerlo de 2n +1 coeficientes a de- 
terminar por la condición de que su gráfica pase por los 2n + 1 
puntos dados de la gráfica de f(x). 

Así debe cumplirse 


n 
[99-27] > Qr eirkg = f , (k = —n, e ...,n). 
r=—n 
Multipliquemos ambos miembros por e-s*3 respectivamente 
k=—0,...,0,...,n) con s entero (|s|<mnm) y sumemos 
por columnas, tendremos 


[99-28] $ Y apekto = Y fees, 
k=—n rT=—a k=—p 
Como (n+4)ò = x, resulta (cfr. [98-4]), si rs (8 22-1, b): 


n : 1 > ei(2n+1) 5 (r-8) 
[99-29] S eiks- = ginsirs LA 


a L— 3) 
=—n 
e-i? (2n+1) § (7-8) oa en (2n+1) 8 (7-8) sen [ (n +- 4) ò (r > s) ] 
7 eiis (r-a) — git8 (rs) = sen [$ò (r — s)] =N, 


mientras que dicha suma vale 2n -+1 sir =s. 
Por lo tanto el primer miembro reordenado de [99-28] vale 


$ ar $ eikö tr-a) = (2n + 1)a, 


r=—n k=—n 


1 n 
a — E lakg$ 
[99-30] Aa 21 +1 A fy e^ 


(S = —N,...,0,...,N). 


es decir 
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Para desarrollos del tipo [98-1], teniendo en cuenta [99-18], 
se deduce de [99-80] 


bd 


a; = anI i 2 E cos ski , 
[99-81] 9 
<= AURA SR $ a ^ S = O y 
bs mar S sen skð , 1,2, ,n 


Poniendo a, =cC,/y2n+1 en [99-27] y [99-30] resultan 
las fórmulas simétricas 


Í fk = 3 $ C, eirkes 
[99-32] n Gg 
C, = S fr eirks, 
VnF L rin 


Si el número 2n +1 de puntos intercalados va creciendo, 
y se pone 5¿=2x/(2n +1) = dt, x= kò, en el límite para 
n— œ, [99-30] se convierte formalmente en [99-21], y las 
[99-31] en [98-2] al tender las sumas a las respectivas inte- 
grales. Las [99-82] corresponden a las [99-26] y [99-25]. 


NoTas: 1. Si se toma un polinomio trigonométrico de menos térmi- 
nos (2m + 1 coeficientes) que puntos intercalados 2n + 1 haya, no será 
posible en general hacerlo pasar por todos los puntos, pero haciendo mí- 
nimo el error cuadrático (2n + 1)? 3 [fi —sn(k0)]?, por razonamiento 
análogo al de $ 97-2, se obtienen para Us, (s=—m,...,0,, m), o 
para a, y d,, (s=0, 1, .., Mm), las mismas fórmulas [99- 30] y [99- 31]; 


2. En la lesión numérica, en lugar de 2n + 1 puntos interme- 
dios a la distancia ò = 2x/(2n +1), conviene dividir (—x, 3) ó 
(0, 2x) en 2n subintervalos de longitud $ =x1/n, de modo que n sea 
par (es decir, el número de subintervalos sea múltiplo de 4, tomándose 
en la mayoría de los casos prácticos 12 ó 24), pues así se reduce mu- 
cho el número de valores diferentes de cosskó9 y senskó. Entonces, 
se toman sólo en cuenta los valores a partir de k = —n —1 para que 
en [99-29] resulte 1 — ei2n8ír-s) —( con ná=x. Análogamente se trata 
el caso [99-31], donde faltará por completo b, (obsérvese además la ex- 
presión de a,), siendo en (0, 21) las fórmulas: 


1 2n 1 2n 
a, = — X fcosskò , b, = — Y» fisenskó , 
n k=1 n k= 
[99-33] (s = 1,...,n— 1) ; 
1 2n 1 2n 
dao = — X fe , an = == © ficoskz. 
2n 131 2n k21 


Los manuales de cálculo numérico dan esquemas diversos para faci- 
litar el análisis armónico. 


EJEMPLO. Demos el esquema de cálculo para la subdivisión de (0, 2x) 
en 12 subintervalos. Las fórmulas que dan los coeficientes %44do, Gr, ..., 
%o, di, bz, ..., bs son las [99-33] para n= 12, y puede observarse que 
sólo cuatro valores trigonométricos entran en ellas, a suber: senU= 
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= cos ¿n= 0, senx/6=cos1/3=3, sena/3=cos1/6= 3 V3 = 0,866, 
seniín=—cos0=1. Es fácil probar que su cálculo puede efectuarse así: 
19%) Escríbanse los valores Í(kx/n)= f+ según el siguiente esquema, 
calculando sumas y diferencias: 
fi f fs fi fi fo 
fe fu fo fbb fa f: 


Sumas So Sı S2 $3 Ss $; Sy 
Diferencias dı da ds d, ds 


29) Escríbanse los valores de las sumas y diferencias antes obteni- 
das según el siguiente esquema, volviendo a calcular sumas y diferencias: 


So 31 Sa a d da d 

80 S5 S ds d, 
Sumas O O O: O2 O” o os 
Diferencias ôo ô: ĝa ô ôr 


39%) Los valores de 00, 0;, 02, 03, Ôo Ô, Ô sirven para calcular los 
coeficientes de los valores de los cosenos en [99-33], mientras que los oo, 
oy, 01, 01, Ô? dan los de los senos, según el siguiente esquema: 





Multiplicar por Cosenos 
0,500 ôa —-G3 01 
0,866 ô 
1,090 O + 0:| 6i +- O3 do O. — 0; ðo ô: 
Suma | I II I II I II I II 
I+II 12.30, 60, 602 
I—II 12 . de 6a; 64. 6as 
Multiplicar por Senos 
0,500 o 
0,866 Or ò ô: 
1,000 Or or Or 
Suma AS O O O 
I+II 6bı 6ba 
I—II 6bs 6b, 6ba 
7. Analizadores armónicos. — Son aparatos que determinan automá- 


ticamente los primeros coeficientes del desarrollo en serie de cualquier 
función continua, con un número finito de máximos y mínimos en el in- 
tervalo (0, 2x). Para poder realizar simultáneamente la multiplicación de 
f(x) por cl coseno o seno de ng y la integración entre 0 y 2x, transfor- 
maremos por partes las integrales que expresan los coeficientes, en esta 
forma: 
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n f y .cosnx.dæ = Sy.d(sennx) = y . sennx — fsenng . dy, 
n f y.senng.dx = — Sy.d(cosnx) = — y . cosny + f cosng . dy, 
luego integrando entre 0 y 2x y diviendo por x resulta: 
=2r x=2wr 
NT = — sennx.dy  ; nabr = f cosng . dy, 
x= x=0 


debiendo extenderse ambas desde x — 0 hasta x= 2x. 


El cálculo de estas integrales se efectúa mediante una esfera que 
gira alrededor de un diámetro horizontal paralelo al eje x. 





Fig. 341, 


En un bastidor 
horizontal hay dos 
ejes perpendiculares 
entre sí, que llevan 
sendas ruedecillas r y 
r’, las cuales tocan a 
la esfera en puntos del 
círculo máximo hori- 
zontal. la sección por 
este plano horizontal 
está representada por 
la fig. 341, y la sec- 
ción vertical en la fig. 
342, Debajo de la es- 
fera y tangente a ella 
hay un disco de an- 
cha llanta; si éste gi- 
ra un arco Ay, tam- 
bién la circunferencia 
meridiana de la esfe- 
ra gira en sentido con- 
trario, y los puntos 
de contacto de las rue- 


decillas rr” describen sobre la esfera circunferencias menores paralelas 
a dicho meridiano; las longitudes de estos arcos de circunferencia son 
proporcionales a los radios respectivos, luego al girar Ay, la esfera, la 
ruedecilla r gira sena.Ay, y la ruedecilla r' gira cosa. Ay. Bastará. 


pues, un mecanismo que obligue 
al bastidor a girar en su plano 
horizontal de modo que en todo 
momento sea: a = nx; y como la 
variable independiente es y, sien- 
do por tanto Ay = dy, el arco to- 
tal girado por r será la integral 
definida que figura en @n, así como 
la ruedecilla r marcará como ar- 
co total girado la integral que fi- 
gura en bn. 


Estos números leídos directa- 
mente en las graduaciones que 
acompañan a r y r’, bastará divi- 
dirlos por nx, para tener los coe- 
ficientes an y bn. 

El aparato determinará tantos 
pares de coeficientes como esferas 
tenga (en la figura 343 se han re- 
presentado tres esferas solamen- 
te). El término constante ła del 
desarrollo se determina por un 





Iig. 342. 


§ 99 -7 INTEGRAL DE FOURIER. INTERPOLAC. TRIGONOMÉTRICA 133 


planímetro o intégrafo, puesto que su significado es el área limitada por 
la onda con el eje x, dividida por 2x. 


Descripción del modelo HENRICI-CORADI. — Consta de un gran basti- 
dor provisto de tres ruedas Ri, R»2, Ra, de modo que se mueve solamente 
en dirección perpendicular al eje x; sobre uno de los lados de este basti- 
dor se mueve en un intervalo 2x un carrito, el cual lleva unido un esti- 
lete P que permite recorrer la curva dada. Al pasar desde el punto P 
al P’, el carrito se ha movido Ax sobre el gran carro y éste a su vez se 
ha movido Ay en la dirección del eje y; los discos situados debajo de las 
esferas, las cuales van invariablemente unidas al eje e de las ruedas 
R,, R», giran como éstas Ay* y esta rotación es transmitida a las esferas, 
y de éstas a las respectivas ruedecillas r, 1”. 





Fig. 343. 


Al comenzar a recorrer la onda, desde la posición extrema Po del ca- 
rrito, todos los bastidores están dispuestos de modo que la ruedecilla r de 
cada uno toca en el diámetro de giro de las esferas, es decir, de modo 
que el ángulo a de la figura 343 es nulo. Bastará, pues, que al avanzar g el 
valor de a en cada bastidor sea respectivamente x, 2x%, 3x, 4x, ... y esto 
se consigue fácilmente, porque el carrito lleva atado en sus extremos un 
hilo de plata que hace girar los bastidores mediante poleas situadas hori- 
zontalmente en la parte superior del aparato, formando cuerpo con dichos 
bastidores y cuyos radios son, respectivamente, 1, 2, 3, ..., de modo que 
la primera polea da justamente una vuelta, al avanzar 2x el hilo; y 
cuando éste avanza v, la polea, y con ella el bastidor que soporta las rue- 
decillas rr”, gira un ángulo a — x; el bastidor de la segunda esfera gira 
un ángulo 2x; el tercero gira 3x; etc. 


En resumen, los coeficientes di, b,1; Mz, ba; ... se obtienen dividien- 
do las lecturas en las ruedecillas del primero, segundo, ... bastidor por 
¡O 


RÁ A 


* Si, como suele suceder, estos discos de eje e tienen menor radio que las ruedas 
ti, Ro, el arco girado no será Ay sino hAy siendo h la razón de los radios y en vez 
de multiplicar por 1/r ins lecturas en r y 7”, ia constante será distinta; para cada 
nperido la gradunción de ins ruedas r, r está hecha tenicndo en cuenta esta constante, 
de modo que basta una simple lectura. 
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EJERCICIOS 


1. Si f(x) es absolutamente integrable en (—œ, 0) y es 
lim [f(x + u) + f(x—u)] = 83 para u—>0 , 
demostrar que 


1 00 00 
1f e-ôu du f f (t) cos u(x —t)dt = 
LO —00 


1 00 am 
= 1f f(t)dt f e-8u cos u (x — t)du = 
TY —90 0 


1 Y) 3 
=z f a V para ¿>0. 


(Sumabilidad de [99-7] por el factor de convergencia de CAUCHY). 


2. Si f(x) es absolutamente integrable en (—00, 00) y es 
lim 3[f(x+u) + f(x—u)] =8S para u—>0 , 
demostrar que 
1 00 00 
if eo | Í (t) cos u(x —t)dt = 
x JO 00 





an 
= f (t) e- (x-t)?/8° dt > ara ¿—>0. 
adaa À s par 
(Sumabilidad de [99-7] por el factor de convergencia de WEIERSTRASS). 


NOTA: Bastaría suponer que existe un c > 0 para el que e-cx° f(x) 
es integrable en (—%, 00). 


3. Si 
5 
f(p) = Jl e”'F(t)dt con p=o+tu , 0>0 
0 


(integral de LAPLACE, Cap. XXIX, nota VIII), deducir la fórmula recíproca 


(MELLIN): 
1 le +:100 f F(x) si x>0 , 
r2 dp = 
211 o I peTap 0 si y<0 , 


por sustitución formal en [99-25] y [99-26]. 





4. En la transformación de MELLIN: 


ROS Í, “oluy dy , 


deducir la fórmula recíproca 





1 c-i 
2ni f o Q (s)y ds , 
te= 


por sustitución formal en [99-26] y en [99-25]. Aplicarla a 


un 
T (s) = f ev ye? dy 


(y) = 
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($ 86, ejercicio 10, ó $ 53, ejercicio 8, y Cap. XXIX, nota VII) para ob- 
tener 





1 cH+i00 
ey = = T P(s)ysds , (c>0). 


211 —i 20 


5. Efectuar la interpolación trigonométrica de 12 intervalos equidis- 
tantes con las siguientes ordenadas: 


fı = 3,042 ; fa = 2,134 ; fs = 1,273 ; fa = 0,788 ; 
fs = 0,495 ; fe = 0,370 ; f: = 0,540 ; fs = 0,191 ; 
fo = —0,2357 , fi = —0,437 ; fau = 0,767 ; fu= 2,714 
6. Lo mismo para las ordenadas: 

f. = 0,262 ; fe = 0,524 ; f» = 0,786 ; 

fa = 1,047 ; fs = 1,309 ; fi=0 ; 

f: = —1,3809 ; fs = —1,047 ; fe = —0,T386 ; 

fo = —0,524 5 Lu = — 0,262 , fa 0 


NOTAS AL CAPÍTULO XXV 


I. Desigualdades de Hölder y de Minkowski. — La fecundidad del 
espacio H indujo a generalizarlo, considerando potencias de exponente 
p > 1, en vez de cuadrados. La norma de f(t) se define así: 


[EXXV-1] Il£ll = S£) dt , (p>1) , 


donde designamos por ||f||p al segundo miembro elevado al exponente 
1/p y suponemos existente la integral en el campo A que se considere. 
Por ejemplo, en la teoría (L), se dice en tal caso que fe(L”) o que f(t) 
es de clase (LP). 

Para funciones x(t)e(1”), y(t)e(L%), con (1/p)+(1/q)=1, la ge- 
neralización de la desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ ($ 96-2), llamada de 
HÓLDER por haberla dado éste para las sumas, es la siguiente: 


[XXV-2] xy] < llxlbellv llo. (+7 =1)+ (Hörmm), 


donde el primer miembro es el valor absoluto ordinario del producto es- 
calar funcional ($ 96-3). En efecto, los conjuntos donde 


[Star , |x| < ALAS A 
son complementarios en A, y así, en uno y otro caso, se cumple 
Ix(b)y(t)] < xP, |x(t)y(t)l < ly Il”, 


figurando en los dos primeros miembros el producto ordinario; por tanto, 
es x(t)y(t)e(L), ($ 95-2, teor. 4). La recta tangente a la gráfica de 
la función potencial y =x"” en x=1 es y=1+4+m(x —1), y como para 
0<m<1 la curva queda por debajo de la tangente ($ 33-9), para 
x>0€es 2” —1<m[(x—1) y sólo igual si x—1. Poniendo 0<m= 
=1/p <1, 1—m = 1/q, x=a/b, la desigualdad anterior se convierte 
en: 


[XXV-3] a/P b1 < (a/p) + (b/g) , 


válida para a, b reales positivos cualesquiera, p > 1, 1/q = 1—-(1/p), 
valiendo la igualdad sólo para a =b. Si tomamos 


a = |x|: fixat , b= |y: fiyldt , 
sustiluimos en [XXV-3] e integramos cn el campo A, resultará 
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SIEIS xde yape <E 4 Ml, 
de donde, por [95-11], se deduce [XXV-2]. 


. La generalización de la propiedad triangular [96-5] se llama des- 
igualdad de MINKOWSKI: 


[XXV-4] Ilx +yli < Ixil + Ily ll 
(exponente p > 1), con el significado para || f ||, dado en [XXV-1]. 


La desigualdad anterior se deduce mediante el artificio de descom- 
poner 


Ixy HP = |x(0+y(0/2|x(0] + Ix(0)4+y (012 ]y(0] , 


y la integral del primer miembro se desdobla en dos. Aplicando la des- 
igualdad de HÚLDER a cada producto (factor primero con exponente q y 
segundo con p) aparece en el segundo miembro el factor común 


{S |x) + y(t) |? dt} 
y dividiendo por él ambos miembros, aparece en el primero el exponente 
1—(1/4)= 1/p en la integral, es decir, resulta [XXV-4]. 
Nótese la simetría entre los exponentes conjugados p y q que en el 
caso más sencillo, valen 3 (espacio H). 


II. Relación entre los espacios funcionales y el espacio H. — Ya se 
ha dicho que la teoría desarrollada en este Cap. XXV sigue la pauta 
de la Geometría analítica; y la correlación es clarísima en el problema 
del desarrollo en serie de funciones ortogonales [97-8], cuyo significado 
geométrico es paralelo al de la Geometría de E,: descomponer un vector 
en suma de componentes según los ejes; esas componentes son precisa- 
mente las proyecciones, cuyas medidas respecto de los n vectores, elegidos 
como unitarios, son las coordenadas del vector. 


En los espacios funcionales de HILBERT es preciso elegir infinitos 
vectores unitarios, o sea, una sucesión ortonormal; y cada vector, es de- 
cir, cada función de (R*) o (L*), según la teoría de integración que se 
aplique, tiene infinitas coordenadas Co, C1, C2, ... . Pero aquí se plantean 
dos problemas: la suficiencia del sistema de referencia para representar 
cualquier vector del espacio (R°) o (L°) y la suficiencia de uno u otro 
de dichos espacios de vectores, para lograr el isomorfismo con el espacio 
H de todas las coordenadas reales. Analicémoslos separadamente : 


Suficiencia del sistema (qr). — Basta este sencillo *ejemplo: adop- 
tado el sistema sen nx, que es ortogonal en el intervalo (0,21) (se nor- 


naliza dividiendo por Vx) los e, F. de la función cos x, como los de cual- 
quier función par, tal como «?, son todos nulos; luego la s. F. con ellos 
formada es idénticamente nula. Tales funciones y muchas otras no pa- 
res, no admiten, pues, desarrollo respecto de este sistema ortonormal, es 
decir, no son sumas de sus componentes, aun con el significado dado en 
[97-8], ni vale el teorema de PITÁGORAS, que ahora es la igualdad de 
PARSEVAL. 


Pero estas novedades no son tales, pues es patente la insuficiencia 
del sistema de senos para expresar funciones pares, de igual modo que 
no bastan dos vectores para expresar cualquiera de E. Con ellos podre- 
mos componer todo un plano, pero no los vectores exteriores a él; de 
igual modo, con el sistema sen nx podemos componer todas las funciones 
impares, que forman un subespacio de todas las (R°) o (L°). Este pro- 
blema ha sido suficientemente analizado, dada la elementalidad de nuces- 
tros recursos, y ya hemos visto cómo basta la densidad del sistema (qn) 
que se demuestra en los casos más importantes, como, por ejemplo, en el 
caso do los polinomios de LEGENDRE, mediante el teorema de aproximación 
de WEIERSTRASS (8 97-6, b; $ 98-5, tcor. 3). 
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Suficiencia del espacio vectorial, — Si se comete el lapsus de adop- 
tar un sistema insuficiente (ọn) la sucesión de coordenadas (0,0,...) 
corresponde a infinitas funciones, como se ha visto en un sencillo ejem- 
plo, y sucederá siempre que exista un vector ortogonal a todos los qa 
(sistema no completo). Por tanto, la correspondencia entre el espacio 
(R”) y el H no es biunívoca; pero salvando el lapsus, completando el 
sistema con nuevas funciones ortogonales para hacerlo denso, cada suce- 
sión (a,) de H no puede corresponder a más de una función f, ¿pero 
corresponderá a alguna? El espacio (R?) es coordinable con una parte 
del H, pero ¿lo será con todo el H? La contestación es negativa para el 
espacio (R*) y ello justifica se considere la integral (L), (nota III). 

Con ella se desarrolla toda la teoría como para la integral (R); 
pero mientras ésta se detiene ante la imposibilidad de demostrar la co- 
rrespondencia recíproca (toda sucesión de cuadrado sumable es sucesión 
de c, F. de una cierta función de cuadrado integrable), en cambio ello se 
logra gracias a ese enriquecimiento del campo de las funciones y se cons- 
truye la función, la única función, que tiene los números a, como c. F, 
Con esto nos basta para contestar a la pregunta planteada; pues apenas 
construyamos una sola función que sea integrable (L) lo mismo que su 
cuadrado, y no lo sea (R), tarea que será muy fácil en nota III, bastará 
adoptar la sucesión de sus c. F. (aunque no se calculen efectivamente) y 
por el teorema de unicidad puede asegurarse la inexistencia de ninguna 
función (R) que corresponda a aquellos c. . Pero el valor del descubri- 
miento de FEDERICO RIESZ (1907) reside en su parte positiva: en el cam- 
po de las funciones L°? hay correspondencia biunivoca entre el espacio 
(L*) y el H. En cuanto al isomorfismo, salta a la vista en el cuadro 
axiomático de $ 96-1 completado con la igualdad de PARSEVAL [97-6], que 
expresa la igualdad de distancia al origen en ambos espacios y, por tan- 
to, la conservación de distancia entre dos puntos, es decir, la isometria 
de los dos espacios. 


III. Convergencia funcional y teorema de Riesz-Fischer. — a) El 
teorema citado de F. RIEsZ (nota II) es consecuencia de la forma adop- 
tada por E. FISCHER (1907): 


TEOR. 1. Si una sucesión de funciones {fnt de clase (L”) (nota I) 
cumple en el campo de integración A la condición 


[XXV-5] lim (L) Sfa|f,—fn]?dt = 0 para an, m>0 , 


entonces existe una función f de clase (L”), (p > 1), univocamente de- 
terminada a menos de un conjunto de medida nula, a la que la sucesión 
Jfa} converge en media de orden p: 


[XXV-6] lim (L) Sa] 1 —f,[Pdt = 0 para n>0. 


La condición [XXV-5] es análoga al criterio general de convergen- 
cia de BOLZANO-CAUCHY ($ 20-6); todo espacio abstracto en que este cri- 
terio subsiste, se llama completo (FRÉCHET), y el teorema de FISCHER 
asegura que el espacio de funciones (LP) es completo (cfr. $ 96-4, axio- 
ma [C.]). En cambio no lo es el espacio de funciones continuas, ni casi 
continuas o seccionalmente continuas, debiendo en la teoría (R) conside- 
rarse sucesiones más restringidas de funciones “convergentes”, tales como 
las equicontinuas ($ 86-1, def. 2) y conjuntamente acotadas respecto de 
n como hace el libro de COURANT-HILBERT (nota IV, 1), para que se con- 
serve el principio general de convergencia, 

La demostración del teorema de FISCHER es la siguiente: A cada 
número natural r corresponde un mínimo número natural n, tal que 

Sal fn— fn Pdt < 4E , (Mw; nN). 
En particular 


Salto — fn, pdt < 47 , (r=1,2,3,...). 
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Si el conjunto A, contenido en el A es aquel donde 
E 7 fn, | FE BEUR 
su medida será |A,| < 2” ($ 95-2, teor. 5). Por tanto, tomando como 
mayorante >, 2""/” ($ 22-2, b), la serie 
Elfo, (0— fa, (0) 


es convergente si para algún valor de N la variable t no pertenece al 
conjunto unión Ay- Axun ~ Axs- .... Como la medida (< 2,2%) de este 
conjunto tiende a cero con 1/N, la serie anterior es convergente en casi 
todo A. Entonces también converge 


>» a, E fn, t , 
que en c.t. A define la suma 20) tal que 
[XXV-7] lim fn, (t) = f(t) paa r>0, 


Por el teorema de FATOU ($ 95-4, teor, 3) es 
lim inf, Sa | fn, — Ín, [Pdt > Sal fn, — fdt , 


de donde, por la hipótesis [XXV-5], existe una sucesión parcial fn, que 
converge en media de orden p a f(t). 
Si se aplica la desigualdad de MINKOWSKI (nota I) 


4Sa |E — fn P dt P? < 1Sa li— fr, [P dth + 1Sa l fn, — f, [Pdt Pe , 


resulta por lo probado para ¿f, | y por la hipótesis [XXV-5] que el 
segundo miembro anterior tiende a cero para n — %, n, —> œ; por tan- 
to, toda la sucesión 4f,) converge en media de orden p a f. 

Finalmente, si la sucesión {f} converge en media de orden p a f 
y también a g, será entonces (nota I) 

4Sa | f— g P atp < 4Sa] £— fa P dte + 4Sa l g — f [P dtp 


que tiende a cero, por lo que el primer miembro (independiente de n) es 
nulo, y por § 95-2, teor. 9, es f(t)= g(t) en c.t. A. 


b) De la forma de FISCHER se deduce muy fácilmente el teorema de 
F. RIESZ: 

TEOR. 2. Si los números reales a, son de cuadrado sumable (§ 96-2), 
entonces existe una función f(t) de clase (L*) (nota I), tal que respecto 
de un sistema arbitrario ortonormal 4¢@n„,(t)} de referencia (§ 97-1) de 
clase (L°), las an son los coeficientes de FOURIER de su desarrollo: 


Í(t) — arpolt) + Apilt) + art) +... o, 


cuyas sumas parciales convergen cuadráticamente ($ 97-3) hacia f(t), 
cumpliéndose además la igualdad de PARSEVAL [97-6]. 


En efecto, la suma parcial 


[XXV-8] f(t) = Qoe (t) + Mpr(t) + ... + Onpnít) 
cumple 
n=q 2 n-+q 
Í, 4 fne — fn F dt =l f y arr j ut = 5 a,’ y 
rn+1 r=n+1 


cuyo último miembro tiende a cero para n-—> œ% y cualquier q, y al cum- 
plirse [XXV-5] para p=2, existe por el teorema 1 una función f(t) 


de la clase (L°) a la que converge cuadráticamente la suma parcial 
[XXV-8]. 
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Aplicando la desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ ($ 96, ejercicio 1 ó 
nota 1) 


[Sah —Dordtl? < Sa(f, —1)*dt . Sagridt , 
resulta también 
SitilOor(t)dt > Safí(t)-(t)dt para n>owo , 
y como el primer miembro vale a, para n œr, será también 
[XXV-9] ar = fa f(t), (t)dt. 


Así los números a, son los c.F. de f respecto del sistema ¿4q.1 y podrá 
aplicarse [97-4], de donde se obtiene la igualdad de PARSEVAL [97-6]. 


c) En la teoría (L?), diremos que el sistema 4. (t)p de elase (L°?) 
es denso o cerrado en A, si toda la función f(t) de clase (L°) se puede 
aproximar con error cuadrático < e mediante expresiones lineales de las 
q. con coeficientes constantes (cfr. $ 97-3, def. 1). Si el sistema Jo, (t) Y 
es ortonormal, la definición anterior equivale a decir que para toda f(t) 
de clase (L?) se cumple la igualdad de PARSEVAL [97-6]. 

Ahora diremos que el sistema ortonormal ¿q.(t)+ de clase (L°) es 
completo en A, si toda función q(t) de clase (L*) ortogonal a cada una 
de las q.(t) es equivalente ($ 95-2, nota 2) a cero en A. 

Pues bien, el teorema de RIESZ-FISCHER permite demostrar: 


TroRr. 3. Todo sistema ortonormal 4qn(t) + de clase (L°) cuando es 
denso o cerrado es completo y recíprocamente. 


Para el teorema directo, la demostración es la misma que en $ 97-7. 
Para el recíproco (demostrando el contrario), si existe una función f(t) 
de clase (L?) tal que no cumpla [97-6], es decir f fdt > 3 a,? para 
ar dado por [XXV-9], las funciones 1í,=1f— Yo" 4,qp, verifican 
[XXV-5] y por el teorema 1, convergen cuadráticamente a una fun- 
ción g(t) no equivalente a cero, pues en otro caso sería f1,*dt—> 
>S$fPd—xa”=0 en contra de la hipótesis. Entonces el sistema 
¿qn + no es completo, pues g(t) resulta ortogonal a todas las q., ya que 
razonando como para [XXV-9], es Sfip-dt> f gor dt para n—>00, 
de donde al ser nula la primera integral para n >r, también lo es la 
segunda, como queríamos demostrar, 


El espacio funcional (L?) queda así representado biunívocamente 
por el espacio real de HILBERT ($ 96-2 y nota II) y representa otra in- 
terpretación concreta del espacio abstracto de HILBERT (§ 96-4). 


IV. Bibliografía, — 1. Los cursos y tratados generales de Análisis 
matemático suelen dedicar varios capítulos a las series de FOURIER. Re- 
cordemos en particular los textos citados en Cap. XVITI, nota IV, 1, y 
entre ellos el de VALLÉE POUSSIN que utiliza sólo la integral de RIEMANN 
y el enciclopédico de HoBsoN conteniendo la teoría de LEBESGUE. Como 
aplicación de ésta, dedica también a las series de FOURIER un excelente 
capítulo la obra de TITCHMARSH (citada en Cap. XI, nota IV, 3), Sin- 
téticas y didácticas introducciones, con sólo la integral de RIEMANN, con- 
tienen las obras de KNoPP (citada en Cap. V, nota IV, 1) y de COURANT 
(citada en Cap. VI, nota VI, 2). 

Con sólo indicaciones de la teoría de LEBESGUE, pero haciendo resal- 
tar sobre todo la interpretación funcional hilbertiana de los desarrollos en 
series de funciones ortogonales, dedica un magnífico capítulo II la fa- 
mosa obra de COURANT-HILBERT (citada en Cap. XVI, nota IV, 4). Ins- 
pirados en las mismas ideas, nosotros hemos seguido la exposición de la 
obra de J. Rey PASTOR (citada en Cap. XVIII, nota IV, 1), que también 
reproduce en forma más cuidadosa 

J. Rey Pastor: Los problemas lineales de la. Física (Inst, Nac. Técn. 
Aeron, list. TrEeRADAS, Madrid, 1955). 
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2. Introducción didáctica con tratamiento moderno y haciendo hin- 
capié en los polinomios ortogonales clásicos, es 

F. TRICOMI: Serie Ortogonali di Funzioni (S. I, E., Inst. Ed. Ghe- 
roni, Turín, 1948); trad. alem. refundida: Vorlesungen úber Orthogonal 
Reihen (Springer, Berlín, 1955). 

De alcance más elevado y exposición clara y rigurosa, original en 
muchos puntos, está el segundo volumen (Sviluppi in Serie di Funzioni 
il ad de la obra de VITALI y SANSONE (citada en Cap. IX, nota 

IT, 3). 

Dedicada más que a los desarrollos mismos, al estudio de las diver- 
sas funciones especiales que entran en ellos, está el libro claro y rigu- 
roso: 

J. LENSE: Reihenentwicklungen in der mathematischen Physik (W. 
de Gruyter, Berlín; 2% ed., 1947). 

Sobre varios tipos de aproximación trata la obra traducida del ruso, 
que estudia diversos sistemas de funciones ortogonales: 

I. P. NATANSON: Konstruktive Funktionentheorie (Akademie-Verlag, 
Berlín, 1955). 

Valiosa obra sobre aproximación de funciones en el campo real, co- 
menzando con un capítulo sobre problemas de aproximación en espacios 
lineales normados, es la traducida del ruso: 

N, I. ACHIESER: Vorlesungen úber Approximationstheorie (Akademie- 
Verlag, Berlín, 1953). 

Sin embargo, la obra más completa y fundamental de carácter supe- 
rior y desarrollada en espacios abstractos es 

S. KACZMARZ y H. STEINHAUS: Theorie der Orthogonalreihen 
(ZSFKN, Varsovia, 1935; 2% ed., Chelsea, Nueva York, 1951). 

Obra más especial es la de G. SZEGÓ (citada en Cap. XVI, nota IV, 
4) y de carácter bibliográfico 

J. A. SHOHAT, E. HILLE y J. L. WALSH: Bibliography on orthogonal 
Polynomials (Washington, 1940). 


3. Sobre series trigonométricas, están las introducciones 

S. Ríos: Introducción a la teoría de las series trigonométricas (C, 
Bermejo, Madrid, 1949); 

W. ROGOSINSKI: FOURIERsche Reihen (W. de Gruyter, Berlín, 1930; 
trad. inglesa: FOURIER Series, Chelsea, Nueva York, 1950). 

Enfoque muy adecuado siguiendo lineamientos clásicos, con numero- 
sos ejemplos y ejercicios, da la obra de CARSLAW (citada en Cap. XXII, 
nota 1), con dos apéndices sobre análisis armónico y periodogramas, y 
sobre integral de LEBESGUE. 

Tratamiento más moderno, con inclusión de la a de LEBESGUE 
incluye 

G. H. HarDy y W, W. RoGosinskI: FOURIER Series (Cambridge 
Tracts n? 38, 1944), 

Esta obrita puede servir de introducción a la completa, profunda y 
excelente 

A. ZYGMUND: Trigonometrical Series (ZSFKN, Varsovia, 1935). 


Más antigua, pero también profunda y completa, con tratamiento de 
las series dobles, es 


L. TONELLI: Serie trigonometriche (Zanichelli, Bolonia, 1928). 


Obra siempre sugestiva, por la autoridad de su autor y por su tras- 
cendencia posterior, es 


H. LEBESGUE: Legons sur les séries trigonométriques (Gauthier-Vi- 
llars, Paris, 1906). 


4. Dando mucha importancia a las aplicaciones físicas, dedicada a 
estudiantes avanzados, está: 

D. JACKSON: FOURIER Series and Orthogonal Polynomials (Carus 
Monog., 19 6, Math. Ass. Am.; Oberlin, Ohio; 1941). 

Para estudiantes menos maduros, a quienes interese cl uso y aplica- 
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ción a la Física de las series de FOURIER y de la transformación de 
LAPLACE, omitiendo demostraciones y aspectos teóricos, está: 
PH. FRANKLIN: FOURIER Methods (McGraw-Hill, Nueva York, 1949). 
Un tratado moderno, conteniendo también integrales de FOURIER, es 
R. V. CHURCHILL: FOURIER Series and Boundary Value Problems 
(McGraw-Hill, Nueva York, 1941), 


5. Excelentes obras especiales sobre integrales de FOURIER en dis- 
tintos aspectos, son las tres siguientes: Conteniendo una rigurosa funda- 
mentación de las integrales trigonométricas, sus fórmulas de representa- 
ción y su generalización, el teorema ($ 99-2) de la integral de FOURIER 
y sus aplicaciones en una y varias variables, así como la integral de 
STIELTJES-FOURIER, está la obra de S. BOCHNER (citada en Cap. XXI, 
nota II, 1); Centrada en los teoremas tauberianos y su generalización 
original está 

N. WIENER: The “FOURIER integral and certain of its Applications 
(Cambridge Univ. Press, 1933); 

Dejando aparte temas tratados en las dos obras anteriores efectúa 
un desarrollo más sistemático insistiendo en las transformaciones de fun- 
ciones con numerosos ejemplos y aplicaciones 

E. C. TITCHMARSH: Introduction to the Theory of the FOURIER Inte- 
grals (Clarendon Press, Oxford, 1937). 

Obra monográfica sobre un curso dado por su autor es 

T, CARLEMAN: L'Intégrale de FOURIER et Questions que s'y rattachent 
(Publs. Sci. de Inst. MITTAG-LEFFLER, 1, Uppsala, 1944). 

A pesar de sus deficiencias teóricas, es estimulante para la investi- 
gación original en las aplicaciones físicas el libro 

P. M. DUFFIBUX: L'Intégrale de FOURIER et ses applications a POp- 
tique (Faculté des Sciences, Besancon, 1948). 

Lo mismo puede decirse de 

J, KAMPÉ DE FÉRIET: Mathematical methods used in the statistical 
theory of turbulence: Harmonic Analysis (Inst, Fluid Dynam.; Univ. 
Maryland, College Park, 1951). 

Obra breve y correcta para utilizarla en las aplicaciones, con ejem- 
plos para servir de guía en la selección de transformadas apropiadas, es 

C. J. TRANTER: Integral Transforms in Mathematical Physics (Me- 
thuen, Londres, 1951). 

Cubre un material inmenso la obra citada en la segunda edición de 
nuestro volumen I (Cap. XV, nota III, 3), basada en parte en notas de- 
jadas por H. BATEMAN y compiladas por el “Staff of the Bateman ma- 
nuscript project” 

A. ERDÉLYI, W. MAGNUS, F. OBERHETTINGER y F. G. TRICOMI: Higher 
trascendental functions (vol. I y 11, 1953; vol. 111, 1955); Tables of in- 
tegral transforms (2 vols.; 1954) ; ; (McGraw-Hill, Nueva York). 

De carácter teórico, tratando las transformadas de FOURIER en los 
espacios (L) y (L?) para funciones de una y de varias variables, está 

S. BOCHNER y K. CHANDRASEKHARAN: FOURIER Transforms (Annals 
of Math. Studies, 19; Princeton Univ. Press, 1949). 


6. Las transformadas de FOURIER y aparentadas han tomado un in- 
menso desarrollo en la matemática aplicada, y mediante la transforma- 
ción de LAPLACH el cálculo operacional debidamente fundamentado (cfr. 
ea 111) ha llegado a ser un instrumento matemático de gran uti- 
idac 

Por su amplio alcance que rebasa el de otros textos sobre métodos 
operacionales, su lúcida y esmerada exposición de carácter superior, con 
problemas de Física e Ingeniería resueltos numéricamente e ilustrados 
con diagramas, tratando de las transformadas de FOURIER, MELLIN, LA- 
PLACE y IJANKEL, citamos primeramente 

J. N. SNEDDON: FOURIER Transforms (McGraw-Hill, Nueva York, 
1951). 
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La obra que ha marcado una época de fecundas realizaciones, funda- 
mental tanto en el aspecto teórico como en el de las aplicaciones, es 

G. DOETSCH: Theorie und Anwendung der LAPLACE Transformation 
(Springer, Berlín, 1937; Dover, Nueva York, 1943), 

y sus complementarias, dirigidas especialmente a las aplicaciones 

G. DOETSCH: Tabellen zur LAPLACE-Transformation und Anleitung 
zum Gebrauch (Springer, Berlín, 1947); 

D. VOELKER y G. DOETSCH: Die zweidimensionale LAPLACE-Transfor- 
mation, Eine Einführung in ihre Anwendung zur Lösung von Randwert- 
problemen nebst Tabellen von Korrespondenzen (Birkhäuser, Basilea, 
1950). 

Una exposición muy clara y detallada, con numerosos. ejemplos, de 
MR de la transformación de LAPLACE tanto unilateral como bilate- 
ral, es: 

G. DoETSCH: Handbuch der LAPLACE-Transformation. Band I. Theo- 
rie der LAPLACE-Tronmsformation. Band. Il. Anwendungen der LAPLACE- 
Transformation. 1. Abteilung. Band 111. Anwendungen der LAPLACE-Trans- 
formation. 2. Abteilung. (Birkháuser, Basilea, 1950, 1955, 1956). 

Conteniendo, con resultados originales del autor y de Boas, caci to- 
dos los aspectos teóricos de la transformación de LAPLACE y algunas de 
sus aplicaciones funcionales, está la obra claramente escrita de W:DDER 
(citada en Cap. XXI, nota IT, 1). 

En el aspecto teórico contiene una discusión de la clase de todas las 
transformadas de LAPLACE-STIELTJES tomada como un espacio métrico 
completo, el folleto: 

S. Ríos: La prolongación analítica de la integral de DIRICHLET- 
STIELTJES (Cons, Sup. Inv. Cient., Madrid, 1944). 

Refiriendo las demostraciones a las obras de DOETSCH y WIDDER ci- 
tadas anteriormente, pero introduciendo los conceptos cuidadosamente ex- 
plicados con ejemplos ilustrativos del significado de las condiciones im- 
puestas en los teoremas, su influencia relativa y enseñando la utilización 
práctica de los teoremas enunciados, está el tratado sobre aplicación del 
cálculo operacional dirigido a matemáticos, físicos e ingenieros 

B. VAN DER POL y H. BREMMER: Operational Calculus, based on the 
Two-Sided LAPLACE Integral (Cambridge Univ. Press, 1950). 


Son excelentes y utilísimos formularios los folletos 

N. W. McLACHLAN y P. HUMBERT: Formulaire pour le calcul sym- 
bolique (22 ed., Mémor. Sci. Math. 100, Gauthier-Villars, Paris, 1950; 
contiene unas 700 fórmulas), 

N. W. MCLACHLAN, P. HUMBERT y L. PoLI: Supplément au formu- 
laire pour le calcul symbolique (Mémor. Sci, Math. 113, Gauthier-Villars, 
Paris, 1950; contiene unas 400 fórmulas). 


Dirigidos a ingenieros y técnicos están: 

R. V. CHURCHILL: Modern operational mathematics in engineering 
(McGraw-Hill, Nueva York, 1944), 

J. C. JAEGER: An introduction to the LAPLACE transformation with 
engineering applications (Methuen, Londres, 1949), 

N. W. MCLACHLAN: Modern Operational Calculus with Applications 
in Technical Mathematics (Macmillan, Londres, 22 ed., 1953). 

N. W. McLACHLAN: Complex variable theory and. transform calculus 
with technical applications (22% ed.; Cambridge Univ, Press, 1953), 
siendo más teórico 

H. S. CARSLAW y J. C. JAEGER: Operational Methods in Applied Ma- 
thematics (Oxford Univ. Press, 1941). 


Omitiendo la teoría matemática, pero con adecuadas referencias, es 
claro, conciso y manejable el epitome: 

P. Funk, H. SAGAN y F. SELIG: Die LAPLACE-Transformation urd 
ihre Anwendung (F. Deuticke, Viena, 1953). 


En italiano es recomendable la obra i: 
A. GHIZZETTI: Calcolo simbolico, La Transformazione di LAPLACH € 
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il ealcolo simbolico degli Elettrotecnici (Consiglio delle Ricerche; Zani- 
chelli, Bolonia, 1943). 

Dejando aparte el rigor matemático, son útiles como introducción 
para uso de físicos y técnicos los folletos franceses 

P. HuMBERT y S. COLOMBO: Le calcul symbolique et ses applications 
a la physique mathématique (Mémor. Sci. Math. 105, Gauthier-Villars, 
Paris, 1947); 

M. PARODI: Applications physiques de la Transformation de LAPLACE 
(C. N. R. Sọ, Gauthier-Villars, Paris, 1948; 

M. PARODI: Équations intégrales et "Transformation de LAPLACE 
(Publ. Sci. et Techn. Min. de 1 Air, Paris, 1950), 

Sobre cálculo operacional en dos variables con integrales dobles de 
LAPLACE trata: 

L. POLI y P. DELERUE: Le calcul symbolique à deux variables et ses 
applications (Mém. Sc. Math. n? 127, Gauthier-Villars, Paris, 1954). 


(Si 


i. Un excelente capítulo sobre análisis armónico, con esquemas des- 
plegables para los cálculos, trae la obra de WHITTAKER y ROBINSON (ci- 
tada en Cap. X, nota V, 4). Tratan también el tema WILLERS (citado 
en Cap. XII, nota III, 1) y las obras de RUNGE y KÖNIG y de SCARBOU- 
ROUGH (citadas en Cap. V, nota IV, 3). 

Modernos analizadores armónicos más prácticos que el clásico de HEN- 
RICI-CORADI visto en el texto (§ 99-7) incluye la moderna obra de WILLERS 
(1951, citada en Cap. XVI-IV 3). 

Tablas y esquemas para la práctica del análisis y de la síntesis ar- 
mónicos dan: 

L. ZIPPERER: Tafeln zur harmonischen Analyse periodischer Funktionen 
(Springer, Berlín, 1922) ; 

L. W. POLLAK y C. HEILFRON: Harmonic analysis and synthesis sche- 
dules for three to one hundred equidistant values of empiric functions 
(Stationery Office, Dublín, 1947). 

Esta obra se continúa en: 

L. W. PoLLAk y U. N. EGAN: All term guide for harmonic analysis 
and synthesis using, 3 to 24; 26, 28, 30, 34, 36, 38, 42, 44, 46, 52, 
60, 68, 76, 84 and 92 equidistant values (Stationery Office, Dublín, 1949). 

Con resultados nuevos y tratando la interpolación trigonométrica en 
forma análoga a la de las series de FOURIER está el folleto 

A. ZYGMUND:; Trigonometric Interpolation (Univ. Chicago, 1950). 

Así como la integral (D) (Cap. XXIV, nota II) resuelve el problema 
de que toda función derivable en todo punto sea la integral de su deri- 
vada, se plantea el problema, mucho más difícil, de obtener una defini- 
ción conveniente de integral (trigonométrica T) para que cualquier serie 
trigonométrica convergente sea siempre la serie de FOURIER de su suma 
($ 98-1, nota). Esta cuestión queda resuelta en el profundo libro que 
contiene también otros temas de la teoría de funciones de variable real 

A. DENJOY: Leçons sur le Calcul des Coefficients d'une Série Trigo- 
nométrique. I. La Différentiation Seconde Mixte et son Application aux 
séries Trigonométriques (1941); II. Métrique et Topologie d'Ensembles 
Parfaits et de Fonctions (1941), III, Détermination d'une Fonction Con- 
linue par ses Nombres Dérivés Seconds Généralisés Extrémes Finis 
(1041); IV. Les Totalisations. Solution du Probleme de FOURIER. Appen- 
dices et Tables Générales (1949); (Gauthier-Villars, Paris). 

Llevado del afán constructivo en sus definiciones, el autor completa 
la obra anterior en la magistral y extensa 

A. DENJOY: L'énumération transfinie; 1. La notion de rang (1946); 
II. T/arithmétisation du transfint: 19) Les permutations; 20) Les suites 
id (1952); IM. Etudes complémentaires sur ordination (1954); 

. Notes sur les sujets controversés (1954); (Gauthier-Villars, Paris). 


8, Pequeño libro, claramente escrito con empleo de medios analíticos 
y geométricos, es el primer volumen de una proyectada serle sobre el 
espaeio de Hiper: 
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N. ARONSZAJN: Introduction to the Theory of HILBERT Spaces, Vol. 1 
(Math. Monographs, Oklahoma College, Stillwater, 1950). 

Sobre espacio de HILBERT son clásicas las importantes obras si- 
guientes: 

G. VITALI: Geometria nello spazio Hilberiiano (Bolonia, 1929), 
la muy profunda y rica en variauas aplicaciones de: 

M. H. STONE: Linear transformations in HILBERT space and their 
applications to analysis (American Math. Soc., Nueva York, 1982; reimpr. 
1948), y la notable exposición geométrica que da el capítulo II de: 

J. VON NEUMANN: Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik 
(Springer, Berlín, 1932), traducción española: Fundamentos matemáticos 
de la mecánica cuántica (Publ. d:l Instiiuto de Matemáticas “Jorge Juan”, 
Madrid, 1949). 

Muy adecuados son la concisa exposición úe 

F. J. MURRAY: Linear transformations in HILBERT space (Princeton 
Univ. Press, 1941), 

y el estudio de la geometría del espacio de HILBERT que da el capítulo I 
de la excelente obra de orien'ación moderna: 

P. R. HALMOS: Introduct on to HILBERT space and the theory of spec- 
tral multiplicity (Chelsea, Nueva York, 1951). 

De enfoque clásico y con material reciente hasta la época de su pu- 
blicación original (1950), está la excelente obra traducida del ruso: 

V. Z. ACHIESER e I. M. GLASMAN: Theorie des linearen Operatoren im 
Hilbert-Raum. (Akademie-Verlag, Berlín, 1954). 

Para estudio previo sirven las obras de LICHNFROWICZ, HALMOS y 
HAMBURGER-GRINSHAW (citadas en Cap. XVII, nota V, 3). 

Además de la fundamental obra d RIESZ y SZ-NAGY (citada en Cap. 
XXIV, nota IV, 4), contiene rico y r evo material de análisis funcional, 
con numerosos ejemplos, el texto de carácter superior, claro y asequible- 
mente escrito, tratando principalme:ite sobre ecuacion”s integrales 

A. C. ZAANEN: Linear analys’s. Measure and integral, BANACH and 
HILBERT space, linear integral equitions (Interscience Publ., Nueva York, 
1953). 

Generalización muy amplia se obtiene en la notable obra muy espe- 
cializada 

E. HILLE: Functional Analysis and Semi-Groups (Amer. Math. Soc, 
Colloquium Publ. 31, Nueva York, 1948). 

Pretendiendo mejorar la técnica empleada con el espacio hilbertiano, 
introduce la idea simplificadora de “distribución” (efr. Apénd., III), cuya 
transformación de FOURIER tiene también propiedades sencillas implican- 
do los resultados clásicos, la obra sistematizadora de muchos conceptos y 
resultados dispersos, de gran resonancia actual 

L. SCHWARTZ: Théorie des distributions (Tome I, 1950; Tome II, 1951; 
Act, Sci. ind. 1091 y 1122; Hermann, Paris). 

Siguiendo las huellas de VOLTERRA, señala una síntesis de principios, 
métodos y problemas en el campo del “análisis funcional la teoría de los 
funcionales analíticos de su discípulo L. FANTAPPIÉ, con interesantes apli- 
caciones a la integración de las ecuaciones en derivadas parciales. Un buen 
resumen de las memorias originales que desarrollan dicha teoría es: 

L. FANTAPPIÉ: Teoría de los funcionales analíticos y sus aplicaciones 
(Cons. Sup. Inv, Cient. Sem. Mat. Barcelona, 1943). 


CAPÍTULO XXVI 


ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS DE 
PRIMER ORDEN 


$ 100. SIGNIFICADO GEOMÉTRICO 


1. Conceptos fundamentales. — a) El problema de la fun- 
ción primitiva de una función dada f(x) consiste en hallar 
otra función y = F(x) tal que 


[100-1] Y = f(x) 

o bien 

[100-2] dy = f(x)dx. 
La solución 

[100-3] y = $10) dz 


contiene una constante aditiva arbitraria, y entonces está dada 
por infinitas funciones, y gráficamente por infinitas curvas. 
Como en las ecuaciones [100-1] y [100-2] figuran ya sea 
la derivada, ya sea la diferencial de la función incógnita y, 
se las llama ecuaciones diferenciales. En general, una ecuación 


[100-4] p(z, y, y’) = 0 


que liga la variable x, la función incógnita y, y la derivada 
primera y”, se llama ecuación diferencial ordinaria de primer 
orden para distinguirla de las que contienen las derivadas su- 
periores y”, y”, etc., y de las que se refieren a funciones in- 
cóoguitas de varias variables independientes (ver d). El orden 
de una ecuación diferencial es el de la derivada de mayor or- 
den de la función incógnita. 

lviremos que la ecuación [100-4] está en forma implicita; 
1 es posible despejar y” se obtiene la forma explícita o normal : 


| 100-5] y = f(x,y) , 
de la que es caso particular [100-1]. 
b) Resolver una ecuación diferencial significa hallar todas 


his funciones explícitas y = F (x) o implícitas +(x, y) = 0, que 
lh satisfacen, Hamadas soluciones, o también integrales. Cuan- 
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do éstas se obtienen, como en [100-1], mediante primitivas, o 
también por el cálculo de integrales definidas, diremos que la 
ecuación se resuelve o integra por cuadraturas, pero éste no es 
siempre el caso, como veremos. Las gráficas de las soluciones 
se llaman curvas integrales de la ecuación diferencial. 


EJEMPLOS: 1. El problema de hallar las curvas tales que en cada 
punto (x,y) la pendiente de la tangente sea igual a la abscisa x, con- 
duce a la ecuación diferencial 


[100-6] y =x% ó dy = xdxe , 
que tiene por solución 
[100-7] y = i +C , 


siendo C una constante arbitraria. Las curvas integrales son infinitas 
parábolas de eje vertical; por cada punto del plano pasa una de estas 
curvas, y sólo una. ¿Cómo depende la solución de la escala (m ó em, etc.) 
adoptada para las abscisas? 


2. En la ecuación diferencial 


du Y 
100-8 — = — 
[ ] de ro’ 
donde el segundo miembro depende también de y, las variables £ é y 
pueden separarse como antes por el signo = así: dy/y =dx/x, y la in- 
tegral se obtiene por cuadraturas fdy/y = fdæ/x: 


Iin|y| = In|æ| + Ink =Inklx]| , (C=Ink, k>0) , 


o bien y= + ky. Como también la recta y=0 verifica la ecuación 
[100-8], tendremos: 


[100-9] y = mxr , (m>0, =0 ó <0). 


Las curvas integrales son todas las infinitas rectas no verticales que 
pasan por el origen de coordenadas. Por cada punto del plano fuera del 
eje y (es decir, para el cual no se anule el denominador del segundo 
miembro de [100-8]), pasa una, y sólo una de estas rectas, 


NoTAS: 1. Obsérvese la forma C=lInk dada a la constante de in- 
tegración, para llegar a una expresión sencilla de la solución. 


2. La solución y =0 de [100-8] no aparece al integrar dy/y= dx/x, 
pues anula allí un denominador. Se había perdido al dividir por y. 


3. Para los puntos P(0,y), y +0, ambos miembros de [100-8] son 
infinitos ($$ 30-5; 15-1,b; 25-3), por lo que convendremos en que tam- 
bién el eje y(x =0) es una curva integral, correspondiente a “m = nm” 
en [100-9]. Al mismo resultado se llega considerando y como variable 
independiente y x como función incógnita; la [100-8] se convierte en- 
tonces en 





de x 
[100-8] — = — 

dy Y 
con solución 
[100-9] £ = ny 
coincidente con la [100-9] para n=1/m. Basta entonces tomar n = Q. 
Los valores así admitidos k=0, “k= + 00”, corresponden a “C=— X”, 
“C= + œ” para la constante aditiva C = ln k. Ambas soluciones apa- 
recen más naturalmente al poner la ecuación [100-8] en la forma 


ydx — xdy = 0. 
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EJEMPLO 3. También la ecuación ; 





dy x 
[100-10] | =-+ 
se puede resolver por separación de variables: 
ydy = — ade . iy =— 4 + 2C 
[100-11] LH yao. 


Si se quiere permanecer en el campo real debe tomarse C > 0. Las 
curvas integrales son las infinitas circunferencias con centro en el ori- 
gen; por cada punto del plano pasa una de ellas y sólo una. 


Nora 4. Los puntos de intersección de cada circunferencia [100-11] 
con el eje x, hacen infinitos ambos micmbros de [100-10] (cfr. nota 3). 
Aquí las circunferencias se obtuvieron completas, al pasar a la forma 
y dy = — x dx (cfr. nota 2). 


En cada uno de los ejemplos anteriores la solución contiene 
una constante arbitraria y por eso consta de las infinitas cur- 
vas de un haz bv(x, y, C)= 0. Se la llama solución general. 


Veremos ($ 104-4) que en condiciones muy generales veri- 
ficadas por la función f(x, y), en un recinto R del plano, por 
cada punto P(x,y) de R pasa una curva integral de [100-5] 
y sólo una, y entonces fijado x = %o, para cada Yo tal que 
(%o, Yo)eR habrá una curva integral v(x, y, Co)=0. Cada 
solución S(x,Y, Co) = 0 obtenida de la solución general 
(x, y, C)= 0 asignando un valor particular C, a la constante, 
se llama solución particular. En general la constante se deter- 
mina por la condición de que la curva integral pase por un 
punto dado Po (2o, Yo). 


EJEMPLO 4. Si entre las curvas de pendiente igual a la abscisa se 
quiere hallar la que pasa por P(2; 4), la constante C de [100-7] se 
determina reemplazando allí las coordenadas de P: 4=22+4C..C=—2, 
que reemplazada a su vez en [100-7] da la solución particular y= la” + 2. 


En una ecuación qp(x,y,y')=0 pueden existir soluciones 
llamadas singulares, que pueden estar o no comprendidas en 
la solución general. 


Por cada punto de una curva integral singular pasa otra 
curva integral en el sentido que se verá en la Nota 1 de este 
capítulo, donde haremos un estudio sistemático de la cuestión. 
También daremos ejemplos en $$ 100-4 y 102-3, c. 


Análogas consideraciones valen para una ecuación 


plL, Y, Y, Y”, ... YM) =0 Iena 


de orden n, donde la solución general contiene n constantes ar- 
bitrarias (§ 105-1). 


«c) Es de gran interés teórico y práctico el estudio de los 
sistemas de ecuaciones diferenciales. Un sistema de dos ecua- 
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ciones de primer orden con dos funciones incógnitas y = y (x), 
z=Z(x) es de la forma 


[100-121  qı(z, Yy, Yy, zz) =0 5 qeíx,y,y”,2,2') = 0. 


Una solución del sistema es un par de funciones 
ly (2), z(x)], que satisfaga simultáneamente a las ecuaciones 
[100-12]. 


d) Las ecuaciones diferenciales y sistemas hasta ahora 
considerados se llaman ordinarios porque sus incógnitas son 
funciones de una variable y entonces sus derivadas son ordi- 
narias. Si en una ecuación diferencial, la incógnita es una fun- 
ción de varias variables, las derivadas son parciales y la ecua- 
ción se llama ecuación diferencial en derivadas parciales. Por 
ejemplo: 





R A æz ; función incógnita: z = z(x,y) 
oy 3y ; gnita: 2 = , Y). 
2. Campo de direcciones de y! = f(x,y). — Veamos cómo 


pueden estudiarse las curvas integrales de la ecuación [100-5] 
sin resolverla. Si f(x, y) es una función uniforme definida en 
todo el plano (x, y) o en un recinto R, parte de él, la ecuación 


[100-5] y = f(x,y) , 


asocia a cada punto Po(Zo, Yo)ER, una dirección de coeficiente 
angular Mo = f (£o, Yo), que llamaremos dirección en Po. El 
conjunto de los puntos de R con la dirección en cada uno se 
llama campo de direcciones en R. 


Toda curva integral de [100-5] que pase por Po tiene allí 
tangente con pendiente f (£o, Yo) en virtud de la misma [100-5]. 
Entonces: La ecuación de primer orden [100-5], con segundo 
miembro función uniforme definida en todo el plano o en un 
recinto R parte de él, representa allí un campo de direcciones. 
Toda curva integral tiene tangente en cada punto, en la direc- 
ción del campo en dicho punto. 


El conjunto formado por un punto P y su dirección en él 
se llama elemento lineal en P ó de sostén P; se lo puede re- 
presentar por un pequeño segmento de punto medio P, con la 
dirección asignada en P. Se tendrá una imagen del campo de 
direcciones representando los elementos lineales en varios pun- 
tos convenientemente distribuídos. Para facilitar esta construc- 
ción conviene trazar previamente varias curvas f(x, y)= cons- 
tante, llamadas curvas isoclinas de la ecuación diferencial, pues 
a todos los puntos de cada una corresponde la misma dirección. 


EJEMPLO 1. Las figuras 344, 345 y 346 representan los campos de di- 
recciones de las ecuaciones de los ejemplos 1, 2 y 3 de $ 100-1, donde se 
han trazado algunas isoclinas y algunas curvas integrales, 
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En el primer caso las isoclinas x= c, son rectas paralelas al eje y, 
y las curvas integrales resultan de una de ellas por traslación en la di- 
rección de dicho eje. En los otros dos casos las isoclinas son las mismas, 





lA A AA ASAS 





Fig. 345. — Campo de direcciones, iso- 
clinas y curvas integrales de y” —= y/z. 


=a 


Fig. 344. — Campo de direcciones, isocli- 
nas y curvas integrales de y’ = x. 


pero mientras en el segundo las curvas integrales coinciden con aquéllas, 
no ocurre otro tanto en el tercero; las direcciones mı y mM: asociadas a 
un mismo punto en ambos campos son ortogonales, pues 

x 1 1 


Mm = — — = = E 


y ~ yla m 





NOTA. Así como la represen- 
tación del campo de direcciones da 
una idea del comportamiento de 
las curvas integrales, también pue- 
den estudiarse analíticamente pro- 
piedades de estas curvas sin resol- 
ver la ecuación. A veces, estudian- 
do el campo de direcciones puede 
llegnrse a construir la solución ge- 
neral de la ecuación. 


EJEMPLOS: 2. De y = 
-x/y resulta 





A u— xry 
Y = — ypy == 
n— xl rly _ EH, 
y AP 
v eun y’ é y” pueden estudiarse 
talrimion, mínimos, inflexiones, Fig. 346. — Campo de direcciones, isocilinas y 


curvatura, ote. Por ejemplo, en enrvas integrales de y’ = -— z/y. 
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todo punto P(0,y), y +0, hay extremo de la curva integral por él, 
máximo si y > 0, mínimo si y < 0, pues y =0, y” —— 1/y. El radio de 
curvatura es R= + Væ +y’. 


3. En la ecuación y =y'x —(1/4)y” la isoclina correspondiente a 


y’ =m es y=mx —(1/4)m?, y por ser una recta de pendiente m tiene 
la dirección del campo en cada punto y es entonces una curva integral. 
El haz de estas rectas (tangentes a la parábola y =x", ver § 100-4, 
ej. 4, § 102-3, c) da la solución general. 


3. Método de aproximación de Euler. — Para construir la 
curva integral de [100-5] que pasa por Po(Xo, Yo) podemos 
desplazarnos a partir de P, en la dirección de la tangente a 
dicha curva, que es la dirección del campo en Po, hasta un pun- 
to P, de coordenadas 


£i = Zo FAL ; Yı = Yot AY = Yo F Í(%o, Yo) Ar  ; 


luego a partir de P,, en la dirección en P,, hasta un punto P: 
de coordenadas: 


Ya =%1 FAL ; Ya = Yı + Í(21,Y1)Ar 0; 
ete. Se tiene así una quebrada que se aproxima a la curva in- 
tegral. 

Este método clásico de EULER * no es admisible sino como 
aproximación grosera, pues la quebrada se va separando más 
y más de la curva integral buscada. En el § 104 veremos mé- 
todos más precisos de resolución aproximada. 


EJEMPLO. La determinación de la quebrada correspondiente a la 
curva integral de [100-10], y =— x/y, a partir de Po(0;1) hasta 
æ= 1 siendo Ax = 0,1, se indica en la tabla siguiente, donde las dos 
últimas líneas se han agregado para comparar con la solución exacta y 
apreciar la señalada imprecisión del método: 

















x 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

Y 1,00 1,00 0,99 0,97 0,94 0,90 0,84 0,77 += 0,68 0,56 0,40 

y' 0 --0,1  —0,20 —0,31 —-0,43 —0,56 -—0,71 —0,91 —1,18 —1,69 -—-2,50 
Vic ri 1,00 1,00 0,98 0,95 0,92 0,87 0,50 0,71 0,60 0,43 0,00 
error — - y 0,01 0,02 0,02 0,03 0,04 0,06 0,08 0,13 0,40 


4. Ecuación diferencial de un haz de curvas. Envolventes. — 
a) Como la solución general de la ecuación [100-5] está dada 


por un haz de curvas, cabe preguntar si recíprocamente, dado 
un haz 


[100-13] (x, y,C) =0 , 
habrá una ecuación diferencial de primer orden que lo tenga 


* También llamado método de diferencias de CaucnY. Ver nota al pie de påginu de 
$ 104-4, notna 2. 
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por solución general. La respuesta es afirmativa; en efecto, 
para la curva correspondiente a un valor dado de C se veri- 
fica [100-13] y también 


de(x,y,C) _ ow(x, y, O) y Ie (z, y, 0) 
de o dx dy 


y por consiguiente la ecuación que resulta de eliminar C entre 
ambas: 


[100-15] p(z, y, y) = 0. 


Pero como esta última no contiene C, se verifica para todas 
las curvas del haz [100-183] y es la ecuación diferencial bus- 
cada, llamada ecuación diferencial del haz. Expresa una pro- 
piedad geométrica de todas sus curvas: la relación entre las 
coordenadas de un punto y la pendiente de la tangente en él. 


[100-14] dif 


EJEMPLOS: 1. La ecuación diferencial del haz y =mx resulta deri- 
vando: y =m, y eliminando m: y'=y/x. Cfr. $ 100-1, ejemplo 2. (Es 
esencial eliminar el parámetro; obsérvese que y" =m no representa el 
haz dado, pues para cada m su solución general es y = mæ + C). 


2. En el haz x* + y?=C resulta derivando: æ + yy' =0, que es ya 
la ecuación diferencial del haz (ver $ 100-1, ej. 3), pues el parámetro C 
quedó automáticamente eliminado al derivar. 


3. En el haz de circunferencias de radio 1 con centro en el eje æ: 
(x —C)?+ y=1, por cada punto del recinto plano R: —1<y<1 


pasan dos curvas. Derivando resulta: x —C=—-—yy', y eliminando C se 
obtiene la ecuación diferencial del haz: 
[100-16] v(1+y%)=1 , 


mediante la cual a cada punto de R se asocian dos direcciones de coefi- 
cientes angulares y'= + V1— y*/y. 
La ecuación diferencial [100-16] indica la propiedad característica 


de las curvas del haz: el segmento normal n =| y V1 + y”| (§ 31-3), es 
constantemente 1. 


Las curvas (rectas) y = + 1 son curvas integrales de [100-16], so- 
luciones (singulares, ver nota I), que no figuraban en el haz dado. 
NoTas: 1. El ejemplo anterior lleva a estudiar las ecuaciones 
[100-17] y = + V1—y?/y js y =-—vl-—yl/y. 
Las soluciones generales son haces de circunferencias 
[100-18] (x— C)? +y% = 1 con æ < C, (respectivamente x > C). 
En ambas, y= +1 son soluciones singulares (nota 1). 
2. También son soluciones de [100-17] las curvas formadas por se- 


micircunferencias [100-18] y semirrectas y= +1 con x > C (respecti- 
vaniente x < C). 


d. Tas curvas cerradas convexas formadas por dos semicircunferen- 
cins [100-18| y segmentos rectilíneos que unen sus extremos, no son cur- 
vas integrales para ninguna de las [100-17] pero sí de [100-16]. Sin 
embargo, en un entorno suficientemente pequeño de æo con lyol <1, 
ponin Kólo dos enrvns integrales, 
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b) En el ejemplo 3 las soluciones singulares (nota 1) 
y = + 1 son las envolventes ($ 74-1,b) del haz de curvas. En 
general: 


Toda envolvente de un haz de curvas es una curva integral 
de la ecuación diferencial del haz. En efecto, dicha envolvente 
es en cada uno de sus puntos tangente a una curva del haz, y 
entonces los valores x, y, y’ coinciden con los de esa curva, ve- 
rificando en consecuencia la ecuación diferencial. 


Noras: 4. En la nota I de este capítulo, veremos que toda envol- 
vente es solución de las que llamaremos singulares de la ecuación dife- 
rencial del haz, y que ésta puede tener también soluciones singulares 
que no sean envolventes, 


5. Es fácil construir ejemplos considerando el haz de las tangentes 
a una curva dada, que resulta así envolvente de aquéllas (cfr. $ 102-3, c; 
nota 5). 


EJEMPLO 4. Hallar la ecuación diferencial del haz de tangentes a la 
parábola y=x*, y verificar que también la parábola es una curva in- 
tegral. 

La ecuación (finita) del haz es y — C? = 2C (x — C) ; eliminando C 
entre ésta é y' =2C resulta (cfr. $ 100-2, ej. 3): 


[100-19] y = xy’ — y”l4 , 


ecuación que se satisface para y=—x* y es del tipo de CLAIRAUT, que 
veremos en $ 102-3, c. 


EJERCICIOS 


1. Dada la ecuación diferencial 4y?—9x: a) Verificar que 
(y + C)?= x* es solución y representar para C=-——3, —2, —1, 0, 1,2, 3; 
b) Hallar dos curvas integrales que pasen por el punto (3;1). 
2. Resolver y =(1 + x)/(1 —y). 
3. Resolver: 
a) ey dx — dy = 0; 
b) y =— 2xy; 
ce) XY + yy =r. 


4. Probar que si las isoclinas son rectas paralelas, la ecuación dife- 
rencial se integra con una cuadratura, 


5. Estudiar la solución general de y” —y(1— x) sin resolver la 
ecuación, probando que: a) El haz es simétrico respecto del eje xv; 
b) Ninguna solución cambia de signo ni se anula, salvo la y = 0; c) To- 
da solución positiva (negativa) tiene un máximo (mínimo) en x=1, 
concavidad hacia abajo (arriba) en 0<x<2 y en sentido contrario 
en <0 y x>2, y entonces puntos de inflexión en x=0 y x=—2; 
d) Para x—> œ es y=0(1/%). 


6. Mediante el método de las isoclinas, dibujar las curvas integra- 
les de y =x%*4 y" que pasan por los puntos (0;0) y (1;1), Ccfr. 
$ 104-3, ejemplos 1 y 2). 
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7. Hallar el haz de las curvas para las cuales la distancia al origen 
de un punto cualquiera es igual al segmento tangente ($ 31-3). 


8. Dada la ecuación diferencial y — xy +(1/y'): a) Verificar que 
y = Cx + (1/C) es solución; b) Verificar que y?— 4x es solución (so- 
lución singular, nota I), y que esta curva es envolvente del haz a 
($ 102-3, c). 
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1. Ecuaciones con variables separables. — No siempre una 
ecuación de primer orden [100-5] se puede resolver por el mé- 
todo de separación de las variables que ya hemos empleado en 
los ejemplos 1, 2 y 3 de § 100-1. 

Esta separación es imposible, por ejemplo en las ecuaciones 


dy dy | a ay 
[101-1] a seníxy) ; y” 


Pero cuando el segundo miembro de [100-5] se puede ex- 
presar como producto de dos funciones, una de x y otra de y: 


dy _ 
[101-2] S g(x).h(y) , 
es posible separar las variables: 

dy 
[101-3] T) = glx)dx , 
y mediante cuadraturas 


5 = fetejaz, 


se obtiene la solución general en la forma: 9(y)= y(x)+ C. 


En [101-2] están incluídos los casos en que el segundo 
miembro no contenga ya sea x, ya sea y. 


_ EJEMPLOS: 1. Curvas que tienen la subtangente constante k. Es 
decir ($ 31-3): S:=y/y'=k, de donde: dx=k.dy/y, é integrando 
ambos miembros resulta: 

x = k.lny + ce ó sea: y = eo! 


que es la ecuacìón de la familia de curvas buscadas (fig. 347). 
Obsérvese que cada curva se deduce de otra, bien por traslación (in- 
cremento de x) o por afinidad (multiplicación de y). 


2. Hallar las curvas que tienen la subnormal constante. Es decir 
(§ 31-3): 


Sa = y.y = k 

y. dy = k.dxz . ły = kx + c. 
La integral gencral es, por consiguiente: 

y” = 2kr + 2c ; 
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luego las curvas que tienen la propiedad dada son las parábolas de eje x 
y parámetro k. 





O x 


Fig. 347, 


3. Hallar las curvas que forman un ángulo constante u con el radio 
vector que une cada punto con el origen. 

Sio=f(w) es la ecuación de la curva en coordenadas polares, se 
tiene ($ 34-7): 


g . de 
— = cot =a .. — z= ado 
o gp o , 
que da ọ = Cc, espirales logarítmicas (cfr. $ 34, ejercicio 7). Para 
a =0 resultan circunferencias de centro en el origen. También son solu- 


ciones del problema las rectas œw = const., que se pierden al escribir 
g = f (w). 


NoTA. Si h(y»)=0, hay dificultades en [101-3], pero en la primera 
forma [101-2] de la ecuación, se ve que y = yo es una solución. 

De la ecuación en forma simétrica X.(%) Y, (y) de + X2(x) Y2(y) dy = 0, 
resulta separando variables: (Ya/Y.)dy = —(X,/X2)dx, pero a la solu- 
ción obtenida por cuadraturas hay que agregar las eyentuales curvas 
(conjuntos de rectas paralelas a los ejes) Y,(y)= 0, X2(1)=0, que re- 
sultan de anular los factores suprimidos. 


EJEMPLO 4. La ecuación xyy' = kx tiene, además de las soluciones 
del ejemplo 2, la solución x= 0. 


2. Ecuaciones homogéneas en 7, y. — Hay otros tipos de 
ecuaciones de primer orden que se pueden transformar en ecua- 
ciones con variables separables mediante un oportuno cambio 
de variables. Tal ocurre, como veremos con la segunda ecua- 
ción [101-1], por ser el segundo miembro una función homo- 
génea de grado cero en x é y (S 67-83), ó sea una función del 
cociente y/x: 

apar  1+(1/x%)* 


ay — (y /a)—(y/a)3 ? 
y con toda ecuación de la forma: 
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dy _ Y 
[101-4] Z =f =) , 
Las variables se separan con la sustitución 
Y = 
[101-5] 5 e 
de donde 


y=x"wze ; dy/dx = 1 .z + x(dz/dx) = f(z) ; 
x(dz/dr) = f(z) —z ; dz/[f(z)—z] = dz/z , 
y la ecuación se resuelve por cuadraturas. 


La integral del primer miembro será una función de z que 
indicaremos H(z). Resulta entonces, dando forma convenien- 
te (—InC) a la constante de integración: 


[101-6] H(2) = Ing — nC = ny 


y = Cela = Cela 


de donde a veces se podrá despejar y como función de x, o bien 
x como función de y. 


EJEMPLO 1. La ecuación homogénea y =(x* + y°)/(2xy) se leva 
mediante [101-5] a la forma 2zdz/(1-— 2") — dx/xw, con lo que se llega 
a la solución general a" — y? = 2Cx, o bien 


[101-7] (x— 0) — ŻY =C, 


que representa un haz de hipérbolas. 


NOTAS: 1. Sólo es necesario recordar la sustitución [101-5] y no las 
fórmulas que siguen, pues en cada caso se repite el procedimiento indi- 
cado. Esa sustitución viene sugerida por la forma de la ecuación y tam- 
bién observando que ésta es invariante respecto de toda homotecia de 
centro en el origen: 


a=kX , y =kY , (k=const.) , 


que entonces transforma unas en otras las curvas integrales, dejando 
invariado el haz. 


2. Si f(z0)—20=0 es z= zo una integral, pues anula ambos miem- 
bros de xdz/dæ = f (z)— z. Entonces si la ecuación f(2)—z=0 tiene 
las raices Zi, Zi, Ze, .. , se tienen las curvas integrales y = 20%, Y = 2%, 
Hoz ax, ..., que son rectas por el origen, Si una de estas rectas es tan- 
gente a una curva del haz [101-6] en un punto distinto del origen y de 
infinito, en virtud de la nota anterior resulta envolvente del haz y es 
solución singular (nota I). Éste no es siempre el caso como muestra el 
ejemplo 1, donde las soluciones y = + x no son envolventes, sino curvas 
del haz [101-7] para C-=0. 


2. También se puede transformar la ecuación [101-4] en otra de va- 
nables separables con sólo pasar a coordenadas polares, pues «x = Q cos w, 
HO sen, dam 
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dy _ senwde + ọcos w dm 


dæ cos œw dọ — esen o du = 2080) 
do _ 1 + tro. f (tg w) do 
o — flitgo)— tgw Ñ 


En ocasiones, es muy apropiado este procedimiento, como indica el 
ejemplo siguiente. 


EJEMPLO 2. La ecuación homogénea 
yla + yy)? — (2 4 y?) (ay —y)* =0 
se transforma en coordenadas polares en 
0*(do/do)?senzw — o = 0 “. dolo = + do/senw , 


y la solución general es: 
o = Cítg ¿0)*, 


NoTA 4. En § 102-2, b, se estudiarán las ecuaciones homogéneas en 
æ, Y, pero no resueltas en y’. 


3. Ecuaciones reducibles a homogéneas. — Entre las ecua- 
ciones reducibles a homogéneas por cambios de variables están 
las del tipo 
dy ax + biy + ci 
101-8 — = f| A 
[10338] dx 42% + bay + Cz 

Distinguiremos tres casos, I, II, III, según que las rectas 
[101-9] ax +by+c=0 , az + bay + Co =0 
coincidan, se corten, o sean paralelas, 


I. Si las rectas [101-9] coinciden, el segundo miembro de 
[101-8] se reduce a una constante y la ecuación es trivial. 

II. Si a,b2— azb, 40, es decir, las rectas [101-9] se cor- 
tan en un punto (xo, Yo), la traslación 


[101-10] X = %— zo , Y =Y —Yo 
reduce [101-8] a la ecuación homogénea 
day z t| Aci) 
dX QX + bY 
EJEMPLO 1. 


== A) 


Las rectas se cortan en P(1, —2), La traslación X=x_—1, Y =y+ 2 
conduce a la ecuación homogénea dY/dX — 2Y?/(X + Y)? La ecuación 
en Z=Y/X es 

dX 1 2 
E=l=r— Te) > 
y la solución de la ecuación dada es 

ln (y + 2) + 2arctg gti = C. 
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III. Si las rectas [101-9] son paralelas, a,/az, = b,/bs = A, 
y la ecuación [101-8] es 
dy A (ax + ba4)+ cı | 2 
e s A AT | = glaw ba), 


Poniendo asz + bəy = z resulta la ecuación de variables se- 
parables: [(dz/dx)— a:]/b = g (z). 


EJEMPLO 2. 
dy/dx = (x + 2y — 8) / (2x +- 4y — 1). 


Poniendo z=x + 2y resulta }[(dz/dx)— 1] =(z— 8)/(2z— 1), y sepa- 
rando variables çe llega a la integral general 


(da + 8y — 17)" = Ces-”, 


4. Ecuaciones lineales. — Son las lineales en y é y’, es de- 
cir del tipo 


[101-11] y + P(z)y = Q(x). 


En general no se pueden separar las variables. En cambio 
es posible hacerlo en la ecuación lineal incompleta (u homogé- 
nea en y é y’) que resulta de reemplazar Q(x) por 0 en 
[101-11]. Sea u = u(x) una solución particular de la ecuación 
incompleta: 


[101-12] a + Pfr)u=0 , 
dx 
de donde: 
= = — P(x)dzx ; Inu = — f P(z)dz : 
E 
Pongamos ahora (sustitución de LAGRANGE) : 
[101-13] YSU. , 


siendo u la solución ya hallada de la ecuación incompleta 
[101-12], y se trata de determinar la función v de modo que 
y sea solución de la ecuación completa [101-11]. Derivando y 
reemplazando en [101-11] resulta : 
dv du 
u -iz +v e -L P(a)u | = Q(x). 


La expresión entre paréntesis se anula, pues u es solución 
de [101-12], y entonces queda para determinar v la ecuación: 


dv 
E = Q (x) , 


en la que pueden separarse las variables 
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d Q(x) 


v = ~; dr = Que? “dx , 


v = SRi) E dz + C. 


Reemplazando u y v en [101-13] se tiene la solución ge- 
neral. 


EJEMPLOS: 1. y +ay=e”. La ecuación incompleta u'+au=0 
tiene la solución particular u=e”"*, y [101-13] da 


errdv/da = e”? . v=(a + bd) et” YC 
. y =(a+b)*e” +4 Cer”, 
2. Y +yg' (x)= (x) (x). La ecuación incompleta tiene la solu- 
ción particular 
u = etx) , 
Resulta 
y = pla) — 1 + Celt) 


3. En un circuito con resistencia R y auto-inducción L actúa una 
fuerza electromotriz E = Es sen wt. Hallar la intensidad I(t) de la co- 
rriente en función del tiempo. 

Por la ley de OHM el producto IR es igual a la fuerza electromotriz 
total E — L(dl/dt), y se tiene la ecuación lineal: 


dl R Eo 
de + L = 7 Senot. 


La ecuación incompleta (du/dt) + R(u/L) =0 (que corresponde a 
fuerza electromotriz exterior nula: abertura del circuito), tiene la solu- 
ción particular u—e""*/", La sustitución I=u.v da para v(t) la ecua- 
ción dv/dt =(E./L)e**'/* sen wt, Por [51-9] se tiene: 





2 -1 
v =H- + o ) | R sen wt — o cos wt ) +C. 
LIL 
Poniendo 
[ RIL = ecos y f o = V (RIL) o 
| w = 0sen y L y = arctgoL/R, , 
se llega a 

Eo 

I(t) = == sen (wt — y) + Corr, 
VRF oT 


La intensidad consta entonces de un sumando periódico y de otro 
que decrece rápidamente. La constante C se determina conociendo la in- 
tensidad l. en el instante inicial t=0. Si l.=0 resulta 


C = EsoL/ (R” + œL’). 


Noras: 1. Haciendo el reemplazo indicado de u y v en [101-13] pue- 
de verse que la solución general de la ecuación lineal [101-11] se obtiene 
sumando a una solución particular de la ecuación dada la solución gene- 
ral de la incompleta. Demostraremos en el $ 107-3 que esta propiedad 
vale también para ecuaciones lineales de orden superior, y es muy útil 
para su resolución. 


2. La sustitución de LAGRANGE [101-13] equivale a reemplazar en la 
solución general Cu(x) de la ecuación incompleta, la constante CG por 
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una función v(x) de modo que el producto satisfaga a la ecuación com- 
pleta. En esto consiste el método de “variación de las constantes” de 
LAGRANGE, que desarrollaremos en § 107-4, a, para ecuaciones lineales de 
orden superior. 


3. Si se conoce una solución particular y, de [101-11], la general se 
obtiene por una sola cuadratura, pues escribiendo que y. verifica [101-11] 
y restando de [101-11] resulta (y—yi)' + P(x) (y —y:ı)= 0, es decir, 
y — Yi es solución de la ecuación incompleta (cfr. nota 1), o sea 


y — y = Con 


4. Si se conocen dos soluciones particulares y, é y: de la ecuación 
lineal, la integral general se obtiene sin ninguna cuadratura, pues por: 
verificar ya la relación anterior para un cierto valor de C resulta por 
división para eliminar 

¿SP 


siendo a una constante arbitraria 


, 


[101-14] A 
Ya — Yi 


5. Ecuaciones reducibles a lineales. — a) Ecuación de BER- 
NOULLI. — Multiplicando por y” el segundo miembro de la ecua- 
ción lineal [101-111] se obtiene la ecuación de BERNOULLI: 
[101-15] y + P(x)y = Q(z)y”. 

Dividiéndola por y” resulta: 

yy + P(x)y"” =0Q(x) , 
y observando que si z = y'=”, es 22? =(1—N)y"y', vemos que 
[101-15] se reduce a la ecuación lineal en z(x): 
[101-16] z + (1—n)P(x)z = (1—n)Q(zx). 


Nora 1. El método fracasa si n= 1, pues z = 4° = 1 y [101-16] se 
reduce a z7’ = 0, pero en tal caso [101-5] es lineal incompleta. 


EJEMPLO 1. Curvas tales que la ordenada del punto de intersección 
de la tangente con el eje y sea proporcional al cuadrado de la ordenada. 
, Como la abscisa del pie de la tangente es y — wy’, resulta la ecua- 
ción: 
y — sy = kP , 

que es del tipo n = 2 de BERNOULLI; se reduce a lineal sustituyendo: 
y =z? S y = — 2z2°?.z 
2z gza = ka , 
y multiplicando por 27/x resulta la ecuación lineal: 


zZ + xz = kr? , 


, 


cuya solución general es 
z=uw"(fk.de+4C)=k + Clx ; 
luego las curvas que resuelven el problema son las hipérbolas 
Y(C+kx)=xw 


que tienen la asintota fija y = 1/k y la otra paralcla al eje y, con cen- 
tro en ( C/k, 1/4). 
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b) Ecuaciones de RICCATI. — Ocurre inmediatamente ha- 
cer también la generalización de la ecuación lineal completa 
agregando un término y”; pero tales ecuaciones ya no se pue- 
den resolver por cuadraturas como ha demostrado LIOUVILLE, 
ni aun siquiera en el caso más sencillo n = 2. Tales ecuaciones: 


[101-17] y = A(a)y? + Blx)y + C(x) 


se llaman de RICCATI, y se pueden resolver completamente 
cuando se conoce una integral particular y,; pues sustituyendo 
y = Yı +z, resulta la nueva ecuación: 


ytz = A. ye + B. yı +C ++ 2A.y . z+ AZ + Bz 
que se simplifica por satisfacer y, a la ecuación [101-17], re- 
sultando : 
z = (2Ay + B)z + Az 


que no es lineal, pero por ser de BERNOULLI con n = 2, se hace 
lineal dividendo por 2? y poniendo Y = 1/z; se obtiene: 


[101-18] Y = — (244, + B)Y — A. 


Integrada ésta, se deduce la integral de [101-17] mediante 
la fórmula de transformación: 


[101-19] y=% + (1/Y). 


EJEMPLO 2. Una solución particular de la ecuación 
y = x° — x.y — y? 

es y = — x, y con la sustitución y =—1/x+1/Y resulta la ecuación 
lineal: 

Y Feyi, 
cuya solución general es 

Y — (4 +«<c)/2x% », 
resultando como integral general de la ecuación dada œl haz de cúbicas 
y = 2x/(x%* + c)—(1/x). 


NoTA 2, Si se conocen tres soluciones particulares Yi, Ya, Ys de la 
ecuación de RICCATI, la solución general se obtiene sin ninguna cuadra- 
tura. En efecto, en tal caso se conocen dos soluciones particulares 
Y,—1/(ya—Y1), Ya =1/(Yys —Yyi) de la ecuación lineal [101-18]. Luego 
($ 101-4, nota 4), la solución general Y resulta de (Y — Yı) / (Y: — Yı)= 
=C. La de la ecuación de RICCATI resulta de eliminar Y, Y., Y:: 


[101-20] YY, YM 
Y — Yi Ya — Yi 


es decir: La razón anarmónica de cuatro soluciones de la ecuación de 
RICCATI es constante, 








= Const.; 


EJEMPLO 3. La ecuación y' =x "y? + 2x y + 6x*, mediante la susti- 
tución y = — u'/ (xu), se lleva a la x'w” — 4xu' + 6u =0. Ensayando 
para ésta la solución «u = x" obtendremos (ver § 108, ejere. 4) la integral 
general u = Cir + Ca”, que da para la ceuación dada el haz simplemente 
infinito y = — (3x -+ 2C)/ (2t + Cz’). 
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6. Ecuaciones diferenciales exactas. — La ecuación 

[101-21] P (x, y) dx + Q(zx, y) dy = 
se llama diferencial exacta si su primer miembro es la dife- 
rencial total de una función U(x, y). Para esto, supuestas P 
y Q continuas, uniformes y diferenciables en un recinto sim- 
plemente conexo, la condición necesaria y suficiente es que 
yv = Q, (§ 89-1). En tal caso la ecuación se reduce a 
dU(x,y)=0 y la solución general es U(x,yy=C, o bien 
($ 89-1) : 


[101-22] [Playas + ("Qla y)dy = C. 
a “b 


EJEMPLO. Sea la ecuación diferencial: 
dy x? — 2xy 
de T a +y +1 
dg (x? — 2xy) — dyl(a* + y? +1) = 0. 


Se cumple la condición P, = Q,, luego es diferencia exacta, y la so- 
lución general es por [101-22] con a =b=0: 





2 e 
z "Y 3 y = C. 


7. Factor integrante. — a) Toda ecuación de primer orden 
y” = f(x, y) puede ponerse en la forma [101-21] donde uno al 
menos de los coeficientes P, Q, no sea idénticamente nulo, y 
supondremos que es Q. Se puede adoptar por ejemplo 


= f(x, y) , Q==1», 


o bien, se puede multiplicar o dividir P y Q por cualquier cons- 
tante o función de x, y, que no sea idéntica a cero. Precisa- 
mente en esta indeterminación, que permite multiplicar por un 
factor conveniente, se funda el método que se llama del factor 
integrante o multiplicador de EULER. 


En general, la expresión dada Pdx + Qdy no es diferencial 
exacta, pero demostraremos que multiplicando por un factor 
conveniente u(x, y) se puede conseguir transformarla en dife- 
rencial exacta. El cálculo de dicho factor integrante no es fá- 
cil en general; pero hay casos en que se obtiene inmediata- 
mente. 


EJEMPLOS: 1. Si Px,y)=X,(x). Y.(y), Q(x, y) = X(x). Y-(y), la 
separación de variables se logra multiplicando por u(x,y)=1/(Y,.Y:2), 
que es un factor integrante, pues la ecuación obtenida (X:/X:)dæ + 
J4 (Y:/Y:)dy = 0 es diferencial exacta. [Obsérvese que a la solución de 
csla ecuación hay que agregar la curva 1/u(x,y)= 0; ver $ 101-1, nota]. 


23, Si mn, no es diferencial exacta la ecuación 
m.y. de | n.2.dy =0U , 


162 XXVI. ECUACIONES DIFER. ORDIN. DE PRIMER ORDEN g 101 -7 


pero el primer miembro se hace diferencial exacta del producto x”y" mul- 
tiplicando por el factor x”"y””, pues resulta: 

(mx”)y"dx + x”"(ny"*)dy = d(x"y)=0 , 
y la solución general es: x™.y" =C. 


3. La ecuación xdy — ydx = 0 no es exacta, pero tiene los factores 
integrantes m = 1/%, p= 1/4", m = 1/ (x° + Y°), w= 1/(x°— y"), que 
transforman su primer miembro en las diferenciales de y/x, —ue/y, 
arctg(y/x), arg th(y/x). Todos conducen a la solución general y/x= C. 


4. Concepto de entropía. Para un mol de gas ideal es 
= pv/R ©. dT = pdv¡R + vdp/R , 


que expresa el aumento de temperatura al pasar el gas del estado (v, p) 
al (v + dv, p+ dp) en dos sumandos: los incrementos infinitésimos al 
aumentar v a presión constante, y al aumentar p a volumen constante. 
Indicando con €, y c. los calores específicos a presión constante y a vo- 
lumen constante, el incremento de cantidad de calor será: 

AQ = (pce,dv + vesdp)/R. 


Esta expresión no es diferencial exacta, pues C,>%C., y entonces 
($ 89-2) a la variación Q2— Q1 de cantidad de calor al pasar el gas de 
un estado a otro, depende no sólo de éstos, sino también de los estados 
intermedios (por eso hay máquinas que realizan ciclos entregando un 
saldo para Q). 


Interesa definir una magnitud, ligada al estado del gas y no a su 
historia, cuya variación dependa sólo de los estados inicial y final. Ob- 
servando que 

AQ/T = (cpdv/v) + (cdp/p) = d(c,Inv+cInp+C) , 


vemos que al ser 1/T factor integrante de la expresión de AQ, la fun- 
ción S = cln v + cln p+ C= ln(kvep. pe) cumple las condiciones an- 
tedichas en virtud de $ 89-2, Se la llama entropía del gas y es una 
variable macroscópica de gran importancia en Termodinámica. 


b) Para que u(Pdx + Qdy) = 0 sea diferencial exacta, de- 
be ser 


[101-23] a 


| 2 ; 
y (uP) T zz Q) , 


es decir, u(x, y) debe satisfacer a esta ecuación en derivadas 
parciales cuya resolución, como veremos (§ 110-4), se reduce 
a la de un sistema de ecuaciones ordinarias, una de las cuales 
es precisamente la propuesta. Pero sólo necesitamos una solu- 
ción particular de [101-23] y además esta ecuación puede sim- 
plificarse cuando se conozca (o se ensaye como hipótesis) al- 
guna condición sobre y. 


b,) Si existe un factor integrante que dependa de una 
sola variable, se lo puede determinar con una cuadratura. 
Si p= p(x), [101-23] da uP, = WQ -~ uQ, de donde resulta 
w(x)/u(x) =(P,—0Q,)/Q y debiendo ser el segundo miem- 
bro una función de x= solamente (por serlo el primero), se 
halla y con una cuadratura. 


$ 101 -8 TIPOS ELEMENTALES DE ECUACIONES EXPLÍCITAS 163 


b») De la demostración anterior resulta: Existe un factor 
integrante de [101-21], dependiente de una sola variable: 
u(x), [u(y)], cuando y sólo cuando (P, — Q-)/Q es función 
de x solamente, [(P, — Q:)/P es función de y solamente]. 


EJEMPLOS: 5. Resolver 
sen — xecosx — B3x "(y —u)" + 3x*(y —«)"y” = 0. 


Es P,—Q. =— 6x3 (y —u)* =(—2/%)Q; entonces por b, es u'/p = 
= —2/x, con lo que =x es un factor integrante, que conduce a la 
solución (y — x)* — (sen x) /x =C. 


6. Para que y' =f(x,y), escrita en la forma dy —1f(x, y) dx =0, 
tenga un factor integrante función de x, es necesario y suficiente que 
f(x,y) sea lineal en y (es decir, que la ecuación sea lineal). 


En efecto, por b. debe ser f,(x,y) función de x solamente. 


8. Propiedades del factor integrante. — a) La existencia de un fac- 
tor integrante de [101-21] (que podría deducirse de [101-23] con la teo- 
ría de ecuaciones en derivadas parciales), resulta de la existencia de la 
solución general (x,y, C) = 0, pues resuelta ésta en la constante se 
escribe: 


[101-24] U(x,y)= C. 
De aquí resulta y' = —U,/U,, siendo por otra parte por la ecua- 
ción y =—P/Q. Entonces U,/P =U,/Q y el valor común de estas 


razones es un factor integrante. Luego: Conociendo una solución general 
en la forma [101-24] se halla un factor integrante sin ninguna cua- 
dratura. 


b) Si [101-24] es solución de [101 21], lo es también y[U(x,y)] =C, 
siendo q una función arbitraria (derivable). 

En efecto, p(U)=C equivale a dy(U)=0, o sea a 

y" (U) (U.dx + U,dy) = 0. 

c) Si [101-24] y V(x,y)=C son soluciones de [101-21], es V = 
= (U). 

En efecto, de U./U, = P/Q y V/V, = P/Q sigue 0(U,V)/0(x, y)= 
= 0 (§ 68-3). 


d) Si U=C es solución general de [101-21], como por b también lo 
es p(U)=C, sigue de a que tanto U./P como q'(U). U./P son factores 
integrantes. Luego: Si u es factor integrante, lo es también toda fun- 
ción u. (U), siendo U =C solución general. 


e) Recíprocamente, todo factor integrante v es de la forma uy(U). 
De 


u(Pdx + Qdy) = dU ; »r(Pdx +Qdy)=dV , 
como por c es V = p(U), resulta de a: 
u= U: P , »= Ve: P= g(U).U. : P = ¢ (U). 


f) Como q'(U)="/u=C es solución por b, resulta llamando inde- 
pendientes a dos factores integrantes cuyo cociente no se reduzca a una 
consinnte: Si se conocen dos factores integrantes independientes p y v», 


la salución general es ujv =C. asi obtenida sin cuadraturas. 


gp) Farmación de combinaciones integvrables. Con la práctica puede 
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adquirirse cierta destreza en hallar factores p tales que u(Pdx + Qdy) 
se descomponga en una suma 


[101-25] (P.dx + Qudy) + (Podx + Quedy) , 
donde cada paréntesis resulte una diferencial total. 

EJEMPLOS: 1. (4%? + y) de — xdy = 0, multiplicada por u= x°, pue- 
de escribirse 4dx + (ydx — ady)/x*=0, y la solución general es 4x— 
== (y/x)= C. 

2. (x + Va? + y*) de + ydy =0, escrito así 

(xdx + ydy) (a+ y)++4de=0 , 
da de inmediato Væ” + y + x= C, 


De aplicación menos fácil es este procedimiento: Si una expresión 
diferencial se descompone en la forma [101-25] y se conoce un factor 
integrante para cada paréntesis, se puede hallar uno para toda la expre- 
sión mediante la propiedad d. 


3. (x% + 3yx*) dx +(4y? + ay?) dy = 0 se descompone así: 
(xdx + "y *dy) + (3y'x "dx + 4ydy)=0 , 


y en cada paréntesis se reconoce (casi a simple vista) un factor inte- 
grante u =x, » = y™°, que los transforma respectivamente en las diferen- 
ciales totales de 

ln(xy) , In(*y. 


Toda expresión de la forma x“ọ(xy) y a la vez de la forma 
y™y (x°y*) será por d factor integrante de ambos paréntesis, y por tanto 
de la expresión dada. Poniendo 


ray)” = y” (æy*)' 
se determinan r= 17, s= 5, llegándose así al factor integrante xy", 
que da fácilmente la integral general de la ecuación dada: 


(2y"/17) + (x"y”/5) = C. 


EJERCICIOS 


1. Integrar: 
a) y V1—aide — æ dy = 0; 
b) ydx — V1—y*dy = 0; 
c) du/dv —= (1 + 4%) / (1 + vu). 
2, Integrar: 
19) (a? + y?) de — 2x Vax— ady = 0; 
29) (1+y)de — (y + VI+ y (1 +?) dy =0. 


3. Curvas para las cuales la subnormal es: a) Constante; b) Igual 
a la abscisa. 


4, Resolver: 
a) 2x*dy = (x?+ y?) de; 
b) xdy — ydx = Va + yde; 
e) 2xy + YY = y'r. 
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5. Resolver: 
19) (2 + 3xy") de + (y + 32"y) dy = 0; 
20) x«dx + ydy = 2my dx, 
en los casos |m|>1, [m|=1, |[m|<1. 
6. Resolver las ecuaciones reducibles a homogéneas: 
a) y = (6 —y —5)/ (4x —y — 8); 
b) (2y + x + 1)dx — (2x + 4y + 3)dy = 0. 
7. Integrar: y'= cos(x + y). 
8. Integrar las ecuaciones lineales: 
19) y’ — 2y(x +1)” = e (x + 1)’; 
29) (1+ 2)y + y = arctgzg; 
39) y + ey(1—x*)” = a en los casos lx] < 1, Jul > 1. 
9. Construir una ecuación lineal que tenga por curvas integrales 
YY) Yy=zvW. 


10. Probar que la ecuación diferencial de un haz y = f(x) + C g(x) 
que depende linealmente de la constante, es lineal. 


11. En una ecuación lineal: a) Dos rectas x = xı, x= &: cortan a 
las curvas integrales en pares de puntos que determinan rectas concu- 


rrentes; b) Las tangentes en puntos de igual abscisa concurren en un 
punto, 


12, Resolver: a) L.dl/dt + RI=E siendo 1=0 para t=0 (cierre 
de circuito con fuerza electromotriz constante); b) L.dl/dt+ RI=0 


con I=E/R para t—=0 (abertura de circuito con fuerza electromotriz 
constante). 


13. Resolver las ecuaciones de BERNOULLI: 
a) 2xyy"” + (14 x%)y4* = e*; 
b) yx — ya = y; 
c) (1—x%y — xy = axy’; 
d) y + yQ — 2) = Vy. 
14. Probar que la ecuación 
Í(y/x)dx + gly/x)dy + kx*(x dy —y dx) = 0 
(a real cualquiera) se reduce a una de BERNOULLI poniendo y/x =z. 
15. Resolver la ecuación de RICCATI: y'— xy? + 2x*y —uai—1=0. 


16. La solución general de una ecuación de RICCATI es función ho- 
mográfica (cociente de funciones lineales) de la constante de integra- 
ción: y=[1(x)+ Cg(x)]/[h(x)+ Ck(x)]. 

17. Verificar que son diferenciales exactas y resolver: 

a) (2 —y)dxw + (3y? —x)dy = 0; 
b) (e + 1)cosx dx + e* sen xdy = 0; 
n dæ x du 


= + | 1 — ==>) -, 
Vaig væ y y 








= 0; 











I8. Resolver verificando que admiten factores intsgrantes de una 
sola variable: 
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des o Lose EN 
a) (y—tgycos x)dx + ( sen æ Cos x — g% ETE ) dy = 0; 
b) (2xy+1)ydx + (y — x)dy = 0. 


19. Resolver mediante un factor integrante la ecuación lineal [101-11] 
o sea dy + [P (x)y— Q(x)]dx=0 (ver $ 101-7, ej. 6). 
20. Resolver: 
19) (1 — åxy — 2y°)dx + (y? — 4xy — 2x*)dy = 0; 
29) (2x?— xy + y?) de — (a? — xy + 2y°)dy = 0, con el 
factor integrante x — y. 


21. Usando la relación de EULER para funciones homogéneas ($ 67-38) 
probar que: a) Si [101-21] es una ecuación homogénea, admite el factor 
integrante p = 1/ (xP + yQ) siempre que este denominador no se anule 
idénticamente; b) Recíprocamente, si p es factor integrante, [101-21] 
es homogénea, 


22. Aplicando el ejercicio anterior, resolver: 
(x° + y? — xy)dx + 2 dy = 0. 


23. Condición sobre P y Q para que [101-21] admita un factor in- 
tegrante función de: a) y/x; b) a*+y?; c) ax + by. 


24. Resolver (2y + 5x*y*) de + (4x*y? — 3x) dy = 0 mediante factores 
integrantes de 2y dx — 3x dy y de x*%y*(5y dx + 4x dy). 


25. Curvas cuyas normales son bisecadas por la parábola y'= af. 


26. Curvas tales que es constante (=a) la proyección sobre el radio 
vector, de la normal terminada en el eje æ. 


$ 102. ECUACIONES NO RESUELTAS EN y’ 


1. Definición de la integral general. — Para resolver la 
ecuación de primer orden implícita o no resuelta en y’: 
[102-1] (7x, Y, y’) ES 0 ` 


cabe pensar en llevarla a la forma explícita despejando y’. En 
un entorno de un punto dado (%o, Yo) tendremos en general 
varias determinaciones 


[102-2] y En f, (x, y) , y’ = f(x, y) , . ateg 


a cada una de las cuales corresponderá una solución general 
de la forma 


[102-3] 91 (x, Y, C) = 0 , (x, Y, C) z 0 , 

Las curvas de estos haces forman un nuevo haz que llama- 
remos integral general o solución general de [102-1]. Por cada 
punto pasa ahora en general un número finito o infinito de 


curvas integrales. Si el número de haces [102-3] es finito, la 
solución general de [102-1] es: 


[102-4] d (£ Y C) bal, n C)... 50. 
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EJEMPLOS: 1l. y =1+yY . = dy/ VI -i F= dx. Las ecuaciones 
[102-3] son las dos siguientes: 
[102-5] (y = V1+ y) /e* = © 


se llega a 1+y*=(Ce” —y)?, habiendo desaparecido el doble signo al 
elevar al cuadrado, pero esto equivale a formar la única ecuación [102-4]. 


2. y —yy (zx + y+yx=0. Esta ecuación de segundo grado en 
y' tiene las raíces 


Y=%WY ,) Y=Y , 
y entonces la solución general de la ecuación diferencial es: 
1 
ae lx? == —=———)i- 0. 
(y—Cete) (y — 7) =0 


Véase nota I, 2, ejemplo 5. 


2. Ecuaciones integrables por separación de variables. — 
a) Si en la ecuación falta una variable: 
[102-6] plx,y) =0 ó yy, y’) 


y se puede despejar y’, se separan las variables. En ocasiones 
es más sencillo despejar x ó y. Se tiene entonces, poniendo 
y” =p, la solución general expresada en uno y otro tipo en 
forma paramétrica: 


E = f(p) y = glp) 


y — cC = f pas = f p? (p)dp LC -fZ -frw 


En cada caso, eliminando p se tiene la solución en la forma 
acostumbrada. 


EJEMPLOS: 1. æ V1 + y”—y' =0, se puede resolver en y”: 
dy/dx = x/ Vi —æ . y = C—yl—e 


o bien: x’ + (y —C)’*= 1; circunferencias de radio 1 con centros en el 
cje y. Para las soluciones singulares véase nota I, 2, ejemplo 6. 


2. x=y”-4+-1. La solución general en forma paramétrica es: 
e=p +1 , y= Spdx = 3fpPdp= ip 4+4C , 
y eliminando p: (x—1)*— [4 (y —C) /3) 7". 


b) Si la ecuación es homogénea en v, y (§ 101-2), pero no 
de primer grado en y”, puede expresarse en la forma 


dy 
102- E 
| 102-7] Vies * de 

Si puede resolverse respecto de y” estaremos en el caso ya 
estudiado en § 101-2. Si puede resolverse respecto de y/x, po- 
niendo y’ = p, de [102-7] obtendremos 


| 102-8] Y x fp) 
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y derivando respecto de x queda 
dp 
=f ft (o)—— , 
p (p) + xf (p) ES 
donde las variables pueden separarse. Así se obtiene 
lag = C + 0 T (pidp 


p—f(p) 


que junto con [102-8] representa la integral general en forma 
paramétrica, y de la que podría pasarse a la forma acostum- 
brada por eliminación de p. 


A veces es más fácil en [102-7] expresar y/x y dy/dx 
mediante una variable auxiliar u. En lugar de [102-7] ten- 
dremos 


dy 


y — PS (—i 
[102-9] TR f(u) , -iz g (u). 
De la primera de éstas deducimos 
W L pu) + atie 


que restada de la segunda da 
: du 
g(u) — f(u) = xf (u) iz 


de variables separables, cuya integral 


f' (u) du 
1 = A A ed 
R c+ f g(u)— f(u) 
junto con la primera de [102-9] da la integral general de 
[102-7] en forma paramétrica. ` 


Este último método puede aplicarse también a las ecuacio- 
nes [102-6]. (Ver ejercicio 4). 


EJEMPLO 3. Integrar (y/x)° + (dy/dx)? = a°. Se pone y/x= 
=acos u, y'=asen’u, dando 


3 cos’ u sen u du 3tdt 
mes a sen? u — cos’ u RE on 1) (++ 1) 


con t=tgu. La integral general es 


lng = Infi (t — 1) (P +1) + y3 (5 are tg ES — > arctgt + C; 
Iny = In[a*(— 1)*(* 4 1)" + Y 3 arc yi ? aretgt q C. 
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3. Ecuaciones resueltas en y, integrables por derivación. — 
a) Consideremos la ecuación 


[102-10] y = f(x, y') 
o bien poniendo y’ = p: 
[102-11] y = f(x, p). 
Derivando se obtiene una ecuación de primer orden en p 
p = f; + fP 


donde puede despejarse la derivada p’. Resolviéndola se ob- 
tiene una expresión 


[102-12] p = g(x,C) 
que reemplazada en [102-11] da la solución general de 
[102-10]. 


Los tipos que siguen (b y c) ilustran sobre la aplicación de 
este método. Análogamente se integran las ecuaciones resuel- 
tas en g. 


Noras: 1. El método seguido equivale a considerar [102-11] como 
solución de [102-10], pero a condición de reemplazar p por una función 
de x tal que derivando [102-11] respecto a x resulta justamente p. Esta 
función es [102-12]. 


2. Los tipos de ecuaciones estudiados en § 102-2, b, son caso parti- 
cular de éstas. 

b) Cuando el segundo miembro de [102-10] es lineal en x 
se tiene la ecuación de LAGRANGE: 
[102-13] y = za (y) + p(y’). 

Poniendo y” =p y derivando resulta la ecuación 


[102-14] p = alp) + [ea (p)+ 8p) ] SE 


que considerada en x como función de p es lineal: 
| 102-15] da a” (p) __P (o) 


dp — p—a(p)"  p—alp)' 
Como la sabemos integrar, se completa el método indicado 
en a). 


INJEMPLO 1. Sea y=x.y”"+y”*. La ecuación lineal que determina 
A OS 


dor 
(M—P) 7 + 2p.x + 3P =0 , 
p 
O NER: 


(p--1) n J- 2 -+ 383p =0 , 
dp 
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cuya solución general es: 
go, i a 
e=[(c+ PP — y) : (p—1)" , 


y las ecuaciones paramétricas de cada integral son: . 





z = ¿(0439 (PY, 
y =P + (c43p"—2p*)p" : 2(p—1)”?. 
Nora 3. Las raíces Pp, Pz ..., de p—o(p)=0 crean dificultades 
en [102-15], pero p = Pı, P = Ps, ..., satisfacen [102-14], donde anulan 


también dp/dx. Reemplazando estos valores de p en lugar de y” en 
[102-13] se obtienen las soluciones singulares (nota 1) que representan 
rectas. La solución singular obtenida como envolvente del haz ($ 100-4, 
nota 4) se estudiará en la nota 1-4, c, ejemplo 8. 


c) Ecuaciones de CLAIRAUT. — La ecuación de todas las 
rectas del plano (excepto las paralelas al eje y) es: 


Yy=Cr +0 05 


pero si los coeficientes no son los dos arbitrarios, sino que es- 
tán ligados por una relación a =f$(c), tenemos una familia 
simplemente infinita: y = cx +$8(c), pues contiene una sola 
constante. 

La ecuación diferencial de este haz se obtiene así: deri- 
vando resulta y’ = c, y eliminando ec resulta 


[102-16] y =y. x+ B). 


Las ecuaciones diferenciales de este tipo se llaman: ecua- 
ciones de CLAIRAUT. Se obtienen de [102-13] para a(y'”)= y” 
en cuyo caso no puede aplicarse [102-15]. 

Recíprocamente: toda ecuación de este tipo tiene por solu- 
ción general las rectas y = cx + ßB(c) puesto que éstas la sa- 
tisfacen, como acabamos de ver. 

También es solución de [102-16] la envolvente de este haz 
de rectas (§ 100-4, b). Esta integral singular (nota I) resulta 
de eliminar C entre la ecuación del haz y su derivada respecto 
aC (8 74-1,0). Ver también $ 100-4, notas 4 y 5, ejemplo 4, 
y $ 100, ejercicio 8. 


NoTAS: 4. También puede aplicarse a la ecuación de CLAIRAUT 
[102-16] el método de derivación. Haciendo y'=p en [102-16]: 


[102-17] y = px + (p) , 
y derivando resulta 


p = p +~ z [e +B (p)] , 


y entonces es, o bien dp/dx=0, o bien x + B’ (p)=0 

En el primer caso resulta p=C y reemplazando. en [102-17] resulta 
el haz de rectas solución general. 

En el segundo caso, la eliminación de p entre x+fP(p)=0 y 
[102-17] conduce a la envolvente, pues las ecuaciones son las mismas que 
para hallar ésta. 
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5. Recíprocamente, la ecuación diferencial del haz de tangentes a 
una curva es una ecuación de GLAIRAUT, que tiene por solución singular 
la curva dada. 

En efecto, si y= px + h es tangente a la curva n = f (¢), debe cum- 
plirse f (4) = p+ h, p= f (£), y eliminando ¢ entre estas dos ecuacio- 
nes se obtiene una condición h = ßB (p), por la que la ecuación del haz 
de tangentes a la curva dada tendrá la forma [102-17]. 


EJEMPLO 2. Ecuación diferencial de las rectas que son cortadas por 
los ejes x, y en segmentos de lor.gitud constante k: 
y= cx +h ; k p (Ple) i h = + cekiyipe. 
La ecuación diferencial es por tanto: 
y=yx + kyi Vy” ++i. 
Como envolvente del haz resulta: 
| e =— k0 +P ; y= kP pe 


y eliminando p se obtiene x*/ 4 y?/ — k*/*, ecuación de la astroide ($ 23-9, 
nota). La misma solución se obtiene si se buscan las curvas cuyo seg- 
mento de tangente entre los ejes es constante. 


NoTA 6. Es fácil construir los campos de direcciones de las ecuacio- 
nes de LAGRANGE o de CLAIRAUT. Flaciendo y' = m se obtienen las isocli- 
nas correspondientes a la dirección de pendiente m: 


=u(m)e + Blm) , y = me + Bim). 


En ambos casos son rectas, pero mientras en la ecuación de CLAI- 
RAUT tienen la dirección del campo (y en consecuencia son a la vez líneas 
integrales, en concordancia con la solución hallada, cfr. $ 100-2, ej. 3), 
no ocurre lo mismo en la ecuación de LAGRANGE sino para los valores de 
m tales que a(m)= m, para los cuales la isoclina es a la vez integral 
(cfr, nota 3). 


EJERCICIOS 


1. Solución general de xy”? — 6ryy' + 8y? =0. 


2. Curvas para las cuales la subtangente es media proporcional en- 
tre las dos coordenadas. 


3. Probar que las curvas para las cuales el área bajo un arco es 
proporcional a la longitud del mismo, son las catenarias iguales 
x—C 
= ach ——_— 
Y a , 


y In recta y= a, envolvente de aquéllas. 


, 


4. Integrar q(x,y')=0 cuando se saben expresar xv é y” mediante 


unn variable auxiliar u (cfr, $ 102-2, b). 
bD. Resolver las ecuaciones de LAGRANGE: 
a) y=*(14+Y) +04; 
b) y = 2xy + Vli+y”. 
6, Resolver las ecuaciones de CLAIRAUT: 
a) y = xy + Vi+y% 
b) y = ay + (y y’; 
c) y = xy + Vi—y”. 
Yoa) Integrar e 24° + 5; b) Generalizar para f(y')=0. 
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$ 103. APLICACIONES GEOMÉTRICAS 


1. Trayectorias ortogonales. Evolventes. — a) Volvamos a 
las ecuaciones consideradas en los ejemplos 2 y 3 de $ 100-1 
y sus soluciones generales: 


Ec. difer. (Ec. dif. del haz) | Soluc. general (Ecuac. del haz) 


[103-1] Y - 2 [103-2] y=me (fig. 345) 
[103-3] A gen En [103-4] æ? -+ y? =C (fig. 346) 


Como ya observamos en $ 100-2, ejemplo 1, los haces 
[103-2] y [103-4] tienen la propiedad de que cada curva de 
uno corta perpendicularmente a todas las curvas del otro. En 
casos como éste diremos que cada uno de los haces es el haz 
de las trayectorias ortogonales del otro. 


En muchas aplicaciones interesan las trayectorias ortogonales de un 
haz. Si uno de los haces es por ejemplo el de las líneas de fuerza de un 
campo, el otro será el de las líneas equipotenciales ($ 103-3, a). 


La ortogonalidad de los haces |103-2] y [103-4] se advier- 
te en sus ecuaciones diferenciales [103-1] y [103-3] que nos 
indican que en un mismo punto P(x,y) las tangentes respec- 
tivas tienen pendientes recíprocas y de signo contrario. 

En general, si la ecuación diferencial de un haz de curvas 
(abtenida derivando y eliminando luego el parámetro, $ 100-4) 
es: 

dy : Š 
[103-5] eo f(x,y) , obien ql(x,yy)=0 , 


la del haz de trayectorias ortogonales será: 


fa e 
¡O respectivamente ọ | £, Y, — y | = 0. 
L yY 


Observemos que para pasar de la ecuación [103-2] de un 
haz, a la ecuación [103-4] del haz ortogonal debemos seguir 
el camino [103-2] — [103-1] — [103-3] — [103-4] a través de 
las ecuaciones diferenciales de los haces. 


EJEMPLOS: 1. Tallar las trayectorias ortogonales del hiz de las rec- 
tas que pasan por P(3,1). Tendremos sucesivamente: 
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a) Ecuación del haz: y — 1 = C (x — 8) ; 
B) Ecuación diferencial del haz; derivando: y' =C y eliminando el 
parámetro: y—1=y'(x—-3); 
y) Ecuación diferencial del haz ortogonal: 
e TO 
de ~ y—1” 
ô) Haz ortogonal: (x — 3)? + (y — 1)? = C, circunferencias de cen- 
tro P(3,1). 


2. Cónicas homofocales. Recordemos de la Geometría analítica que 
al variar el parámetro à las cónicas 


q? y” 

[103-7] TZR + pLa 1 
tienen todas los mismos focos (lo que es inmediato verificar) y que for- 
man una red de elipses e hipérbolas mutuamente ortogonales, tal que 
por cada punto del plano pasan dos cónicas y entonces los valores co- 
rrespondientes de 1 pueden tomarse, con oportunas convenciones, como 
coordenadas del punto. Se obtiene así un sistema de coordenadas de gran 
importancia en muchas aplicaciones, 

Para demostrar la propiedad de ortogonalidad de este haz formemos 
su ecuación diferencial; derivando resulta 


2x 2a E & č _— —Uuy _&+yy 
ai a T a=k ~ E 
De aquí, indicando con f el último miembro, donde no figura 2: 
a (a—i)=xw.f8 ; y" (b —?) = (— y/y’).f , 
y reemplazando en [103-7] se obtiene la ecuación diferencial del haz: 
u 


[103-8] E ze =—) daa E 
Y 


Si en ella sustituímos y” por —1/y" para obtener la ecuación dife- 
rencial del haz ortogonal. resulta la misma ecuación [103-8], y entonces 
cl haz ortogonal es el mismo [108-7]. 


bD) Vimos en $ 74-2, que la evoluta T de una curva plana 
C puede también definirse como envolvente de las normales de 
aquélla (cfr. $ 55-8). En consecuencia la curva C corta orto- 
sronalmente a las tangentes de su evoluta, es decir: Las evol- 
ventes de una curva T son las trayectorias ortogonales de sus 
lungentes. De la ecuación de CLAIRAUT del haz de tangentes 
(š 102-3, nota 5) se obtiene ($ 103-1, a) la ecuación diferen- 
cinl de las evolventes que es del tipo de LAGRANGE ($ 102-3, b). 


KIEMPLO 3, Evolventes de la circunferencia unidad. La recta de 
inclinnción a en el haz de tangentes, por ser normal a la de inclinación 
I 
u ut, eS 


ecos(a—dia) + ysenla— in) = 1, osea —esena + ycosa —= 1; 


de uquí podría hallarse la ecuación diferencial del haz por derivación y 
eliminnción de a (o bien teniendo en cuenta que debe ser una ecuación 
de CLAIRAUT, ver § 102-3, nota 5), pero es más sencillo poner sena y 
cona on mmnción de tg a = y", llegándose así a la ecuación: 


(y — xry) = 1 +y’, 
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que mediante reemplazo de y' por —1/y”, da 
(yy +x)? = 1 +y” <. (ydy + gdr)? = d , 


indicando con ds la diferencial de arco V1+y*dx. Como el primer 
miembro es [2d (x? 4 y?) ]?, conviene pasar a coordenadas polares, siendo 
en ellas ds? = do? + o%do* ($ 55-4); entonces: 


[2d (07)? = de? + odo” ~. (0 —1)do” = odo” 
donde las variables se separan y resulta: 
o = Ver —1 — arecos(1/0) + C 
(cfr. ejercicio 5 y $ 55, ejercicio 15). 


, 


2. Trayectorias oblicuas. — Una trayectoria de un haz es 
una curva que corta a las del haz según una ley dada. Un caso 
importante es el de las curvas que forman un ángulo cons- 
tante 9 con las del haz; para 0 = 1/2 se tienen las trayecto- 
rias ortogonales ya estudiadas; para 0 %1/2 las trayectorias 
se llaman oblicuas. 

Poniendo mo = tg 0, entre la pendiente m de una curva del 
haz en un punto P y la pendiente m, de la trayectoria oblicua 
en P existe la relación 

= m — Mo 
“A 1 + mmMo ? 
de modo que si la ecuación diferencial de la familia está dada 
en una de las formas [103-5], la de las trayectorias oblicuas 
de ángulo 0 = arc tg mo será: 


ar f(z, Y) — Mo 
DADO — 1+1f(%,y)mo 
o bien: 
YyY—MoY 
97% Tm) 70 


` 
EJEMPLO. El haz de circunferencias concéntricas w°- y?*=C* tiene 
por ecuación diferencial x + yy” =0. Las trayectorias oblicuas con án- 
gulo arctg mo forman un haz cuya ecuación diferencial es: 


Y’ — Mo = 
v + y leam , 
o bien 
[103-10] (mx +y)y' + x — my = 0. 


Ésta es una ecuación homogénea. Resolviéndola se llega a 
E Y 
In Væ + y + m are tg— = C. 


En coordenadas polares (0,w), la ecuación de las trayectorias es 
Q = Ce "uv 


os decir, las curvas son espirales logarítmicas. Pudimos obtenerlas direc- 
tamente integrando [1083-10] por puso a coordenadas polures ($ 101-2, 
notn 3). 


$ 103 -3 APLICACIONES GEOMÉTRICAS 175 


3. Líneas de fuerza de un campo vectorial plano. — a) Dado un cam- 
po vectorial ($ 91-2, a) de componentes X(x,y), Y (x,y) las líneas de 
fuerza ($ 91-2, db) están caracterizadas por la condición de que en cada 
punto el vector le es tangente, es decir, tiene por coeficiente angular: 
Y (x,4)/X (x,y), luego la ecuación diferencial de las líneas de fuerza del 
campo vectorial es: 


dy _ Yíx.w) 
de — X(wy) 
o abreviadamente: 
[1083-11] Y de — Xdy = 0 
El caso más importante se presenta cuando el campo es irrotacional 
($ 91-5), es decir, se verifica: 
[1083-12] X, = Y, 


pues entonces existe una función potencial U del campo, tal que las com- 
ponentes son las derivadas parciales: 


[103-13] X n U: , Y = U, 
y la ecuación de las líneas equipotenciales es U = constante, 


Por otra parte, la condición necesaria y suficiente para que la expre- 
sión [103-11] sea diferencial exacta es 


[103-14] —Y, = X: 
equivalente a decir que la divergencia del campo (§ 91-3) es nula, o que 


el campo es solenoidal. 
Entonces existe un potencial V tal que: 


[103-15] —Y= V , X=Y. 
y la ecuación de las líneas de fuerza es: V = constante, y sustituyendo 
en [103-14] los valores [103-13] resulta: 
Us + Un =0 ó AU = 
Análogamente, sustituyendo en [103-12] los valores [103-15] resulta: 
Vas + Voy=0, osea: AV = 0 


us decir: los dos potenciales (que se llaman conjugados) satisfacen a la 
eeuación de LAPLACE. 

De [103-13] y [103-15] resulta: las curvas equipotenciales U = const. 
u lug líneas de fuerza V = const. son ortogonales. 


UJEMPLO: Sea el campo vectorial X= x"—y? Y=-— 2xy, que 
enmplo la condición de las derivadas cruzadas; luego existe un potencial 
lU, tnl que: 


U, =  — y’ , U, = —2xy .. U= (1/3) — yx + c 
'Munlrión existe un potencial conjugado V, tal que: 
V. | 2xy , V= — y l V = + sy — (1/3) +4 C 


Dikújense las curvas equipotenciales U = const. y las líneas de fuer- 
4n V canst. 


b) Lincus de nivel y de máxima pendiente de una superficie. — 
Fn una superficie UG, y), las curvas U(x, y)=a, z=4 (a cons- 
Innte), intersecciones con planos paralelos al (x,y), se llaman líneas de 
nivel, Las curvas de la superficie cuya tangente en cada punto forma 
el mnyor ángulo posible con el plano (x,y), se llaman lineas de máxima 
pendiente de la superficie, 

til estudio de estos sistemas de curvas se reduce al a) considerando 
ol eumpo vectorinl grad. U, de componentes Us, U,, U, (§ 66-6). 
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EJERCICIOS 


1. Trayectorías ortogonales de los haces: 
a) æ? — y?’ = C7; 
b) y = Cx’. 
2. Hallar y representar las trayectorias ortogonales de las elipses: 
a) æ + (8/4) = C; 
b) x* + (y*/C*) = 1. 


3. Hallar y representar las trayectorias ortogonales del haz de cir- 
cunferencias de radio 1 y centros sobre el eje y. 


4. Probar que son ortogonales los haces: 
a —y +Incos2xy =C , x? — y + Insen2xy = C. 


5. En el ejemplo 3 de $ 103-1 obtener la evolvente que pasa por el 
punto 0=1, w=0ry verificar que es la misma curva hallada en el 
ejercicio 15 de $ 55. 


6. Hallar las evolventes de la astroide x?” + y?” = kK como trayec- 
torias ortogonales de sus tangentes y verificar el resultado mediante el 
ejercicio 14 de $ 56. 


7. Trayectorias oblicuas (de ángulo 0 = arctg mo) de las rectas 
y = Cx. 


8. Probar que dado un haz cualquiera de circunferencias, sus trayec- 
torias ortogonales u oblicuas son (con cambio de variables) soluciones de 
una ecuación de RICCATI. 


9. Sabiendo que las líneas equipotenciales de un campo vectorial pla- 
no irrotacional y solenoidal son los óvalos de CASSINI (a* + y + a)? — 
— 40%" Ct, hallar las líneas de fuerza. 


S 104, RESOLUCIÓN APROXIMADA. EXISTENCIA Y UNICIDAD 
DE LA SOLUCIÓN 


` 


1. Método de desarrollo en serie. — No existe método ge- 
neral para resolver una ecuación diferencial 


[104-1] y = f(x, y) 


exactamente, mediante cuadraturas. Entre los métodos de re- 
solución aproximada, los que expresan la solución en forma de 
serie dan en ocasiones la solución exacta, si la serie se corta, 
o se ve que es la de una función conocida. El desarrollo en 
serie resulta útil si es rápidamente convergente. 


a) Coeficientes indeterminados. — Si la solución de [104-1] 
puede expresarse en serie de potencias 


[104-2] y = ao J- a (£ — £o) -+ a(z — xo)? + ... 
al derivar y sustituir en [104-1] se obtienen por igualación de 
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coeficientes de ambos miembros, condiciones para determinar 
los coeficientes ai, do, ... de [104-2] a partir de a, que puede 
fijarse arbitrariamente, y así resulta la solución general, con 
una constante arbitraria. Para ello hay que suponer f(x,y) 
desarrollada en serie de potencias de x y de y. 


Noras: 1. Queda pendiente el estudio de las condiciones sobre f(x, y) 
para que haya una solución de la forma [104-2], con el parejo examen 
de la convergencia de la serie obtenida una vez calculados los coeficientes, 
porque como dijimos en $ 44-4, sólo en esta hipótesis son legítimas las 
operaciones a que se ha sometido dicha serie para determinar los coefi- 
cientes. 


2. El método implica la sustitución de una serie en otra, y se sim- 
plifica cuando f(x, y) es racional, como puede verse comparando los dos 
ejemplos que siguen. 


EJEMPLOS: 1. Desarrollar alrededor de x=0 la solución de y = 
=y/ (1 + x). El reemplazo de [104-2] con xo=0 conduce a igualar 
coeficientes en ` 

(a, + 202% + Bax? + ...) (1+2) = ao + ax + a p., 


y resulta m = üo, an = 0 para n>2. La solución exacta y = ao(1 + x), 
se obtiene más fácilmente por separación de variables. 


2. En y'=cosxy + sen y desarrollar hasta el término en xë la so- 
lución particular que se anula para x = Q. 

Reemplazando [104-2] con zxo=0 y av= 0 resulta (escribiendo los 
términos necesarios) : 


m + 200% + Bara? + dae? + 5aswt -+ ... = 
an sp 


l— a + (ax + a. + as + ao...) — 


ll 


r (uw p aw an) H 


OJ., ua 


e 


Igualando coeficientes resultan las ecuaciones 


t = 1 , 2042 = , 3as = — 3 + Qs , 44, = 4 — (a”,/6) , 
5ads = (1/24) + 4 — AN , 
de donde se obtienen sucesivamente ds, 2, ..., y resulta: 


y = x + da? — (2/24) — (2/20) + ... 


b) Uso de la serie de TAYLOR. — El desarrollo [104-2] de 
In solución por P (Zo, Yo) puede obtenerse cuando existe (nota 
1), escribiéndolo en la forma de serie de TAYLOR 





y” e 
[104-3] y = Yo + Yol[e—%o) + Sr (x — zo)? + 
y” 
+ ST (£ — t)? +... 
y enleulando los coeficientes a partir de la ecuación diferen- 


cial | 104-1] 


y =f ; y” = f, +- Ly y’ = fo + fy.f 
w” A A E fime E yeda Ea f 
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Resulta así, poniendo x — £o = h: 

[104-4] y = Yo + hf + ktif: + fy. f] + 
h3 
+ 3T lfe + faf t fnt t flf Hf fa] Hoe, 

donde las funciones se toman en (Zo, Yo). 

EJEMPLO 3. Ecuación: y =y*++xwx, con las condiciones iniciales: 
x=0, y=0. 
A 2yy' +1 
2yy” + 2y” 
2yy” + 6y'y” 
2yy'* 4- 8y'y” + 6y'”? 


non 


üe Qunue: 
yo =0 , Ya. = 1 , Y” =0 , yo =0 , Yo = 6 , 
y= 2 + (1/20) + ... 


una solución bastante aproximada es, pues, 2”. En un intervalo de 0,1 
el error cometido tomando este arco de parábola es menor que 0,000 001. 


2. Métodos de Adams y de Nystróm. — En general el des- 
arrollo en serie sólo da la solución en las inmediaciones de un 
punto xo. Existen muchos métodos prácticos de cálculo numé- 
rico para prolongar una solución que corresponda a un redu- 
cido número de términos en [104-4]. El método de EULER 
($ 100-3) consiste en tomar sólo dos términos, aproximando 
la curva integral por un pequeño segmento de la recta y = 
= Yo +(x — zo) f (£o, Yo), y reiterar el procedimiento. Como he- 
mos dicho, su precisión es muy grosera (cfr. $ 100-3, ej.) 


a) En el método de J. C. ADAMS se elige h suficientemente 
pequeño para que haciendo en [104-3] x— xo = h, 2h, 3h, 4h, 
se puedan calcular los cuatro primeros valores de y en los pun- 
tos £x; = xa + fh, (j = 1,2,3,4) con tanta aproximación como 
se quiera. Con ello pueden calcularse los valores q;= q(x;)= 
= hf (x; yY:), y formar la tabla de diferencias ($ 47-1): 


do 
Afo a 
Mi â~ qo E 
[104-5] de O AN 
| AQ aa AA 
f3 Ads Ah 
| de ` 
Para hallar valores y; de y en gz; =z + ĵk, con j= 
=5,6, ..., el método consiste en calcular q (1) =hf (x, y) para 


valores x; con ¡> 4 por la utilización de la ecuación diferen- 
cial, y la extrapolación en la tabla anterior mediante una for- 
ma “retrógrada”? de la fórmula de NEWTON - GREGORY (5 47-5) 
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simbólicamente expresada (con los operadores E y A de $ 
47-2) : 


Er = la) = (1H) - 14 ra. E + 
J ro A2. E2 +... 


Aplicando ésta, se tiene: 


r(r+1) 
2! 


que en 0 < r < 1 sirve para calcular y,., mediante 


Z, Hh C a 
[104-6] Yna — Yn = Í a dx = AS, qdx = 


alz; + rh) = q; + rAQia + A?Qie bo... 3 


dx 


1 
E ii q(u, +rh)dr. 
Resulta así en general 


1 5 
[104-7] Ynti — Yn = An + p +32 A*Qn-2 + 


+ Ara H ao o Adaa t > 


En particular ADAMS toma los cinco términos escritos y 
con n = 4 calcula y; partiendo de valores de la tabla [104-5], 
y luego q; = hf(x;, 45), lo que permite agregar a la tabla 
[104-5] una nueva línea paralela a q4 ..., Atqo. Entonces 
con [104-7] para n= 5 se halla y, y luego qs = hf (£o, Y6), lo 
que permite agregar otra línea a la tabla, etc. 


EJEMPLO 1. Dada la ecuación diferencial y' — x” + y”, tabular la so- 
lución desde x.=0; y =0 hasta x—=0,6 con h=—=0,1. 

El desarrollo en serie es y=(1/3)x* + (1/63) +..., que para 
zo= 0, xı = 0,1, x2 = 0,2, x: = 0,3, 7, — 0,4 da los valores de yo a yu, los 
que sustituídos en g = 0,1 (x 5 y) dan qo, qo ars qa» qu Aplicando 
[104-7] resulta ys y con el mismo proceso Ye, y así se obtiene: 


A A? A A 


D (xo =0 Yo = 0 qo = 0 

e 1000 

E| e= 01 y = 0,000333 qı = 0,001000 p} 2001 

Eo r= 02 y= 0,002667 qs = 0,004001 2006 $, 
] ra= 0,3 y= 0,009003 qs = 0,009008 igg 2031 25 de 
o 

Els = 04 m= 0,021359 qi= 0,016046 ipg 2091 60 


r. 05 y. = 0,041 786 q 
Ca 0,6 qu 2 0,072 431 


0,025 175 
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b) En lugar de [104-6] podría tomarse 
1 Ta + h L 1 
Yna — Yri = Sa qdr = J alat rhdr l 
dando 


Yni — Un-1 = 29. + 


T Fi 
le ` =r Amos | A aA e, 


t=1 


Para 7 = 5, resulta la fórmula dada por NYSTRÖM: 


1 
Yn+1 = Yn- + 20, + 23 A?Qn-2 + A%Qn-3 + A%Qn-s + A“Qn-5 ) == 


1 
— -— (4f n- 2A" n-5 , 
30 (A*Qn-4 + 24*9.-5) 
más cómoda que la de ADAMS en los cálculos. 


EJEMPLO 2. Aplicada la fórmula de NYSTRÓM al ejemplo anterior 
para n—5 resulta: 
ys = 0,021 359 + 2 . 0,025 175 + (1/3) . 0,002201 — (1/90) . 0,000 065 = 
= 0,072 442. 


3. Métodos de Runge y de Runge y Kutta. — El cálculo di- 
recto de un reducido número de términos de la serie [104-4], 
como se indicó para el comienzo en el método de ADAMS, ofre- 
ce en general inconvenientes por la creciente complicación de 
las derivadas sucesivas de f(x,y). Además, si f(x,y) se da 
por una tabla, resulta muy impreciso el cálculo de derivadas 
de orden superior. C. RUNGE dió fórmulas que consisten en 
formar combinaciones de valores de f (x,y) en puntos adecua- 
dos para obtener sin derivaciones, expresiones cuyos desarro- 
llos coincidan en sus primeros términos con [104-4]. Estas 
fórmulas fueron tan mejoradas por K. HEUN y W. KUTTA, que 
podemos representar con cuatro valores de f(x,y) todos los 
términos hasta el que contiene h* como factor. 


a) Primera fórmula de RUNGE. — La observación de que 
por ser g(x +h)—g(z)= hg (<)+ 4kg” (£) es [g(x + h)— 
—g(x)]/h un valor aproximado de g'(x) con error $hg” (é) 
del orden de h, pero que [g(x + h)—g(x— h)]/ (2h) da me- 
jor aproximación, pues el error es h?g”"(£)/3!, del orden de 
h?, conduce a pensar que el incremento 


kı = hf (xo, Yo) 
del método de KULER (fig. 348) podría mejorarse con sólo tomar 
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f en otro punto. Esto se logra con la primera fórmula de 
RUNGE: 


[104-8] k = h.f (zo+ 4h, yo+ 4f.h) 


cuyo significado geométrico es éste: la tangente en A, a la curva 
integral corta a la recta x = Zo + 4h en un punto A, (fig. 349) 
que tiene las coordenadas (xo + 3h, Yo + +f .h) al cual corres- 
ponde una tangente; la paralela por Ay determina en la recta 
x= zo h un punto que aproximadamente pertenece a la cur- 
va integral por Aj, con error O(h'). 





Fig. 348. Fig. 349, Fig. 350. 


pa efecto, desarrollando por la fórmula de TAYLOR, resulta: 
= hf + 4h? (f+ fy. f) + 40 (Lo: + 2Loy [+11 .B)+... 
dee llo que coincide con [104-4] en los términos h y Re, 
siendo el error de tercer orden. 


b) Segunda fórmula de RUNGE. — Calcúlense sucesiva- 
mente: 
kı = f (2o Yo).-h ; kz =f(zo+ h, Yotk).h ; 
= f(£o+ h, Yot kə).h , 


es decir: se calcula el incremento por la fórmula de EULER; en 
el punto obtenido se aplica nuevamente, y otra vez en el mis- 
mo punto corregido con el nuevo incremento k> en vez del ķi. 
El promedio 


k” = L(k, + k3) = $ (£ (xo, Yo) + f (zo + h, Yot ko)). h 


da un valor del mismo orden que el k', es decir, da exacta- 
mente los términos primero y segundo del desarrollo. En 
efecto: 


ki = h. f 
ks = h.f + kf: + f. f) + 4h? (Lo + 2£ay a £) +. 
ky = [f+ h.f: + hE d Aef d Bhk, fay + kf o -lh 
h. E EA f isty 
| hk'(f:. fy f.f) ] ; 
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y el promedio de k, y kz es: 


k” = h.f + 4h (fs + fy. f) + ih (fe + 2fa. f +f. f) + 
Fl (ff, + fyt. f) H 


que da un error de tercer orden; pero a nada conduciría ob- 
tener esta segunda fórmula del mismo orden que la más sen- 
cilla k', si no fuera porque combinadas ambas, resulta otra de 
orden superior, dada por la expresión: 


[104-9] k” = (2k + k”):3. 


En efecto, los términos comunes a k' y k”, subsisten en k””; 
y los términos de tercer grado producen éste: 


ha (La + 2f. + fe. f? + fa. fyt fa. f):6 


que coincide con el que aparece en el desarrollo [104-4]. Luego 
el error de k'” es de cuarto orden. 


EJEMPLO 1. Aunque para funciones algebraicas es más ventajoso el 
desarrollo en serie, he aquí un ejemplo para indicar la marcha del cálcu- 
lo. Sea integrar y'= x” + y? para y —y=0 siendo k = 0,2. (Cfr. $ 104-2, 
ejemplos 1 y 2). 

Puede adoptarse el siguiente esquema de cálculo: 





x y f(x,y) hf (x, y) Yo 
f (£o, Yo) kı Ka 
Lo ae 3h|Yo de “Her f(xo+ 3h, y +3k)| K 2 
Xo + h Yo + kı f (xo + h, Yo + Ka) kz 
Lo + h Y + Ka f (£o + h, Yo + ke) ks ka k” ke" 


2k" 3k'" Ya — y + k” 








o lo 0 0 0 
0,1 |0 0,01 0,002 0,004 ~ 
0,2 Jo 0,04 0,008 
0,2 |0,008 0,040 06 0,008 01|0,008 01l0,004 10,002 67 
0,008 01|0,008 10,002 67 = y: (0,2) 
0,2 (0,00267 0,040 01 0,008  |0,00 
0,3 10,006 67 0,090 04 0,018 01 0,036 02 
0,4 [0,010 67 0,160 11 10,032.02 
0,4 [0,034 69 0,161 21 0,032 24 |0,032 24 |0,020 12 | 0,018 71 
0,040 240,056 14 | 0,021 38 = y: (0,4) 
0,4 10,021 38 0,160 46 0,032 09 | 0,032 09 
0,5 [0,037 42 0,251 4 0,050 28 0,100 56 
0,6 10,053 47 0,362 87 0,072 57 
0,6 10,093 95 0,368 85 0,073 77 [0,073 77 | 0,052 93/0,051 16 


0, 105 86 o, 153 49 0, 072 54= = (0, 6) 





$ 104 -3 


RESOLUCIÓN APROX. EXISTENCIA Y UNICIDAD 


183 


Mediante el desarrollo en serie ($ 104-1) se obtiene 


y=-3 8 


1 


3 1 
das 


dando y(0,6)= 0,072 447 8, 





2079 


2 


ai + O(x”) 


O(x*) < 5,107 , 


c) Fórmula de RUNGE y KUTTA. — Desarrollando como an- 
tes en serie de TAYLOR se constata que un valor aproximado 
del incremento, con error e = O(k*), lo da el promedio ponde- 


rado: 
[104-10] K =(k,+2k'4+2kV+kK):6 , 
siendo 

kY = hf (xo + 4h, yo+ 4k’) 
[104-1] {v E ot K). 


FR. WILLERS (citado en Cap. XII, nota III, 1) da (con sus notacio- 
nes) el siguiente esquema de cálculo: 


x y f(x,y) hf (x, y) Yo 
G BET 
£o Yo Í (xo, Yo) Ka 2k' K 
£o + 5h Yo + Ba f (xo + 3h, Yo + žk) ke 2k Yı = Yo + K 
£o +- 3h Yo + dk' f (£o + 5h, Y + ¿k') kY K 
£o + h Yo + kY f (£o + h, Yo + k) kY 6K 
Xo+ h Yı f (xa + h, Y1) ka kı 


EJEMPLO 2. Apliquemos este procedimiento al mismo 


ejemplo ante- 


rior y’ = x° + y? para xo= yo = 0, siendo h = 0,2. Resulta: 








z Y f(x,y) hf (x, y) Yo 
o lo 0 0 0 
0,110 0,01 0,002 0,004 
0,1| 0,001 0,010 001 | 0,002 0,004 
0,2 | 0,002. 0,040 004| 0,008 001 | 0,008 001| 0,002 667 
0,016 001| 0,002 667 = y: (0,2) 
(0,2 | 0,002 667 | 0,040 007 | 0,008 001 | 0,008 001 
0,3 | 0,006 668 | 0,090 044 | 0,018 009| 0,036 018 
0,3) 0,011 671| 0,090 136 | 0,018 027| 0,036 054 
0,4 | 0,020 694 | 0,160 482 | 0,032 096 | 0,032096 | 0,018 695 
0,112 169| 0,021 862 = y: (0,4) 
0,4 | 0,021 362| 0,160 456| 0,032091 | 0,032 091 
0,5 | 0,037 408 | 0,251 4 0,050 28 | 0,100 56 
0,5 | 0,046 502 | 0,25216 | 0,050 432| 0,100 864 
0,6 | 0,071 794 | 0,365 16 | 0,073 032 | 0,0730832| 0,051 091 
0,306 547 | 0,072 453 — ya(0,6) 
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NoTA. Una idea de la aproximación lograda se obtiene repitiendo 
el cálculo con amplitud doble 2h. Como el error es del orden de h° y el 
número de pasos se ha reducido a la mitad, el nuevo error £’ será alre- 
dedor de 16 veces mayor. Hay que advertir que ésto no permite acotar 
£ y menos aún calcularlo dividiendo por 15 la diferencia £ — e. 


4. Teorema de existencia y unicidad. — a) Los tipos de 
ecuaciones diferenciales explícitas que hemos estudiado, nos 
hacen pensar que en condiciones muy generales sobre f(x, y) 
habrá infinitas curvas integrales de [100-1] expresables en la 
forma Y =(x,C), y que por cada punto (xo, Yo) pasa una y 
sólo una, que resulta determinando C por Yo = y(%o, C). El si- 
guiente teorema da condiciones suficientes sobre f(x, y) para 
que esto ocurra. 


TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD. Si la función f(x, y) 
cumple en un dominio D, cerrado, acotado y convexo *, las si- 
guientes condiciones : 


as) Es continua, y por lo tanto acotada, en D; 


a) Condición de LIPSCHITZ respecto de y: Existe un nú- 
mero K > 0 tal que para cada dos puntos de igual abscisa 
(2, y), (1, Y) en D es**: 


[104-12] f(x, y)— f(x, Y)| <S Kly—Y]| ; 


entonces. por cada punto (Zo, Yo) interior a D pasa una y sólo 
una curva integral y = y(x) de la ecuación diferencial [104-1]. 

La demostración resultará del lema b) con el que proba- 
remos en c) y d) la existencia y la unicidad como consecuen- 
cias de conclusiones “más fuertes”, sobre la marcha de las cur- 
vas integrales de todo un conjunto de ecuaciones diferenciales 
con segundo miembro poco diferente de f(x, y). 


b) LEMA DE APROXIMACIÓN. — Si f(x,y) cumple as y as 
y por un punto (Xo Yo) de D pasan dos curvas y=q(x), 
Y = y(x), tales que: 


Bı) pí(x) y y(x) son dos funciones continuas, con deriva- 
das acotadas y continuas salvo un número finito de puntos 
donde pueden no existir; 


B2) p(x) y y(x) satisfacen la ecuación diferencial [104-1] 
con errores ei(x) y s(x) tales que |e | + | es | <e; enton- 
ces es: 


[104-13] sE y (77a 1). 





* Fs decir, con cada par de puntos, D contiene el segmento que los une. 


ss Fx decir, es acotada en D la razón de incrementos respecto de y. Feta condición 


Bu cumple en puerticulnre si pxiste derivada parcial f nrotadn en D. 
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bı) Basta demostrar [104-13] para curvas poligonales, pues hecho 
esto, dado y > 0 existen (cfr. $ 26, ejercicio 6) quebradas q(x) y Q(x) 
tales que |q—y|, JQ—Y| | —yl, | —Y'| son <n y de la 
desigualdad [104-13] para las quebradas, resulta 


lu—Y 1 s A (0122911) + 2n 


y haciendo y >0 resulta [104-137. 


ba) Supongamos entonces que y = (x) é Y =wy(x) son quebradas; 
de Us y fa se obtiene 


[104-14] ly—Y'| € Kly—Y] + e. 


Poniendo u= |y— Y | resulta w’ = + (y' — Y”), salvo en un número 
finito de puntos donde no existe y’ ó Y’, ó cambia de signo y— Y. 
Salvo en estos puntos resulta de [104-14] u'< Ku-+ e, de donde: 


D(e*.u)= e (u' —Ku) < eeF 
Integrando de xo a x > xo y observando que u(xo)= 0, resulta 
eE u < (e/K) (eso — e X=) 
y de aquí [104-13]. 


Si es æ < x. basta integrar de æ% a %o, lo que permuta x con xo y 
subsiste [104-13]. 


c) TEOREMA FUERTE DE EXISTENCIA. — Si f(x,y) cumple 
a; Y dz, para cada e > 0 existe una quebrada y = p. (1) que 
pasa por (Zo Yo) y verifica la ecuación diferencial [104-1] 
salvo un error w(x) de módulo <£. Sie>0, q. (1) tiende 
uniformemente hacia una integral p(x) de [104-1], que pasa 
por (Zo, Yo). 


c1) Por as la oscilación de f(x,y) es < e en todo círculo de radio 
< ô= ô(e) contenido en D, y entonces toda quebrada de EULER ($ 100-3) 
de lados < 3 cumple las condiciones exigidas a qe (%). 


c) Si e >0, en virtud de [104-13] las funciones qe (x) tienden 
uniformemente hacia un límite ọ (x). 


cə) Integrando Doe (x)= f[x, pe (x)] + o0(x) resulta 
Pe (x) — Yo = Seco, Pe) + ojd , 


y para e >0 será por Ce y |o|<e: 


ole) = m + |" tie e(o)Jas , 
de donde: j 
p(z) = yo y g (x)= fiz, p(x)]. 


d) TEOREMA FUERTE DE UNICIDAD. — La integral p(x) del 
teorema anterior es la única en D que pasa por (xo, Yo). Toda 
Función y = p(x) que verifique [104-1] con error de módulo 
menor que e, difiere de p (a) cn menos de (e/K) (eK l2—=,1.— 1), 
p por consiguiente tan. paco como se quiera con tal de tomar e 
mpicientemente pequeño, 
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La segunda parte resulta de b con £, = 0. De ella resulta la unicidad. 


Noras: 1. Dependencia respecto de parámetros. Si f(x, y) contiene 
uno o más parámetros: f(x, Y, ıı, ...,/n), de los cuales es función conti- 
nua en el punto d=2%*+= ...—214=0, y además f(x,Yy,0,...,0) cum- 
ple œ y @z los teoremas anteriores implican que la curva integral de 
[104-1] por (xo, Yo) será función continua de esos parámetros en à; = Q. 
Esta propiedad de las soluciones se extiende fácilmente a un dominio de 
variación de los parámetros, Fué estudiada por POINCARÉ (Les nouvelles 
méthodes de la mécanique céleste, 1892) y es fundamental para las apli- 
caciones, pues en la práctica sólo se tienen valores aproximados de las 
constantes numéricas que figuran en la ecuación. 


2. Otras demostraciones del teorema de existencia y unicidad. La 
demostración dada en el texto siguiendo a VALLÉE POUSSIN, sigue las 
líneas del método de CAUCHY- LIPSCHITZ, que es un perfeccionamiento 
de un teorema de existencia dado por CAUCHY*, quien exigía la conti- 
nuidad de f,(x, y). 

Para el intervalo (wo, ww) la quebrada de EULER correspondiente a 
la partición xo < xı < ... < Xr- < X, conduce en x al valor: 


Yn = Yo + (La Yo) (x1— £o) + ... + £(Ln-1) Yn-1) (% — Ln-1). 


Esta suma presenta mucha analogía con la correspondiente a la de- 
finición de CAUCHY de la integral ($ 48-3), Una demostración debida a 
GOURSAT consiste en generalizarla de modo que muestre la mayor analo- 
gía posible con la definición más general ($ 49) de RIEMANN (GOURSAT, 
citado en Cap. Vi, nota VI, 5; t. 2, 7% ed., pág. 401; IncE, citado en 
Cap. XXVII, nota IV, 3; pág. 76). 

Una demostración totalmente distinta es la basada en el método de 
aproximaciones sucesivas de PICARD, que consiste en formar la sucesión 
de funciones; 


yi(x)= Yo + f E, yode , y(x) = yo + f7 tie y (2) Jda ; 
La Yo 


dy + | "tio gato) Jas 


Se demuestra que si f(x, y) cumple las condiciones dadas en a, esta 
sucesión converge uniformemente hacia una función y(x) que verifica: 


y()=w + | "tle,y(a)lde ,. 


y en consecuencia en un entorno suficientemente pequeño de xo es solu- 
ción de [104-1], y que es la única por (%o Yo). Por el teorema de unici- 
dad, la solución dada por este método coincidirá con la construída en c, 
pero el método de CAUCHY - LIPSCHITZ tiene sobre el de PICARD la ven- 
taja de que permite construir la solución en todo intervalo finito donde 
ésta es continua. (Ver GOURSAT, citado en Cap. VI, nota VI, 5; t. 2, 72% ed., 
pág. 407). 


3. Otros teoremas de existencia y unicidad. La condición de LipPs- 
CHITZ €s superflua para el teorema de existencia, Con la única hipótesis 
de la continuidad de f(x=,y) ha probado ARZELA que [104-1] admite al 


* Il método basado en la consideración de las quebradas de EULER, dado por CAUCHY 
en sus lecciones de la École Polytechnique entre 1820 y 1830, está resumido en una 
memoria litografiada en Praga en 1835, y publicado en forma más completa por au 
discípvlo F. N. M. Morno (Leçons de Calcul, 2, 1844, p. 385, 613), pero la esencia 
del método ne remonta a HULER (Inst. Cale. Int., 1, 1768, p. 408). De allí el nombre dado 
cn $ 100-3. 


$ 104 5 RESOLUCIÓN APROX. EXISTENCIA Y UNICIDAD 187 


menos una solución por (to, Yo). Una demostración de MONTEL (Thèse, 
1907), que utiliza las quebradas de EULER, puede verse en VALIRON (ci- 
tado en Cap. VI, nota VI, 5), Il, pág. 326. 

Por otra parte, debe imponerse la condición de LIPSCHITZ u otra 
similar para asegurar la unicidad. En efecto, basta considerar la ecua- 
ción diferencial y'= + Vl|y| en el punto xo =Yo=0 donde es continuo 
su segundo miembro y por el que pasan sin embargo las dos soluciones 
y=0é y=xlx]/4. 

W. F. Osoon (Monatshefte Math. Phys., 9, 1898) ha colocado el 
problema sobre una base firme probando que si f(x,y) es continua en 
un entorno de (%o, Yo), existe en general un haz de curvas integrales por 
(£o Yo), comprendidas entre dos extremos y = pı (x), y = bz(x). La uni- 
cidad equivale a p.(x)=«ps(x), y para esto una condición suficiente es: 


[104-15] (f(x, y)— flx, Y)] < o(lyg—Y|) , 


siendo w(u) una función continua, > 0 para u > 0, sólo nula si u= 0, 
y tal que para e > 0 haga divergente la integral 


€ du 
1 w(u) 
Funciones con estas condiciones son: 
Ku , Kuln(1/u) , Kuln(1/W)lnIln(1/4) , ... 3; 
la primera da la condición de LIPSCHITZ, las demás, otras condiciones más 


generales. 


Más recientes son los teoremas de unicidad de NAGUMO (Japanese 
Journal of Math., 3, 1926) y PERRON (Math. Annalen, 95, 1926; Math. 
Zeitschrift, 28, 1928); ver KAMKE (citado en Cap. XXVII, nota IV, 2), 
págs. 97-100 y 139. 


5. Dependencia de las condiciones iniciales. — Supongamos que el se- 
gundo miembro de 
[104-16] y = f(x,y) 
cumple las condiciones de § 104-4, a. Indicando con 
[104-17] y = F(x, yo) 


la solución que para x= Yo toma el valor y — yo, nos proponemos de- 
mostrar: a) Que esta solución es función continua de yo, y b) Que en 
ciertas condiciones es derivable respecto de yo. 


a) El incremento Ay = F (%, Yo + AYo) — F (x, yo) de [104-17] corres- 
pondiente al incremento Ayo de yo, verifica 
lay] < lago Jere! , 
y en consecuencia y es función continua de yo. 
La función 


z = Z(x%) = Y + Ay — Ayo 
os tal que z(xo)= Yo, y por ser 
z (x) = (Y +AY)' = f(x,y + AY) = f(x,2+ Ayo) , 
verifica [104-16] con error de módulo: 
|f(x,2 + Ayo) — f(x,2)] < K]Ayol. 
Será entonces en virtud de [104-13] con e = K | Ayo | 
|[z—y| = [Ay — Aw | < |A (el-s — 1) , 
ayl $ LAy— Aml t laml < | Ay |e “ol, 
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b) Si f(x, y) es continua en el dominio D, y admite una derivada f, 
en D, la función y = F (x, Yo) admite una derivada parcial respecto a yo, 
que es continua y no se anula en D. 


Tanto y como y + Ay verifican [104-16], por lo que se tiene: 
(2) = f(x,y + Ay)— f(x, y) 
AY AYo 3 
Por a es Ay/AYo acotado, y entonces el segundo miembro es para 
AYo > 0 infinitamente próximo a 
A _Ay 
dy At ” 


y entonces ($ 104-4, b) Ay/Ayo, que tiene valor inicial 1, será infinita- 
mente próximo a la solución de 


y A 
[104-18] w = + uU, 
con igual valor inicial. Pero es 

Ay ð 

u = lim — = — F(x, ; 
Ay, >0 AYo dYo (w, yo) 
y mediante separación de variables resulta de [104-18]: 
di E E E E 
A Aaa T (£, Yo) = € z, Y 

lo que demuestra el teorema. 

EJERCICIOS 


1. Obtener la solución en serie y expresarla en términos finitos: 
a) y = xy siendo y=1 para x=0; 
b) yY = y + 2x siendo y=0 para x=0. 


2. Resolver por desarrollo en serie y'= 14+ y? siendo y =0 para 
x= 0, y obtener de allí el desarrollo de tgæ hasta s, 


3. Por el método de ADAMS tabular la solución particular de 
y =(y—x)/(y+x) por P(0;1), entre x=0 y x=0,2, con h = 0,02 
y seis decimales. [Resuelto en WHITTAKER y ROBINSON (citado en Cap. 
X, nota V, 4), pág. 366]. 


4. Aplicar dos pasos del método de RUNGE y KUTTA a la ecuación 
y” =(—4y/x)+ a*y? partiendo de x.= Ya = 1, con h=0,1. [Resuelto en 
WILLERS (citado en Cap. XII, nota III, 1), pág. 95]. 


5. Probar en el caso en que f(x,y) depende sólo de x, que el error 
en el método de RUNGE y KUTTA es O(h*”), demostrando que la cxpresión 
de K es en tal caso la de la fórmula de SIMPSON ($ 57-3, b). 


6. Probar que si f(x,y) cumple u) y œ) de § 104-4, a), puede 
construirse una quebrada de EULER ($ 100-3) que aproxime a la curva 
integral con cota de error prefijada ô > 0. 


7. Del teorema de § 104-5, b, deducir que, en las condiciones del 
mismo, la integral y = F (x, yo) puede resolverse respecto de yo como fun- 
ción diferenciable de x é y. 
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NOTAS AL CAPÍTULO XXVI 


I. Soluciones singulares. — 1. Generalidades. — La ecuación de CLAI- 
RAUT ($ 102-3, c) nos ha dado un ejemplo característico en que por un 
mismo punto pasa más de una curva integral. Más precisamente: por 
todo punto P por donde pasa una curva integral pasan infinitas, si se 
tiene presente que un arco de la envolvente de rectas soluciones, y las 
semirrectas tangentes en sus extremos, forman una curva integral. Si P 
no pertenece a la envolvente, existe un entorno de él, donde todas esas 
curvas coinciden y hay unicidad ($ 104-4), pero no así si P pertenece a 
la envolvente, 

No siempre la ecuación diferencial 


[XXVI1-1] plr, yy) = 0 


puede llevarse, despejando y”, a la forma explícita y’ = f(x,y). Supon- 
dremos que q(x,y,p) es continua y uniforme conjuntamente con sus de- 
rivadas parciales primeras y segundas, en un recinto G del espacio 
(x, y, p) de elementos lineales, que contenga un trozo S de la superficie 
(x, Y, p) = 0. 

Si (xo, Yo, Po) es un punto (elemento inicial) de S para el cual 


0 
Ip Yr) E 0 , 


existe ($ 67-4) una única función p = f(x,y) continua y uniforme en 
un cierto contorno de (xo Yo) y para la cual 


f (£o Yo) = Po , pix, y, f(x, y)] = 


En este entorno, el haz de curvas F(x,y)= C, solución de y =Í(x, y), 
verifica también [XXV1-1]. 

La recta x% = zo Y=Yo (p cualquiera), puede cortar a S en va- 
rios puntos; si en todos se verifica la condición ð¢/ðp Æ 0, para cada 
uno se tiene un haz de curvas F,(x,y)=C, (k=1,2,...), solución de 
[XXVI-1]. Si hay un número finito de intersecciones, la solución gene- 
ral de [XXVI1-1] en el entorno de (%v,Y0) puede escribirse en la forma: 


[Fa (x,y)— C] . [Fa(x, y)—C] ... LF=(x,y)— C] = 


2. Curva discriminante de la ecuación. — Un papel especial juegan 
los puntos de S para los cuales ?q/0p +0. Éstos son los puntos de G 
[o del espacio (xw,y,p)] pertenecientes a la curva intersección de las 
superficies 


d 
[XXVI-2] (x,y p) = 0 ; p o y, p) = 0. 

La proyección D(x,y)=0 de esta curva sobre el plano (x,y) se 
llama q-discriminante o p-discriminante o curva discriminante de la ecua- 
ción [XXVI-1]. En muchos casos puede obtenerse esta curva discrimi- 
nante por eliminación de p entre las ecuaciones [XXVI-2], por ejemplo en 
cl entorno de un elemento lineal de [XXVI-1] para el cual 0%p/0p* 40, 
pues entonces se despeja p de la segunda [XXVI-1] y se reemplaza en 
la primera. 

Los elementos lineales (xw,y,p) que verifican ambas ecuaciones 
[XXVI-2] se llaman elementos lineales singulares *; por tanto la curva 


* Aunque esta definición cs más cómoda para un primer estudio, debe señalarse 


que elo ejemplo prm) (p— x)? :=0 muestra que los elementos lineales (z, u, p) 
rona p r, ane verifienn [XXVI-2|, cumplen no obstante las condiciones de existencia y 
uwvleldad (4 104.4) y no correspondería Beñdorlos como singulares, Vénse KAMKu (eltado 


e» Unp. XXVI nola lV, 2), págs. 116 y 117 
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discriminante es el lugar de los puntos (x,y) sostenes de elementos li- 
neales singulares. 


EJEMPLOS: 1. xy' —y. Los elementos lineales singulares son x =0, 
y=0, p cualquiera, La curva discriminante se reduce al único punto 
(0,0) por donde pasan todas las curvas integrales y = Cx. 


2. En x%y”*—y* los elementos lineales singulares son (x%,0,0), 
(0,y, 00) formando la curva discriminante xy = 0, incluída en la inte- 
gral general de la ecuación dada. 


3. En y'?*=«uw*? los elementos lineales singulares son x= 0, y cual- 
quiera, p = 0. La curva discriminante es entonces el eje y. Las curvas 
integrales son y=3x"4C, y=—i*+C y las y=ztixsger+C 
formadas por arcos de las anteriores. Por cada punto de la curva dis- 
criminante pasan cuatro curvas integrales. 


4. En y” = 4y los elementos lineales singulares son (x=,0,0) y en- 
tonces la curva discriminante es y=0 (eje x), que es también curva 
integral, y envolvente de las otras curvas integrales y =(x% + C)?. 


5. En la ecuación q =(y' — xy) (y' —y*)=0 de $ 102-1, ejemplo 2, 
reemplazando el valor de y” sacado de 9p/0y' = y' —y(x + y)= 09, se ob- 
tiene la curva discriminante 


[ży (x + y)— zyl. [y(x + y)—y1 = (y —2y) (2y —y)/4 = 0 


que se desdobla en las rectas y=0 é y =æ. La primera es solución de 
la ecuación diferencial y está comprendida en la expresión ($ 102-1, ej. 2) 
de la solución gencral. La segunda no satisface a la ecuación. 


6. En la ecuación q =x v1 —p=0 de $ 102-2, ejemplo 1, con 
solución general allí hallada x* + Vd = 1, la relación 
0 TF 
A = [A —1=0 da x= ALE j 
Pp vi +p P 


que reemplazado en p=0 da 1/p=0, y como x=(1/p)*? + 1 resulta el 
q-discriminante x= +1. Estas dos rectas son soluciones de la ecuación 
diferencial, pues tienen en cada punto la pendiente del elemento lineal 
singular p = œ. Obsérvese que constituyen la envolvente del haz de cir- 
cunferencias solución general. 


3. Soluciones singulares. — Llamaremos solución Singular a una 
solución cuyos elementos lineales sean todos singulares. Como los puntos 
sostenes de elementos lineales singulares son los de la curva discriminan- 
te, toda solución singular está formada por arcos de esa curva, Los 
ejemplos anteriores prueban que la curva discriminante puede no ser 
solución (ej. 3), o ser solución singular (ejs. 4 y 6) o tener una parte 
solución singular (ej. 5). El ejemplo 5 muestra además que una solu- 
ción singular puede estar comprendida en la solución general. Para que 
la curva discriminante, o un arco de ella, sea solución singular, se nece- 
sario y suficiente que el elemento lineal singular en cada punto, sea tan- 
gente al arco. Veamos cómo se expresa analíticamente esta condición. 
Derivando respecto de æ la primer ecuación [XXVI-2] y teniendo en cuen- 
ta la segunda resulta 





dp êp dy 
[XXVI-3] Fa aa n 


Pero dy/dx es la pendiente de la curva; para que ósta sen solu- 
ción singular, debe coincidir con la peudiente p del elementa singular en 
cl punto. Entonces 
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a 0 
[XX V1-4] a (æ, y, p) + y (x,y p). p =0 , 


y se tienen, para la determinación de las soluciones singulares, las tres 
ecuaciones [XXVI-2] y [XXVI-4]. 

Recíprocamente, si a cada punto de una curva se puede asociar un 
valor del parámetro p de modo que se verifiquen [XXVI-2] y [XXVI-4], 
la curva será seguramente solución singular si en ella es 


0 


En efecto, de [XXVI-3] y [XXVI1-4] resulta 


dp / dy ) = 
ar Ape 


y por [XXVI1-5], dy/dx = p, que reemplazado en la primera [XXVI-2] 
muestra que la curva es solución, singular en virtud de la segunda 
[XXVI-2]. 

En general, la curva discriminante no es solución singular, pues en 
ella no se verificará en general [XXVI-4]. Es interesante observar que 
esta curva puede ser también solución no singular, pues para cada punto, 
además de el o los elementos singulares, puede haber otros no singulares, 
y ser la curva tangente a uno de éstos, 


EJEMPLO 7. La ecuación diferencial (y?— x + y) (y' —1)= 0 tiene 
por curva discriminante D(x,y)=0 la 4(x —y) (y —x + 1)? —0 que da 
por solución singular y = x— 1, mientras que la recta y =x es solución 
no singular, aunque sobre ella se den los elementos lineales singulares 
x=y, p=0. 


4. Soluciones singulares y envolventes. — La ecuación de CLAIRAUT 
($ 102-8, c) y los ejemplos 3, 4 y 6 por una parte, y el ejemplo 5 por 
otra, prueban que la solución singular puede ser envolvente del haz solu- 
ción general, y puede también no serlo. Probaremos que cuando la en- 
volvente existe, forma parte de la solución singular, 


a) Toda envolvente del haz p(x,y,C)= 0 solución general, es tam- 
bién solución de [XXVI-1], como vimos en $ 100-4, b. Más generalmente, 
la curva A(x,y)= 0 que resulta de eliminar C entre 


0 
[XXVI6]  d(40)=0 , —emy0=0, 
que llamaremos -discriminante o curva discriminante de la solución qe- 


neral, y contiene a la envolvente (§ 74-1, teor. 1), satisface a la ecuación 
diferencial [XXVI-1] salvo eventualmente en los puntos donde 





3 _ õp „, F 
[XXVI-7] a 0.6 ¿=0 


En efecto, en cada punto de A(x,y)=0 coinciden las tangentes a 
csta curva y a la del haz p=—0 por él ($ 74-1, b). 


b) Las soluciones de [XXVI1-1] contenidas en el -discriminante 
A(x,y)=0, pertenecen también al p-discriminante, es decir, son solucio- 
nes singulares. 


Por un punto (%o,Y0) de la curva Al(x,y)=0 pasa una curva 
Pp (x, y, Co) = 0 del haz, y como ambas son soluciones de [XXVI-1] se 
liene: 


mp -H m.y + Y” A =0, Ps + Wir Y + Qro Y y =0, 
indienndo con y”, é y” q las derivadas segundas d'y/dx* sobre una u 
oten curva, Keslando resulta, en el punto (a, Yo) : 


192 XXVI. ECUACIONES DIFER. ORDIN. DE PRIMER ORDEN C. XXVI -I 


dp n ” 
(5) a — 44d = 0, 


y si no coinciden los valores de las derivadas segundas, resulta en (xa, Yo): 


dp/dy' = 0. 
Al mismo resultado se llega derivando n —1 veces [XXVI-1] si coin- 
ciden las derivadas 2as., 3as., ,.., (n—1)-ésimas en (%., Yo), y difieren 


las n-ésimas. 


c) Si la integral general se da en forma paramétrica, su curva dis- 
criminante se halla por el método ya estudiado en $ 74-1, nota 3, para 
este caso, 


EJEMPLO 8. La integral general de la ecuación de LAGRANGE ($ 102-3, 
b) tiene la forma ($ 101-4, nota 1): 


; x = x(p) + Cx(p) , y = yp) + Cy) , 

donde 

ya(p) = x(p)a(p) + Bp) ; y:(p) = x:{p)a(p). 
Eliminando p y C entre las anteriores y la 





da Dx 
òp 0C — 1 1 r 1 
= y(x + Cx’) — ar(ya + Cy) = 0 
dy dy 
dp oC 
se obtiene como solución singular de la ecuación de LAGRANGE: 
Ya’ — XY’ _ Bb _ YY 


LY z — Yk M Y: 


CAPÍTULO XXVII 


ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR Y 
SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
ORDINARIAS 


S 105. CONCEPTOS FUNDAMENTALES. EXISTENCIA Y UNICIDAD 
DE LA SOLUCIÓN 


1. Ecuación diferencial de una familia de curvas. — Vimos 
(S 100-2) que una ecuación diferencial de primer orden repre- 
senta geométricamente un campo de direcciones en el plano 
(x, y). Para una ecuación de orden superior al primero, el sig- 
nificado geométrico no es tan simple. 


EJEMPLO 1. La ecuación de segundo orden 
[105-1] y” = f(x,y, y’) 


indica que para cada terna de valores (x,y,y') hay un valor para y”. 
Luego por cada punto (x,y) pasan infinitas curvas, una en cada direc- 
ción (según el valor dado a y”), y en cada una queda determinado el 
sentido de la concavidad y la curvatura, que se calcula mediante el va- 
lor y” que resulta de [105-1]. 


En cambio podemos formarnos una idea clara de la multi- 
plicidad de curvas que constituyen la solución general de una 
ecuación de orden n recordando que en el caso de una ecua- 
ción de primer orden es un haz de curvas, y que reciproca- 
mente (§ 100-4, a) dado un haz de curvas 


[105-2,1 ?(x, y, C)= 0 


derivando respecto de x y eliminando luego el parámetro, se 
obtiene la ecuación diferencial del haz 


[105-3,] píx, y, y) = 0. 


Bajo este aspecto el problema se generaliza fácilmente a 
ecuaciones diferenciales de orden superior al primero. 
Sea una familia de curvas 


[ 105-2,,] (x, Y, Ca, ...) Can) = 0 , 
donde d+ es una función n veces diferenciable respecto de las 


variables æ, y. y además continua respecto de los n parámetros 
supuestos distintos, esenciales o tudependientes, es decir, la fa- 
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milia no está comprendida en otra de menor número de pará- 
metros +(x, Y, å, ..., Av)=0, v< n, siendo + también con- 
tinua (ver ej. 4 y notas 1, 2). 

Entonces, si se deriva [105-2,] respecto de x, n veces, y se 
eliminan luego los n parámetros entre las n+1 ecuaciones, 
se llega a una ecuación diferencial de orden »: 


[105-3,,] play Ys... YI) = 0. 


Un razonamiento análogo al de $ 100-4, a, prueba que esta 
ecuación diferencial se verifica para todas las curvas de la fa- 
milia [105-2,] y por esta razón se llama ecuación diferencial 
de la familia. 

Veremos ($ 105-4) que recíprocamente, dada una ecuación 
diferencial [105-83,], de orden na, su solución general [105-2,] 
contiene n constantes arbitrarias. 


EJEMPLOS: 2. La familia de todas las rectas del plano: y = Cix + Cs, 
no paralelas al eje y, tiene dos parámetros. Por consiguiente, su ecuación 
diferencial será de segundo orden. Derivando dos veces se obtiene y' = Ca; 
y” =0. Como esta última ecuación no contiene ninguno de los paráme- 
tros, es ya la ecuación diferencial de la familia. 


3. La ecuación: x? + y? + 2Ax + 2By + C=0, representa la familia 
con tres parámetros de todas las circunferencias del plano. Derivando 
tres veces se obtiene: 


e+y  +FA+By=0 ; 1+y4 "+94 +By"=0 ; 
By'y” + yy” + By" =0 , 


y eliminando B entre las dos últimas se llega a la ecuación diferencial 
de tercer orden 


y” (1 +y") — 3yy” =0. 


4. De y= Gie®™": resulta la ecuación de primer orden y' =y. Ello 
se debe a que los parámetros no son independientes, como se ve escri- 
biendo la familia en la forma 


y = Cie e” — Ae”, 


NoTAs: 1. La continuidad de q respecto de C,, ...? C, es esencial 
para que tenga sentido hablar de número de parámetros en [105-2,], 
pues si se prescinde de la continuidad pueden definirse correspondencias 
biunívocas entre conjuntos de diferente número de dimensiones (cfr. Cap. 
II, nota II). 


2. Si se deriva sucesivamente n— 1 veces [105-2,], ésta y las nue- 
vas ecuaciones obtenidas forman un sistema de n ecuaciones entre los n 
parámetros y 2, Y, Y, ..., Y'"". Se dice que los n parámetros son dis- 
tintos, esenciales o independientes si no se pueden eliminar los n pará- 
metros entre las n ecuaciones anteriores, es decir, si no puede deducirse 
de ellas una relación que ligue x, y, Y’, ..., y!'”” sin intervención de los 
parámetros. En $ 68-2 y 3 se han estudiado condiciones suficientes para 
que los n parámetros sean “distintos” y queden determinados para va- 
lores arbitrarios de x, Y, Y”, <., YIP. 


3. Si a partir de [105-2,], después de cada derivación se climina 
una de las constantes, las relaciones obtenidas, a partir de la ecuación 
diferencial [105-3,] en orden inverso, constituyen las integrales: primera 
(con derivadas hasta y!'"”” y una constante), segunda, ..., n-ésima o 
general [105-2,]. 
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2. Reducción a un sistema de ecuaciones de primer orden. — 
Introduciendo en [105-1] y = z como nueva función incógnita, 
vemos que [105-1] equivale al sistema ($ 100-1, c) 


Y=2 ; gZ = f(x,y,z). 
Análogamente una ecuación diferencial de orden n 


[105-4] y™ = f (2, Y, Y, yo-D) 
se reduce, introduciendo las funciones incógnitas 
[105-5] Y =2 ; Y =tb 3 ... 5 YPP =w , 


al sistema de n ecuaciones de primer orden 
[105-5] k g REOS o a S 
w = f (2, Y, Z, ..., W). 
Esta observación trivial es muy útil, pues con ella toda pro- 
piedad relativa a un sistema 


[105-6] yY = filz, Y, w); ...3 w=1Í,(2,Y,2,..., w), 


particularizada al sistema especial [105-5'] se traduce en una 
propiedad de la ecuación de orden n [105-4]. 

Veremos en $ 105-3 cómo el teorema de existencia y uni- 
cidad se generaliza para sistemas de la forma [105-6], llama- 
dos normales por aparecer la derivada de cada función incóg- 
nita en función de éstas y de la variable independiente. Este 
resultado se aplica en § 105-4 a una ecuación de orden n 
[105-4] en forma normal, o sea, resuelta en la derivada de 
orden mayor. 


vV=w ; 


3. Teorema de existencia y unicidad para sistemas. — El 
teorema de existencia y unicidad para una ecuación de primer 
orden (§ 104-4, a) se generaliza para un sistema normal 
[105-6]. Para ello es conveniente la siguiente definición: Di- 
remos que la función f(x,Yy, 2, ..., ww) verifica la condición de 
LIPSCHITZ respecto de las variables y, 2, ..., w, en un dominio 
D del espacio (x,Y,2, ..., w), si existe un número K > 0 tal 
que para cada dos puntos de D con igual abscisa x, se tenga: 


[105-7] | £(z, y, z, ..., w) — f(x, Y.Z,..., W)] < 
< K(|y—Y| + [2-Z] +... + |w—W)). 


TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD. — Si las funciones 
fi, ..., fn, de [105-6], cumplen en un dominio D, cerrado, aco- 
tado y convexo, las siguientes condiciones : 

a) Son continuas y por tanto acotadas, en D; 

a) Verifican la condición de LIPSsCcHITZ [105-7]; 
entonces, por cada punto (Lo, Yo, Zo, - - -, Wo) Anterior a D, pasa 
una y sólo una “curva integral” del sistema [105-6], dada por 
n funciones 
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[105-8] y = F(x) ; z= F(x) ; >; w = F,(x), 
tales que 
[105-80] yo = Fı(£o) ; Zo = Faə(£zo) ; ... ; Wo = F, (Zo). 


La demostración se hace como en el caso de una ecuación 
de primer orden, por generalización de los teoremas de § 104-4, 
lo que no ofrece dificultades. 


El conjunto de funciones [105-8] constituye una solución 
del sistema, la que resulta unívocamente determinada por las 
condiciones iniciales [105-80]. 


También se generalizan fácilmente a sistemas normales de primer 
orden, los teoremas sobre dependencia respecto de las condiciones inicia- 
les ($ 104-5 y $ 104, ej. 7). Ver, por ejemplo, VALLÉE PoussiN (citado 
en cap. VI, nota VI, 4), vol. 11; 6% ed., pág. 144 a 149, 


4. Aplicación a las ecuaciones de orden n. — Referida al 
sistema [105-5], la existencia y unicidad de la solución [105-8] 
que pasa por un punto (Xo, Yo, Zo, » - -» Wo), Se demuestra en 
virtud de las sustituciones [105-5] el siguiente teorema: 


TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD. — Si la función 
f(2,4,2, ..., w) cumple las condiciones a, y as del teorema de 
$ 105-3 en un dominio D, cerrado, acotado y convexo, entonces 
existe y es única la solución de la ecuación normal [105-4]: 


y" =T(2,Y, Y, y) 
que verifique las condiciones iniciales: 
[105-9] Y=% ; Y =%o0 ; ; YP =W , 
para x= Zo. 


Como vemos, deben imponerse n condiciones iniciales, para 
determinar la curva integral, al prefijar los valores de la fun- 
ción y de sus n— 1 primeras derivadas en un punto. Con es- 
tas n condiciones iniciales se determinan las n constantes de 
la solución general [105-2,], obteniéndose así una solución par- 
ticular. 


EJEMPLO. Si se conoce la aceleración de un punto de función del 
tiempo s” —a(t), no queda determinada la ley del movimiento, pero sí, 
dando además la posición so y la velocidad vo del punto, en el instante 
inicial ¿= 0, pues resulta: 


t t 
s= Í dt f a(t)dt 4- vt +- so. 
0 g 
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EJERCICIOS 


1. Ecuaciones diferenciales de las familias con tres parámetros: 
a) Parábolas de eje “vertical”: y = Gx? + Cx + Cs; b) Parábolas de 
eje “horizontal”: (y — C)? = 2C: (x — C»). 


2. Hallar la ecuación diferencial de todas las circunferencias de ra- 
dio 1 e interpretarla geométricamente. 


3. Ecuación diferencial: 1%) De las circunferencias (x*-—a)?* + 
+ (y —b)*=+""; 2%) De las cónicas homofocales 
a E 
ac bre 
(a y b constantes, c parámetro). 








=L 


4. Siendo y = ax + b + Vpr? +2qx +r la ecuación general de las 
cónicas, probar que su ecuación diferencial es (y”*/4)”” —0, y que para 
las parábolas (p = 0), la ecuación se reduce al cuarto orden: (y'”*/)”—0, 
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1. Ecuaciones donde falta la función o la variable. — a) Fal- 
ta Y. — La ecuación de orden n: 
[106-1] pla, y, Y... 4) =0 
donde falta la función incógnita y, se transforma en otra de 
orden n— 1 en la nueva función incógnita y' =p: 
[106-2] P(,D,P,... pen) = 0, 


Si puede integrarse esta ecuación de orden menor, se ob- 
tiene una relación 


[106-3] alx, p) = 0 


[integral (n — 1)-ésima de [106-1], $ 105-1, nota 3], que por 
ser p =Y' es una ecuación de primer orden donde falta y 
(S 102-2, a), que integrada resuelve el problema. 


EJEMPLOS: 1. y" +yY'.tgx—isen2x=0. La ecuación en p es 
lineal de primer orden, y tiene por solución ($ 101-4): 


p = C,cosr — cos r. 
Doe aquí resulta: 


y = fpdx = Cısen x — a — ¿isen2x + Co. 


2. Problema “de la luvia”. Hallar la ley del movimiento de una 
gola (de masa m) que cae desde el reposo, suponiendo que la resistencia 
del aire sea proporcional a la velocidad. 

Sobre la gota actúa la fuerza m.g hacia abajo (sentido en que me- 
dimos el espacio s) y una fuerza kv = ks’ hacia arriba. La ecuación de 
hi dinámica nos da 


meg” = mg- he, 


198 XXVII. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR § 106 -1 


ecuación donde no figura s. Poniendo k/m=h y tomando s'=vwv como 
función incógnita resulta 


dv 


at = g — hv , 
ecuación de variables separables que da y—hv= Ke”'. 
Para t=0 es v=0 .. K=—g, y se tiene 
ds g 
106- = =- - = -> (1—e*'). 
[106-4] v de h (1 —e**) 
Separando nuevamente las variables se obtiene: 
EE 2 Ls ) 
s= h ( t + > e + Ca. 
Para t=0 es s=0 .. C2a=-—Y/h?, y entonces: 
g 1 E 
106-5 =- t — —— (1 — e™ x 
[106-5] s= 2|- ae | 


Para t muy grande [106-4] y [106-5] nos dan, despreciando los tér- 


minos en e”: 
1 
Nas E s= (t) 


h h h 
Más generalmente, la ecuación 
[106-6] P(a yO, yen, ... 4) =00 


donde faltan y, Y”, ..., y”, se transforma en otra de orden 
n— r en la nueva función-incógnita y” =2: 


[106-7] p(1,2,2,...,2%7) = 0, 


Si ésta puede integrarse (por ejemplo si r=n—-1 y 
[106-7] es de uno de los tipos estudiados en $ 101 ó 102), da: 


[106-8] Q(x,2)=0 , 

y si de aquí es posible despejar z = y”, la ecuación 
[106-9] y” = g(x) 

se integra por r cuadraturas: - 


[106-10] y = fds f ds f m EOL 


Noras: 1. Si [106-8] se resuelve en x, así: x= h(z), se tiene tam- 
bién la solución con r cuadraturas: 


yo" — fzhl(z)dz , y”? = fb (z)dzfzbk’ (z)dz 3 ... ; 
y = SS... Sz(de)" = SS... Sz[h'(z)d2]" ; 
donde la notación usada en el último miembro indica que el factor h'(z) 


figura en cada una de las r integrales sucesivas; otro tanto ocurre si 

la relación [106-8] se expresa en forma paramétrica: =xX(t), 2 =Z(t): 
y= SS... Szlde)” = SS... Sfz(t) [x (t) d£]". 

Obsérvese que por la significación dada a los terceros miembros de 


las dos últimas relaciones, el exponente r no puede distribuirse sobre cada 
factor, así: 


“Perl dr a = Š a mt z" Ta ll es dde Pets z 
Síizledz]? = fzdz fz.zdz = 15 A ffz.2(d2)? =2 fdzfrd: 90 


$ 106 -1 TIPOS ESPECIALES. INTEGRACIÓN Y REDUCCIÓN 199 


2. La ecuación [106-9] puede integrarse con una sola cuadratura. 
En efecto, aplicando la fórmula de TAYLOR con la forma integral [51-14] 
del término complementario [con f (x)= y, n=r— 1, xı=a4a, x — z= h] 
se obtiene la siguiente expresión de la solución de [106-9] tal que y = yo, 
Y= Yo e., YTI = Y para x = x (cfr. § 86-2, ej. 4): 


[106-11] y = P(e) + q Sy, g(t) (o — E dE , 
con ) 
= , (8 — %o rs A 
P(x) = Yo + [—uw0)yo +... + =D Go . 


Análogamente se consideran los casos tratados en la nota 1, pues 
vale la siguiente expresión general de la integral reiterada: 


[106-12] Sf Son faw [x (t)dt]” = P[x(t)] + 
E pae 
obtenida de [106-11] con el cambio de variables 


elx(t)] =2Z(t) ; ¿=x(7) ; g()= z(t) ; % = x(to). 


Si [106-8] representa una curva unicursal (§ 52-2, b), basta la in- 
tegración de una función racional (§ 52-1). 


1 "32 (7) x! (7) dr 
af, [x(t)—x (7) z(r)x (r)dr , 


3. Primitivas y derivadas de orden real. Por ser [106-11] solución 
de [106-9], la función 


[106-13] ra= gin g(r) (x—7)"dr , (z< < za) 


tiene derivada r-ésima coincidente con g(x), si g(x) es continua en 
[£o x1], y puede considerarse entonces como una primitiva de orden r 
de g(x). Mas generalmente, se tiene la definición de RIEMANN - LIOU- 
VILLE de primitiva de orden real r>0 de g(x) por la expresión 


[106-14] D""g(w) = a I ” (T) (æ—7)"dr , (r>0 real) , 


donde T(r) se refiere a la función Gamma (Cap. XXIX, nota VII). 

La derivada de orden real a > 0 se define como la derivada 
de orden (entero) m= [al] + 1, de la integral de orden 1+ [a] —a, 
(0<Bb=m—as<i1). Así resulta 
d” 
S e = mTy-8 a in 
[106-15] D*g(x) = D"D*g (x) = de” P 


Si existe continua la derivada g'”'(x), la A de ambos 
procesos daría 


(E) (œ — £) de. 


[106-16] D'g(x) = D'*D”"g(x%) = E (£) (1 — E) Paz. 


ON 

Empleando las fórmulas de la función oa (Cap. XXIX, nota 
VII), si g(x) tiene derivadas ordinarias continuas de orden suficiente- 
mente elevado, se prueba que para a y r reales arbitrarios es 


[106-17] D'D'g(x) = D“D'g(x). 
Estas derivadas fueron utilizadas por RIEMANN (1847) al desarro- 
Har una función del tipo da- ax’ + ax" + ..., con h>0 real. 


IT. HERRERA (Revista de la Fac. de C. Exactas y Tecnología, Tucu- 
mán; Serie A, 9, págs. 79-85; 1952), ha estudiado la generalización del 
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teorema fundamental del Cálculo integral ($ 35-3) a la derivación de 
orden a real cualquiera. 


b) Falta x. — La ecuación 
[106-18] ply yY’, yY) = 0 


donde no figura la variable independiente x, se reduce a otra 
de orden n— 1, tomando p = y” como función incógnita e y 
como variable independiente, pero ahora habrá que transfor- 
mar y” = dp/dx, y” =d*p/dx?, ..., de modo que tampoco en 
ellas aparezca zv: 


- 


dp dp dy dp 


Y = ae T ay © de dy ` Bi A 
m — d "— da dp An dep dp \? . 
ar: Y = ay [? y PP qa (ar) ds 


Reemplazando en [106-18] se obtiene 


p, 2. opi 
[106-19] v [yn pta, 0 


Si se puede integrar esta ecuación, la relación así obtenida 


o(y,p) = 0 
es una ecuación de primer orden donde falta x ($ 102-2, a) 
que integrada resuelve el problema. 


EJEMPLOS: 3. Solución particular de y” = e”, tal que y = 0, y'= V2, 
para x = 0. 
La ecuación en p es: 
dp 
aè =, = er 
dy p , 
y da ¿ip"—=e' + C,, sienao C,=0 por la segunda condición inicial, La 
ecuación dy/dx = Y 2e"/”, con la primera condición inicial, da 
x= V2(1—eY/”), 


4. La ecuación diferencial del movimiento de un punto atraído por 
otro con fuerza proporcional a la distancia (fuerza elástica) es: 


s” = — k's. 
Poniendo 
Ei gr — Av _ dv dz, dv_ 
— e dd 7 ds dt ds 
resulta: 
vdv = — k’sds , 
v = — ks? + (kC)? , 


pues se puede dar esa forma a la constante; y esta ecuación puede es- 
cribirse así: 

di e i e 

"at = (C?— s) . kdt = Veria 


8 
kt + C: = are sen c? 
1 
con lo que resulta la solución general 


Ss 106 -2 TIPOS ESPECIALES. INTEGRACIÓN Y REDUCCIÓN 201 


s= C sen (kt + C2). 

A este mismo resultado llegaremos por otro camino en $ 108-1, as, 
(cfr, $ 108-2). 

La amplitud y fase inicial del movimiento vibratorio armónico 
se determinan conociendo la posición y velocidad iniciales del punto. 

5. Curvas cuyo radio de cur vatura e=(1 + y*)**/y” es proporcio- 
nal al segmento normal n = y V1 + y”. 

La condición q =An da la ecuación donde falta x: 


[106-20] y” =(14 y) / (ky). 
La ecuación en p puede llevarse a la forma 
dp* 2 a 2 
dy ~ ky? T ky ’ 


y es entonces lineal en p?—=q(y), siendo su solución general: 
q = C:ıy”/* — 1. 
Se tiene entonces y' =(C,y*/* —1)?, de donde: 


= f car —1 00 + Co». 


La integración puede hacerse para k entero ($ 52-2, f), por ejem- 
plo, k= += 1, k= = 2. Resulta q =(k— 2)/2, p + q =(k — 3)/2, dife- 
rencial binomia. 

Si el segmento normal coincide con el radio de curvatura es k=—-1 
(pues entonces es por [106-20] yy” < 0 y la curva es cóncava hacia el 
eje x). En tal caso: 


a la F Cl, = — VC,—y* + Cs , 


o sca (x — Co)” + y? = C., circunferencias con centro en el eje x. 
Si k= 1 resulta una catenaria (§ 29-1), pues poniendo C, = 1/0" 


aE pa dy + €, = aargch — u +C: 
Vy — ol a 


—C 
y =ach == Z, 
a 
Para los casos k = =+ 2, ver ejercicio 13 y respuesta. 


NOTA 4. Si en f(x,y,y') figura uno solo de los argumentos, la 
ecuación de segundo orden y” =Í(x, y, y') se integra por cuadraturas: 


a) ”= g(x) es un caso particular de [106-9]. 
B) De y”=g(y) resulta multiplicando por y’: 
(y) = gly)y -. hy” = e(y)dy = h(y), ete. 
y) De y” =g(y') se obtiene la solución en forma paramétrica: 
dp pdp 
x= j Cı , jJ = 7 Cz. 
g (7) ci Y=] gp) a 

2. Ecuación diferencial de la línea elástica. — a) Solución 

exacta. — Se admite en la teoría de la elasticidad que en una 


viga de sección constante, e inicialmente horizontal, sometida 
a cargas verticales, la fibra que pasa por el centro de grave- 
dad de la sección carece de tensiones, y que la curvatura c (x) 
que adopta en cada punto, es proporcional al momento flector 
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M (x) en dicho punto, e inversamente proporcional al momento 
de inercia I de la sección. Es decir, la curvatura viene expre- 
sada así: 

1 


[106-21] c (x) = El ' M(x) = k.M(x) 


siendo E el módulo de elasticidad del material. 


Recuérdese que el momento flector en un punto, es el mo- 
mento elástico respecto de un plano vertical que pase por él, 
de las cargas y reacciones a uno u otro lado del punto. 

La ecuación [106-21], que expresa que la curvatura 
c (x)= y”/ (1 +y):2 es una función dada de la abscisa: 
k.M(x)= f(x), es del tipo estudiado en $ 106-1, a (falta y). 
La ecuación en p = y! es, separadas las variables, 


dp a 
UA py 7 f(x)dx. 
Para integrarla ponemos p = tg t 
1 + p? = 1/cos? £ > dp = die/cos? t 


y la ecuación se reduce a: cos tdt = f(x). dx. 
Integrando resulta: sent= ffíx)dx+C, = y (x). 


Despejando p, por ser p =tg t = sen t/cos t, resulta en de- 
finitiva: 





2 pla) 
"yo" 
y entonces 
(x) 
[106-22 = Mode lt andea 
iaaa io 


que es la ecuación exacta de la línea elástica, peřo cuya inte- 
gración sólo se podrá hacer elementalmente en casos muy es- 
peciales. 


EJEMPLO 1. Cuando f(x) = constante = 1/r, y suponiendo C= 0, 
resulta 


y = — Va + C: : (y — Cs)? -+ x2 =p ; 
x A que es una circunferencia de radio r, 
de 0 como era de esperar. 


NoTA 1. Llamaremos línea elástica 
mensular a la forma de equilibrio de 
una lámina elástica, de peso desprecia- 
ble, empotrada en un extremo y con un 

y peso en el otro. Si el peso 2a está en 
Fig. 362. xo- 0 (fig. 8351), es f(e)-—= 2ax, q (e) 
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= az? + Cı. La integral [106-22] no puede expresarse, en este caso, ele- 
mentalmente en forma finita, y depende de funciones elípticas § 55-4, b). 


b) Solución aproximada. — Si la curvatura es pequeña, 
caso el más frecuente, es decir, si la línea elástica difiere poco 
de la recta horizontal, puede suponerse y' = 0, y tomarse y” 
como valor aproximado de la curvatura ($ 55-5). 

La ecuación que caracteriza la línea elástica es entonces: 


[106-23] y” =k. M(x) = f(x) , 
de donde: 


y = f f(æ)dz + C = (£) ; y= foto) de O 


EJEMPLO 2. Para la línea elástica mensular (nota 1), se tiene como 
solución aproximada la parábola cúbica 


y = (a/BD) + Ce + Cz. 


Si la viga está empotrada horizontalmente en un extremo de abscisa 
l (fig. 349) es y = y'= 0, para x=l, y determinando C, y Ce: resulta 


y = (a/l3) (x° —3ľx + 2#). 
NOTA 2. Llamemos p(x) a la densidad lineal de carga, llamada 
también coeficiente de carga o carga unitaria, es decir, al límite para 


h — 0 de la carga en el intervalo (x, x+ h), dividida por h. La carga 
total en el intervalo (0,x) será 


[106-24] yars (o , 


a la que se le añade como constante de integración la reacción en x=0, 
si el punto no es libre, para obtener el llamado esfuerzo cortante. 


El momento respecto del plano vertical, de abscisa x, es 
pe 
M(æ)= | PO (@— tdt, 
o lo que es lo mismo (§ 106-1, nota 2) 


[106-25] M(x) = yo de i 
20 


donde debe agregarse como constante de integración el momento de la 
reacción a la izquierda de x= 0. 
De [106-25] y [106-24] resulta sucesivamente 
M” (x) = y(x) = p(x) , 
y se tiene por [106-23] la ecuación diferencial aproximada, en la forma: 


[106-26] y™“ = kp(x). 

3. Ecuaciones en dos derivadas. — a) Derivadas consecu- 
tivas. — La ecuación 
[106-27] yan = f(ya-D) 


se integra por dos cuadraturas, haciendo y" -=2. 
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En efecto, la ecuación z’ = f(z) se integra por una cuadratura, dan- 
do =q(2), y a su vez x= (y'””), puede integrarse mediante una 
cuadratura ($ 106-1, notas 1 y 2). 


EJEMPLO 1. Cable suspendi- 
do. Se trata de hallar la forma 
que toma por acción de la gra- 
vedad, un cable flexible e inex- 
tensible, de sección constante, 
con sus extremos fijos en dos 
puntes A y B. 

Sea y=f(x) la escuación 
“del cable” y P(x,y) un punto 
cualquiera de él (fig, 352). Las 
fuerzas que actúan sobre el arco 
AP son las de los extremos (mar- 
cadas en los extremos mediante 
sus componentes horizontales y 
verticales) y el peso del arco 
AP. Como deben estar en equili- 
Fig. 362, brio tendremos, llamando —q al 

peso de la unidad de longitud: 





A AR 
H= MM. ; V=V + af “as = V + af v1 + y” (u) du. 
a “a 
Escribiendo que la tangente en P tiene la dirección de la resultante 
H + V se obtiene, poniendo —q/H = — k: 
, Vs x pay nN 
y (1) = -,,- + r Í v1 + y”(u) du. 
H da 
Derivando se tiene, por ser y'(u) una función continua ($ 50-1, a), 
y” (æ) = kV1 + y*(0). 
La ecuación en z=p=y', es 
dp — k V 1 +p , el O a = kdx , 


du VI +p* 
de donde 


argshp = kx + kC1 , p= 1 = sh] k (æ + CIP, 
e integrando nuevamente: 
[106-28] y= n ch} k (a +C) b + Co. 


De aquí el nombre de catenaria dado a la gráfica de la función ch 
($ 29-1); [106-28] representa una familia de catenarias obtenidas por 
traslación de una de ellas. 


NoTA. Si y=F(x) es una curva integral de una ecuación que no 
contenga ni x ni y, sino sólo derivadas, lo es también toda curva y — C: = 
= f(x — Cı) obtenida por traslación. 


b) Derivadas cuyos órdenes difieren en 2. — La ecuación 
[106-29] y™ = f(y"-2) 


se integra por tres cuadraturas, haciendo y” > -- 


rR 
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En efecto, la ecuación 2" =1f(2) se integra por dos cuadraturas 
($ 106-1, nota 4, b), dando =«qp(2), y a su vez x—«q(y'””) puede 
integrarse mediante una cuadratura ($ 106-1, notas 1 y 2). 


EJEMPLO 2. La ecuación y” —1/y* tiene la integral primera 
y” = 2$dy/y” = Ci: — (1/y) 
que a su vez da, por separación de variables, 
x =[VCy*—1/C1] + C2 , 
o sea, las hipérbolas (C: < 0 no da curva real) 
Ci (a — C)? = Cy? — 1. 
4. Ecuaciones homogéneas. — Se puede disminuir en una unidad el 


orden de una ecuación diferencial cuando se presentan diversos casos de 
homogeneidad. 


a) Ecuación homogénea en y y sus derivadas. — Se toma como fun- 
ción incógnita u = y'/y dando 

y=wy ; y =y(u yu) ; y” = y(u ++ 3uw + u”) 
y al poder escribir la ecuación diferencial en la forma 





y' y” y™ ) 
106-30 ( O O AA A 
[ 1 p , Y , Y , Y 
se convierte en 
pla, uy q uy + Buu + u”...)=0 


de orden n— 1 en u. Resuelta ésta, se obtiene y = Ce*, siendo z = fudu. 


EJEMPLO. yy” + ey" + yy’ cosg =Q. 
Haciendo y=ce" se tiene para z' =u la ecuación de BERNOULLI 


($ 101-5,a), 
w + (14+e")u + ucosa=0 , 
que da ] 
g — — esena f (1+ e2x)e-sen sdæ + C esen r 
y la solución se expresa por 
vs CreS um dz 


NoTA. La ecuación lineal en y y sus derivadas 


y” + Plx)y' + Qle)y =0 
se conduce por el procedimiento indicado en la ecuación de RICCATI 
($ 101-5, b) en z’: 
dz’ A i 2 
de PAn Pe ga; 


b) Ecuación homogénea en x, y, dx, dy, ..., d'y. — Como la ecua- 
ción no cambia sustituyendo x, y por kx, ky para k constante cualquiera, 
y esta transformación conserva y/x, y”, 24”, ..., x”*y"”, la ecuación 
debe ser de la forma 


[106-31] plylx, yY, £Y”, ..., LTY) = 0. 
Si efectuamos la sustitución 
v= o YU 
es (§ 38-5) 
y" = umy p muy ™® 
de donde 
q” yaa —- q mg” + mu Pgri, 


206 XXVI. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR $ 106 -4 


Introduciendo las derivadas respecto de t, designadas con puntos so- 
, 
bre las letras, es: 
u=ux y u=u4U e +pux ; uu "e + Bue p uwe ; 
y la ecuación se convierte en 
plu, w p u, u + u, u — UU...) =0, 
de orden n — 1 eu la función u con variable independiente t. 


c) Ecuación homogénea en x y dx. — Como la ecuación no cambia 
sustituyendo x por kx, es de la forma 
[106-32] oly, xy’, Xy”, ..., PY) = 0. 


Por el cambio x = e', se convierte en otra ecuación que no contiene 
t, de orden n— 1, con cálculo análogo al a. 


5. Simplificación por derivación. — En ciertos casos es ven- 
tajoso aumentar el orden de derivación, porque así se obtiene 
una ecuación más simple. Este recurso ya se ha aplicado para 
integrar la ecuación de LAGRANGE (§ 102-3). 


La integral general de la ecuación de orden n +1 deducida 
de la dada de orden n, contiene n + 1 parámetros arbitrarios, 
y sólo ciertas soluciones de la deducida serán también solucio- 
nes de la ecuación propuesta. Si se escribe la verificación de 
ésta por la solución general de la ecuación de orden n +1, se 
tendrá una relación entre los n +1 parámetros. 


EJEMPLO. Las proyecciones sobre el plano xy de las líneas de cur- 
vatura ($ 76-5, c) del elipsoide 
qe y* z? X 
a? a S a , a>b>c , 





cumplen la ecuación diferencial 


[106-33] axyy” + (a*—oy —Bly — xy = 0 , 
_ AL A, 
> A e 


Para integrarla, MONGE la deriva reemplazando en la deducida, el 
valor de x*— uy" — f, obtenido de [106-33] y así llega a 
(ay” +1) (eyy” + ay *— yy”) = 0. 
Por ser a > 0, se ha de resolver la ecuación de segundo orden 
zly? + yy”) — yy’ =0 , 


con integral primera inmediata yy' = C.x, de donde y? = Cix? + Cz. Sus- 
tituyendo en [106-33], se ve que Cı y C: deben verificar la condición 
aC:Ca + BC: + C: = 0. Así, la integral general de [106-33] está formada 
por las cónicas 


(y? — Cx) (aC: 4-1) + BC = 0. 
6. Ecuación de Jacobi y” = f(x,y). — Por si el lector observa la 
ausencia del tipo 
[106-34] y” = f(x,y) , (falta y) , 
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entre las ecuaciones incompletas de segundo orden, conviene advertir que 
aún en casos tan simples como 

yY” = ty y =Y p, a’, 
su integración exige recursos de Análisis superior y resulta y como su- 
ma de funciones trascendentes llamadas de BESSEL y de NEUMANN. En 
cambio es elemental, como veremos, el tipo y” = ay + polinomio en zx. 


JACOBI ha demostrado que si se conoce una integral primera de 
[106-34] 
[106-35] y = g(x,y, Cı) , 
la integración se completa por cuadraturas. 


En efecto, probaremos que 09/0C, es un factor integrante ($ 101-7) 
de la ecuación 


dy —gde=0 , 

de modo que la integral general de [106-34] será 
0 

[106-36] $ (dy — gdx) = Ce. 
Cı 


Observemos para ello que toda solución de [106-34] que verifique 
[106-35] satisface T a 


d 0 
y” = = 0247 + y y , f(x, y) = e + e g(x, Y, Cı) ; 


y derivando la segunda relación respecto de C, se llega a la condición 
para que (29/9C,) (dy —g.dx) sea diferencial exacta: 


e a lol 
de 900, ) 7 y 9 ac, 
EJERCICIOS 


1. Resolver: a) y” =y”; b) y” +y Vy?—1=0. 


2. Probar que la ecuación y” + f(x)y” +- g(x)y' = 0 se integra por 
cuadraturas. 


3. Hallar la ecuación diferencial y la ley de velocidades y espacios 
en el descenso de un paracaidista, si la resistencia del aire es —kov*, 
proporcional al cuadrado de la velocidad (cfr. $ 106-1, ej. 2). 


4, Generalizar el problema anterior y el de $ 106-1, ejemplo 2, con- 
siderando el caso en que la fuerza es f(e, v), función de la posición y de 
la velocidad. 


, 5. Curvas tales que la proyección del radio de curvatura sobre el 
eje x es constante. 


6. Curva persecutoria del punto M, que recorre la recta œw, = a con 
velocidad constante, siendo constante e igual a la de M: la velocidad del 
punto perseguidor M que sale del origen cuando M, atraviesa el eje x. 


7. Resolver con una sola cuadratura ($ 106-1, nota 2): 
a) y” = Vx siendo para x«=l, a 
b) y” = senit za para x=im y=y=0; 
c) yy F (1+ x" a E siendo para =0.4=1,4=2; 
d) y =1— a 
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8. a) Teniendo en cuenta que (Cap. XXIX, nota VID) TG) = Va, 
expresar la derivada de orden 3 (8 106-1, nota 3) de f(x); b) Aplicar 
a f(x)= k = const. 


9. La ecuación en f(x): Df (x)=g(x) es (ejercicio 8) la llamada 
ecuación integral de ABEL: 
1 æ f($) 
o SS do ea), 
= Va Jo Vit n 


Probar que si g(x) tiene derivada continua y se anula en x = 0, la 
solución de (0) es: 


Va de Vai 
10. Resolver: 
a) y” = y? siendo para x=0, y=1, y = V2/3; 
b) y” = yy”/(14 y. 
11. Solución general de y” =e” (§ 106-1, ejemplo 3). 
12. Probar que las ecuaciones 
y” + f(yu” = g(u)y ; y” + fív)y” = ely) , 
se integran por cuadraturas, 
13. Estudiar el ejemplo 5 de § 106-1 en los casos k = + 2. 
14. Interpretar geométricamente e integrar: y” =(1 4 y)*?. 
15. Integrar: y "— Vy”"=0. 
16. Integrar la ecuación homogénea en y y sus derivadas: 
y” — [(y”/y) — (y/x)sen(y'/y) =0. 
17, Ídem: yy” + y” = yix. 


18. Integrar la ecuación de JAcoBI y”=(1 + 2tg°x)y, conociendo 
la integral primera y'= y tg x + Cı cosg. 


$ 107. ECUACIONES LINEALES EN GENERAL 


1. La ecuación homogénea. Dependencia lineal de las solu- 
ciones. — La ecuación de orden n, [fo (x)= 0]: 
[107-1] fo(a)y™ + filæ)y"™ F. -F 
+ fn (£) y’ + f, (2)y = 0 , 

lineal en y y sus derivadas, y homogénea en ellas, es de uso 
frecuente en la Matemática y sus aplicaciones. 


Supongamos que en un intervalo a < x < b los coeficientes 
f:(x) son funciones continuas y fo(x) no se anula. Podemos 
suponer fo(x)=1 (pues para ello basta dividir por dicho 
coeficiente), es decir, considerar la ecuación: 


[107-2] y™ -H file)y d H... t Eau l Pay 0. 
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Esta ecuación verifica [en todo punto interior a la faja 
«>: > <b del plano (x,y)] las condiciones del teorema de 
existencia y unicidad (S 105-4). Entonces: 


TEOR. 1. En todo intervalo [a,b] de continuidad de los 
coeficientes f¡(x), cada solución y =F(x) de [107-2] queda 
univocamente determinada por las condiciones iniciales 


[107-3] Fí(xo) = Yo , F'(x0) = Yo , , 
FO- (2) = y" 
siendo 4<X1<D € Yo, Yo, -.., Y", un sistema arbitrario 


de números. 
Como y = 0 es solución de [107-2], se tiene en particular : 
TEOR. 2. Una solución y = F(x) nula en x = xo conjunta- 


mente con sus n— 1 primeras derivadas, es idénticamente nu- 
la: F(x)=0. 


TEOR. 3. Si u,(x), us(x), ..., ula) son soluciones de 
[107-2], lo es también toda combinación lineal de ellas: 
[107-4] y = Cii + Couto + iia + Chuk. 


DEM. Para mayor sencillez (y ya que la demostración es 
tal cual en el caso general) supongamos que u(x) y v(x) 
son dos soluciones de 


[107-5] Y” + fy + fy =0 
y constatemos que entonces y = Ciu + Caw también verifica 
[107-5]. 

Derivando dos veces, reemplazando en [107-5] y agrupan- 
do los términos en C, y en C se tiene en efecto: 

Ci (u” + fiw’ + fau) + Ca (v” + fv’ + fav) = 0 , 

pues ambos paréntesis se anulan por ser u y v soluciones. 

Por el teorema 3 las soluciones de [107-2] forman un es- 
peio vectorial lineal (Cap. II, nota III, b; Cap. XVII, nota I). 
Por el teorema 1 cada solución queda determinada por n nú- 
meros (Yo Y'o- ., Yo). Demostraremos, en efecto (§ 107-2), 
aue el espacio lineal de las soluciones es de dimensión n. Lla- 
mando sistema fundamental de soluciones a una base (u(x), 


..,4,(1)) del espacio lineal, podremos enunciar el siguiente 
lvorema: 

TEOR. 4. La ecuación [107-2] admite un sistema de n so- 

liciones particulares u (x), ..., U, (x), linealmente indepen- 


dientes (sistema fundamental de soluciones). Toda otra solu- 
con se expresa como combinación lineal de las anteriores : 


1107-6] Yy Um) Cit lb... C,U,. 
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Entonces [107-6], siendo las C; constantes arbitrarias, es 
la solución general, y no hay soluciones singulares. 


NoTaA. En $ 68-4 se ha visto que para la dependencia lineal en 
[a,b] de las n funciones u(x), us(7), ..., unlx), supuestas derivables 
hasta el orden 1n— 1, era condición necesaria la anulación idéntica en 
[a, b] del wronskiano 


uUi U2 ea Un | 
[107-7] W(x)= W(x, 4)... Mm) = | A Ua see Un 
o A en 


En cambio esta condición no es suficiente en general ($ 68-4, nota 3), 
a menos que las funciones sean analíticas o se agregue alguna condición 
suplementaria sobre los adjuntos de W ($ 68-4, teor. 3). También se 
puede afirmar en general que si W(x) es idénticamente nulo en [a, b], 
existe un intervalo [c,d] contenido en [a,b] donde las funciones ua, 
Uz ..., Un son linealmente dependientes. Pues si el wronskiano de p 
funciones (p< n, por ej. p=n— 1) no es idénticamente nulo, al ser 
continuo (depende de derivadas continuas al ser p < n), se conservará 
distinto de cero en un intervalo [c,d] contenido en [a,b] y a él podrá 
aplicarse el criterio anterior (§ 68-4, teor. 3). Si las n funciones resul- 
taren idénticamente nulas, el teorema es nimio. 


2. Determinación de la solución general. — Para tener n soluciones 
linealmente independientes de [107-2] basta fijarlas por el teorema 1 de 
$ 107-1, dando en un punto *= É, los elementos de su wronskiano, de 
modo que éste no se anule en x =$» y aplicar luego el teorema 2 de 
§ 68-4. 

Hecho esto,[ 107-6] es la integral general de la ecuación, y quedará 
demostrado el teorema 4 de § 107-1. En efecto, se pueden determinar 
las C, de modo que F (x)= Y,C¡u, verifique [107-3]. Esto se hace re- 
solviendo en las C, el sistema 


[107-8] Yo = SC¡u; (to), Ya = Ciu’: ($o) , , 
yP, = EC, (i) , 
cuyo determinante es W(f.)) 0 (§ 15-4). 
NoTA. Para un sistema fundamental de soluciones, el wronskiano 


[107-7] es distinto de cero en todo punto del intervalo Jæ b] (teor. de 
LIOUVILLE). Pues si en x —£te[a, b] fuese W(¿)= 0, el sistema 


Cau ($0) + ... T Canus (£o) = 0 

[107-9] A 

| Cu MP ($o) H aca F Crun "® (Eo) = 0 
tendría solución (C,, Cz, ...,C.) no nula (§ 15-6, b), y entonces la solu- 
ción y = Cru -+ ... + Carun debería coincidir con la y=0 de las mismas 
condiciones iniciales ($ 107-1, teor. 2), con lo que W, Us ..., Un no for- 


marían un sistema fundamental de soluciones (linealmente indepen- 
dientes). 


3. La ecuación completa. Forma de la solución general. — 
TEOR. La solución general y, de la ecuación lineal completa, 
o no homogénea : 


[107-107 y" 4 Ly" de... ini -H fay fe) 
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sc expresa sumando una solución particular z, a la solución 
general Y de la ecuación incompleta u homogénea [107-2] : 


| 107-11] y= Y +z. 


DEM. Derivando n veces [107-11] y reemplazando en 
[107-10] se obtiene 


(Y +... +H fY) + (2 +... + fa) = f(x) , 
pues en virtud de las hipótesis sobre Y y z, el primer parén- 
tesis se anula y el segundo vale f(x). Luego [107-11] veri- 
fica la ecuación [107-10] y es la solución general, pues con 


y =YF(x)= Y + z pueden satisfacerse las condiciones [107-3] 
determinando los parámetros que figuran en Y. 


EJEMPLO. La ecuación lineal de primer orden 
(u—«y + (1—2x0)y = — x’ 

se verifica, como puede comprobarse, para y=xw é y=xY%, 

Entonces la solución general en todo intervalo que excluya los pun- 
tos x = 0, x= 1, es 

y = C(x —x) + x. 

En efecto, a? — x es solución de la ecuación incompleta, y entonces 

C (x"— x) es la solución general de la ecuación incompleta. 


4. Integración de la ecuación completa a partir de la solu- 
ción de la homogénea. — a) Método de variación de los pará- 
metros (LAGRANGE, 1774). — Si se conoce la solución general 


[107-12] y = Cu(s) + Caua (£) + ... + Cruníx) , 
(C; constantes) , 


de la ecuación homogénea [107-2], entonces la solución gene- 
ral de la ecuación completa [107-10] puede obtenerse por cua- 
draluras reemplazando en [107-12] las constantes C; por fun- 
ciones de x, Gi = G: (x) a determinar: 


| 107-13] y =G,(x%)u (x) + G: (x)u:(x) + ... + G, (x) u, (x). 


DeM. Como hay n funciones G;(x) a determinar y una 
noln condición [107-10] a verificar, podemos imponer a las G; 
olrnn a — 1 condiciones. Sean éstas: 


G^. Ui + G’, . Uz +... HG ’n. Un =0 
[107 11] G^. Wi F G’. Wa -H ... FGOn. Wn = 0 


... . .. +... o... +... ...0....».»... 0.0.0... «00... . 
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Se obtiene entonces de [107-13] derivando n veces: 
y’ = Gu; -}- G;¡u!; = ACA 
y” = »Gu'; -- EG;u”; = XG;u”; 
yo» == Gu» + EG;u en = EG;u; n 
ya == Gu» + >G;¡u; 
Las expresiones de estas derivadas coinciden con las que se 
tendrían si las G; fueran constantes, salvo la primera suma en 
y“; si se reemplaza en la ecuación [107-10] a verificar y se 


tiene en cuenta que las u;(x) son soluciones de la ecuación 
homogénea [107-2], queda: 


[107-14,] Guo p Gad p... H nUn = f(x). 


Las n ecuaciones [107-14] y [107-14,], lineales en las G’; 
y con determinante no nulo, por ser el wronskiano de un sis- 
tema fundamental de soluciones, tienen solución única: 


[107-15] @i (z), Gel), ... @h (x). 
De aquí se obtienen por cuadraturas: 
[107-16] Gi(2), Gx), ..., Gr(u) 


cada una con una constante aditiva de integración, y así se 
obtiene la solución de [107-10] en la forma [107-13]. 


NoTAS: 1. La solución [107-13], así hallada, puede llevarse fácilmen- 
te a la forma [107-11] y= Y +2, sin más que agrupar los términos en 
las constantes de integración de las G; (x). 


2. La ecuación diferencial 








| WU tw paño Ui Yy 
[107-17] wi w: ses Aa W ET 
um uUa T a 
tiene el mismo sistema fundamental de soluciones y =; (i=1,...,n) 


que la [107-2], y siendo el coeficiente de y™ el wronskiano W #0 en 
todo [a,b] ($ 107-2, nota), podrá dividirse por él. La ecuación diferen- 
cial así obtenida deberá tener coeficientes idénticamente iguales a los de 
[107-2], pues en otro caso la diferencia de ambas, lineal de orden < n, 
tendría n soluciones linealmente independientes, lo que es absurdo 
(§ 107-1, teor. 4). 


El coeficiente de y'"”*' en [107-17] es —W” ($ 68-4, teor. 1), por 
lo que deberá ser 


[107-18] —W" (2) /W (3) = fi (æ) , 


es decir 


r 
[107-19] W (x) = ie l: fi fx)dx : 
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donde a. depende del particular sistema fundamental de soluciones con- 
siderado. Será ao = W (xu). 

Si se designa por V:(x) el determinante obtenido sustituyendo en 
W la columna ¿ por (0,0,...,0,f(x)), la solución del sistema [107-14], 
[107-14,] por la regla de CRAMER ($ 15-4) da 


Mio e S Lido 
[107-20] G’: (x) = W7 Vie i 
y en definitiva 
f %, dJa 
[107-21] G: (x) = E Vi(a)e™ du +Ci , (¿=1,2,...,2). 


3. La integral particular [107-13], mediante [107-21] puede darse 
en la forma 


an =m 7 wo = 
= Ñ e o u,(2)) da = Ln ylz, ajda , 


donde y(x,0) es la función obtenida sustituyendo en [107-12] los pará- 
metros C; por las soluciones G:;' (x) del sistema [107-14], [107-14,] cuan- 
do en éste se sustituye x por a. 

Obsérvese que el sistema [107-14], [107-14,] puede escribirse 


0 ga 
y(a, a) = 0 , dy la a) = 0 ; zp Pla 0) = 0 , , 
n-1 
Sa Vaa) = Fla) , 


condiciones que en los casos prácticos ayudan a determinar rápidamente 
la función yw(x,a). Este método se debe a CAUCHY, y en realidad es 
equivalente al de LAGRANGE. 


b) Método de la solución fundamental. — Veremos cómo una solu- 
ción particular de [107-10] puede expresarse explícitamente en términos 
del segundo miembro f(x), pudiéndose estudiar así su dependencia con 
respecto a f(x). Nos limitaremos para mayor sencillez a una ecuación de 
segundo orden: 


[107-23] L(y) = y” + filæ)y + fs(£)y = f(x) , 


donde indicamos con L(y) la expresión 
y” + fiy’ + fey, lineal en y y sus deri- 
vadas. 


Diremos que T(x,¿) es una solu- 
ción fundamental (GRUNDLÓSUNG) de la 
ecuación homogénea L(y) =0, corres- 
pondiente al punto ¿(a<¿<b), si 
T(w,£) verifica L(y) =0ena<xs<b 
con excepción de x —Éé, donde es conti- 
nua pero con un salto unidad para la 
derivada (fig. 353): 


[107-24] ( È r8) 





Fig. 353. 


r=ā+0 ( a ENN 


Si u(&), u:(x) forman un sistema fundamental de soluciones de 
1.(y)=0, una solución fundamental es 
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ua ($) u (æ) — u (£) Ue (a) 


us (E), (E) —u (E) (E) * 


TEOR. Para toda función continua f(x), la función 


[107-25] T(x,£) = 3sg (wo —£) 








[107-26] js f D(0, EL (5) dt 


es solución de la ecuación [107-23]. 


En efecto, es 
=P Eo, 


g” (s) =- a| S + f Are E eds Je ca, $) fde + 


peeo ta aaf’ oa so £(a) = 
papas ¿E=x—o0 





dg dg 


=f" to Degas + f(a) [E Teza — (SE) ? 


y como el paréntesis cuadrado es igual al primer miembro de [107-24], 


y por tanto a 1, [ mues | s ) ] se tiene re- 
=xF0 ¿¡2=¿E+0 


emplazando en [107-23]: L(g(x%)) =1f(x). 


5. Reducción mediante una solución de la ecuación homo- 


génea. — a) Si se conoce una solución particular u = u(x) 
de la ecuación lineal homogénea [107-2], poniendo 
[107-27] Yy=U.W 


la ecuación completa [107-10] conduce a una ecuación lineal 
de orden n—1 en w’ = dw/dx. 


DEM. Nos limitaremos a una ecuación de segundo orden 
[107-23], suponiendo entonces que L(u)= 0. De [107-27] re- 
sulta 


y = uw pH uw , Y! = uw” + ww + uw , 
y reemplazando en [107-23] se obtiene por ser L(u)= 0 
[107-28] uw” + (24 +1f,u)w = f(x) 
ecuación lineal de primer orden en w’. 
b) En el caso de una ecuación de segundo orden, conside- 
rado en la demostración anterior, la ecuación [107-28] que 
resulta, por ser lineal de primer orden en w’ =v, puede resol- 


verse por cuadraturas (§ 101-4) en v, y entonces resulta w 
mediante una nueva cuadratura 


ua f veat + Ga 
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EJEMPLO. Verificar que y=xw es solución de 
(x —1)y” —uy + y=0 , 
y hallar la solución general. 
Poniendo y = gw, resulta la ecuación en w =v: 
x(x—1)v + (2x — x’ —2)v = 0 , 
cuya solución es v = Ce” (x — 1) /x°, y entonces: 


z t—l1 , ze E D 
w = Cı 1 e dt + Co = C: f —— di + / etdt? + Co = 
1 t 1 t 1 


=0 (e )+0=0--+G, 


con lo que y = Ce" + Cox. (Cfr. ejercicio 3). 


6. Método de desarrollo en serie. — Los métodos de coefi- 
cientes indeterminados, o de aplicación de la serie de TAYLOR, 
vistos en $ 104-1 para la resolución por series de ecuaciones 
de primer orden, se aplican también a las de orden mayor, y 
resultan especialmente indicados para las ecuaciones lineales, 
sobre todo si los coeficientes son funciones racionales de «x 
(cfr. S 104-1, nota 2). 


a) Coeficientes indeterminados. — Si la solución puede ex- 
presarse en serie de potencias 
[107-29] — y =0 + ar(x— Zo) + a2(8— 20) +... , 
al derivar y sustituir en la ecuación diferencial de orden n, se 
obtienen por igualación de coeficientes, condiciones para deter- 
minar los coeficientes de [107-29] a partir de n de ellos, que 


pueden fijarse arbitrariamente, y así resulta la solución gene- 
ral, con n constantes arbitrarias. 


NoTA 1. Sobre la justificación de este procedimiento, confrontar 
& 104-1, nota 1. 


LJEMPLO 1. Resolver la ecuación lincal (efr. § 106-6) 


[107-30] y” — xy =0 ó y” =«wy. 

Pongamos 
[107 31] Y = lo + 02 + de? y a y at... 
con coeficientes a determinar. En virtud de la ecuación diferencial se 
bles 

244 + 3.2050 + 4.300 + ... =00% + n y... o, 

“ae — 0 ; 3.24s =o ; 4.304 =0 3 5.44 = 42 ; 

lnlonces as = Qs = Ar = Qun = ... = 0 y los demás coeficientes pue- 
den expresarse en base a ao y a obteniéndose 

a? a a 

OYE] y= ( de a a+. ) 
| | maki o 3 ho356 74 203:6.6.8.9 T + 


4 1 


x £ g” 
l E F ga Ega E 3.4.0.7.9.10 así E 
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Esta expresión es de la forma y= dou + aw. Las funciones u(x) y 
v(x) no son de las que ya conocíamos, pero están perfectamente defini- 
das por las series, y sus valores pueden calcularse tan perfectamente 
como los de senx y 2”. 


NoTa 2. Sólo en casos excepcionales la solución de una ecuación li- 
neal con coeficientes variables, de orden 2 ó mayor, se podrá expresar 
mediante funciones elementales. Por el contrario, ciertos tipos de ecua- 
ciones diferenciales definen ciertas clases de nuevas funciones, y resolver 
tales ecuaciones significa estudiar el comportamiento y propiedades de 
las correspondientes funciones especiales (muchas de las cuales, como las 
de BESSEL, ver nota I, son de grvan importancia en problemas de física 
e ingeniería), y en parlicular, expresarlas mediante series u otros algo- 
ritmos indefinidos. 


b) Uso de la fórmula de TAYLOR. — El desarrollo de la 
solución puede obtenerse cuando existe (nota 1) escribiéndolo 
en la forma de serie de TAYLOR 


[107-33] Y = Yo + Yole — Lo) + e eS to)? + 
+ (4/8!) (x — to)” + 


y calculando los coeficientes a partir de na arbitrariamen- 
te prefijados a Yo, Yo ..., Y "o, mediante la ecuación dife- 
rencial de orden n. 


EJEMPLO 2. De la ecuación y” =&xy del ejemplo 1 resulta 
y" = (1 —2)y"" + ay”, para n>2, 


Suponiendo entonces Y. =0 en [107-33], a partir de Yo = Ao Y'o = Ma, 
y” =0 pueden calcularse los demás y'"', por la relación anterior, y re- 
sulta así la misma expresión [107-32] ya hallada. 


NoTA 3. El método de integración mediante desarrollo en serie fué 
el usado, de modo puramente formal, por I. NEWTON (Methodus Fluxio- 
num et serierum infinitarum, escrito alrededor de 1671, publicado en 
1736), a quien conjuntamente con G. W. LEIBNIZ se debe el estudio de 
las primeras ecuaciones diferenciales. Este último integró en 1675 la 
ecuación yy’ = b/y, reduciéndola a la forma bd = y°dy (Die Briefwech- 
sel von G. W. LEIBNIZ mit Mathematikern, Berlín, 1899, pág. 161). La 
integración de la ecuación y™ = f(x), con la observació de que la so- 
lución queda determinada a menos de un polinomio de grado n— 1, fué 
explicada por NEWTON en su Tractatus de quadratura curvarum, redac- 
tado hacia 1676 y publicado por primera vez como apéndice de su Optica 
en 1704. 

NEWTON clasificaba las ecuaciones diferenciales de primer orden, lla- 
madas entonces ecuaciones fluxionales, en tres clases. La primera clase 
estaba formada por aquellas ecuaciones en dos derivadas (llamadas flu- 


xiones e indicadas con punto encima zé y (Cap. VIII, nota I), y una 
variable (fluente) x ó y, como por ejemplo 


yla = f(x) ; y/x =1f(y) ; 
o como escribiríamos actualmente 
dy/dx = f(x) ; dy/dx = f(y}. 
La segunda clase comprendía las ecuaciones en dos fluxiones y dos 
fluentes: 


yr == 06530. 
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La tercera clase estaba formada por ecuaciones con más de dos flu- 
xiones; éstas se conocen actualmente como ecuaciones diferenciales en de- 
rivadas parciales. 


EJERCICIOS 


1. a) Verificar que 
U, = eas eos Bæ , te = eax sgen fx 
son soluciones de 
y” — 20y + (a +P)y=0 ; 
b) Probar que la solución general es 
y = eaz[C, cos Ba + C. sen fx]. 
2. a) Verificar que 1 = ef, 4. — sen x, Ug= cosx son soluciones de 
y —y +y—y=0; 
b) Probar que forman un sistema fundamental de soluciones. 
3. Probar que u= %, 4¿ — ex son linealmente independientes, 
4, Probar que 1, x, x2?, ..., x” son linealmente independientes. 
5. a) Probar que 
A A AS E + Anty + ay =0 , 


a, constantes (ecuación de CAUCHY), tiene soluciones de la 
forma y = ær; 


b) Aplicar a 6x?y” — 5xy’ + 4y = 0. 
Resolver xy” — 2y’ + 2y = x + pre +q. 

7. Resolver a*y” — 12x%y” + 60xy' — 120y = 2x*. 
La ecuación de RiccATI ($ 101-5, b) 


y = A(x)y + B(x)y + C(x) 


mu transforma en ecuación de segundo orden lineal y homogénea poniendo 
y :—u'/(Au) (cfr. $ 101-5, ejemplo 3), Aplicar a 


yY = “y + (2/x)y + (6/x*) 
y resolverla. 


Y. Verificar que u(x)= x es solución de y” + xy’ — y = 0, y expre- 
mor ln solución general. 


10, a) Probar que la ecuación diferencial de segundo orden 
Lbla)y” + E(o)y” + fo(a)y = g(x) 
in exacta, es decir, su primer miembro es la derivada de una expresión 


Horal Iu(r)y + F,(x), si y sólo sı se verifica la condición f”,—1', + 
If. 0, y en tal caso la ecuación dada se reduce a 


-è ity + it] = ele) ; 


b) Aplicar a (e 4 2)y" -4 (2x + a°) y' + 32y = 1. 


11, Romplver y” | y 0 mediante desarrollo en serie, 


218 XXVII. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR $ 107 -Ej. 


12. Integrar la ecuación hipergeométrica 
a(e—1)y” + (ax + by + ey =0 , 
mediante una serie de la forma: 
y = Åk + Awt p Awet y... 
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1. Ecuación homogénea de segundo orden. Sustitución de 
D'Alembert. — La ecuación lineal de primer orden ay’ + by = 0 
es de variables separables, y si los coeficientes son constantes 
la solución es una función exponencial y = e/s, También 
son de tipo exponencial las soluciones de la ecuación lineal ho- 
mogénea de coeficientes constantes de segundo orden 


[108-1] ay” + by + cy=0 , 

y se obtienen con la sustitución de D'ALEMBERT (también lla- 
mada impropiamente de EULER) : 

[108-2] y = ers, 


En efecto, derivando y reemplazando en [108-1] se obtiene 
(ar? + br+ c)erz = 0, y como el segundo factor no se anula, 
resulta la llamada ecuación característica 


[108-3] arr +br+e=0 

que puede formarse a partir de [108-1] reemplazando cada 

derivada y™ por la correspondiente r” (é y =y% por ° = 1). 
Cada raíz de [108-838], reemplazada en [108-2], da una so- 


lución de [108-1]. Distinguiremos varios casos según sean es- 
tas raíces Yi, Tz. 


a) Raíces distintas: Tı Æ Tra} — Las soluciones u(x) = er, 
us(x)= er*, forman un sistema fundamental, pues el wrons- 
kiano es 


[108-4] W (zx; u, Us) = (12 —1,)eritrdz Æ Q. 
Entonces la solución general es: 
[108-5] y = Cere A- Cer, 


EJEMPLO 1. Resolver y” — 3y'+2y=0, siendo para x=0: y=0, 
y =—1. 
La ecuación característica 7?— 3r + 2= 0 tiene las raíces 1 y 2, 
luego: 
y = Qe + Ce . y = Qe + 2C”. 
Reemplazando las condiciones iniciales resulta C:=1, C= — 1, y 
entonces: y = e — e”. 
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a1) Raices reales. — La solución es por [108-5] una suma 
de exponenciales reales, 


a.) Raíces complejas. — Si los coeficientes de la ecuación 
diferencial son reales como supondremos, las raíces complejas 
de la ecuación característica deben ser conjugadas: rı = a + if, 
Ta = a — iĝ, y entonces [108-5] toma la forma: 

[108-6] y = ers (Cethe: 4 Cethe) 


expresión que sólo es real cuando C, y Cə son reales e iguales 
o complejos conjugados, y a la que daremos una forma más 
apta para operar en el campo real. 


Por las relaciones de EULER ($ 45-3) se tiene: 
C,eiBz 4 Cyerifz — 
= C,(cos Bx + isen pæ) + C:(cos Be — i sen Bx) = 
= (Cı + Ce) cos Bæ + 12(C, — Co) sen fx. 
Reemplazando en [108-6] y poniendo 
Cı + C2 = A , i (Cı — C2) = B , 
se obtiene: 
[108-7] y = e% (A cos Bæ -+ B sen Bx). 


NoTAS: 1. Obsérvese que cuando Cı y C: son reales e iguales o com- 
plejos conjugados, A y B son reales. 


2. Para dar otra forma aún a la solución, observemos que para todo 
par de números reales A y B se pueden determinar e y «q tales que 
(cfr. $ 9-4, c): 

A = ọsenọ , B=0c08p , (0<0Q , —1A<Q< 1). 

En efecto, las ecuaciones pueden invertirse obteniéndose fácilmente 
o=+ VA?+B*; q=arctg A/B en el cuadrante determinado por los 
signos de A y B. 





Reemplazando en [108-7] se obtiene 
[108-8] y = oeaz sen (Bx + o). 


Ahora las constantes arbitrarias son o y q. En general la forma 
[108-7] de la solución es más apta para la determinación de las cons- 
tantes mediante condiciones iniciales, 


EJEMPLO 2, Solución particular de la ecuación y” +4y=0 con las 
condiciones iniciales y = 1, y =3 para x=0. Es 
r+i4=0 ^ r= +2 , (a=0, B=2). 
[108-9] <. Y = Acos2x + Bsen2x , 
y’ = — 2A sen 2x + 2B cos 2g. 


Por las condiciones iniciales se obtiene 1=A, 3=—2B, de donde 
B = 3/2, y reemplazando en [108-9] se llega a la solución particular 


` 


3 , 
y = cos 2x + “g Sen Z£. 
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b) Raíces iguales. — Si las raíces de la ecuación caracte- 
rística son iguales 7i = r», sólo tenemos una solución particu- 
lar u, (x)= e”, Otra solución es 


[108-10] Us(1) = xes , 
pues derivando dos veces y reemplazando en la ecuación se 
verifica 
(ar? + bri + e)xens + (2arı + b)ers = 0 

ya que por ser rı una raíz doble de [108-3], no sólo anula su 
primer miembro, sino también su derivada respecto de r. 

Como el wronskiano es W (£; t1, us) = e?r* 4 0, la solución 
general es 
[108-11] y = C;,err + Coxrerr = (Cy, + Cox) erz. 


EJEMPLO 3. Resolver, siendo y=1, y =—1 para x=0: 
y” + 6y' + 9y = 0. 
La ecuación característica tiene la raíz doble —3, luego la solución 
general es 
= (Cı + C.x) e”. 
De las condiciones iniciales resulta 
1 = Cı ; — 1 = C — 30, ^. Q=2 
y reemplazando: 
y = (1 + 2x)e™. 


2. Ecuación de los movimientos vibratorios. — a) Estudiemos el mo- 
vimiento de un punto sometido a una fuerza atractiva, desde un punto 
fijo O, cuando la fuerza es proporcional a la distancia. Tal sucede, por 
ejemplo, con un punto sujeto a O por una goma o un resorte análogo, 
cuya tensión, entre ciertos límites de elasticidad, puede considerarse pro- 
porcional a la distancia. 


La ecuación del movimiento es: 
y” = — ky osea: y? +ky=0 , 
llamando k* a la constante de proporcionalidad. 
La ecuación característica es: r” + k*=0 y la integral general: 
y=e"* + e —= Acoskt + B sen kt- 
Si en el momento inicial el punto tiene la abscisa a y la velocidad 
nula, tenemos las condiciones iniciales: 
A=a , Bk=0 de donde B=0 , 
y la ecuación del movimiento es: y = a cos kt. 
Luego el movimiento es vibratorio armónico ($ 28-4, b) con período 
27 /k y fase inicial nula. 


b) Estudiemos ahora el caso general. Si hay razonamiento: 2hy” pro- 
porcional a la velocidad, con un factor de proporcionalidad 2h (como su- 
cede, por ejemplo, aproximadamente, con el movimiento en el aire o en 
otro medio resistente cualquiera), la ecuación del movimiento es: 


y” = — k'y — 2hy' o sea: 
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[108-12] y” + 2hy' + ky =0 , 
la ecuación característica es: 
1? + 2hr + k = o r=—h + vk. 


bı) Raíces imaginarias: 0<h<k. 
Llamando i 
A= kkt r= htivā, 
la integral general es: 
y = e™' [A cost VA + Bsent VA] 


Si las condiciones iniciales son: t=0, y = 0, y' =0, como sucede en 
el caso del punto abandonado a la atracción de un resorte tenso, resulta 
como antes: 


B=0,A=a , y=e"acostvVa , 


que representa un movimiento amortiguado, cuya amplitud inicial a dis- 
minuye y tiende a cero al crecer t. Se llama decrecimiento logarítmico 
a h; cuando es h= 0 volvemos al caso 4. 


b.) Raíces reales distintas: h >k. — La ecuación característica 
tiene dos raíces reales »,, 1» y la ecuación del movimiento es: 
y = C.e p C.e! 
Y = nC. el p rC. er 
Las condiciones iniciales exigen que sea: 
CHC =a ; nrt Cr=0 , 
e donde se despejan ; según los valores ; resu 
de dond d Cy C ún lo l de h k ltará 


una curva distinta, pero siempre aperiódica y que para t—> œ se aleja 
indefinidamente. 


b,) Raices iguales: h=k. — Entonces es: ri = r: =— h. 
La integral general es: 
Y — Ce”! + Cte” = e*(C+C*t) j 


del mismo tipo aperiódico anterior. 


3. Descarga de un condensador. — La descarga de un condensador 
de capacidad C a través de un circuito de resistencia R y autoinducción 
L (fig. 354), conduce a una ecuación diferen- 
cial de la forma [108-12] para la carga del 
mismo. Llamemos Q a la carga en una pla- C R 
ca y tomemos como sentido del circuito, para 
determinar el signo de la intensidadI, el de 
salida de dicha placa por el cable. Si a la li 
diferencia de potencial Q/C entre las placas 
se agrega la fuerza clectromotriz de induc- L 
ción —£dI/dt, se tiene la fuerza electromo- 
triz total, que por la ley de OHM es igual a IR: Fis. 354. 


1 -13 e pa ra 
[108-13] © L qt IR 


Como Z = — dQ/dt, se obtiene la ecuación diferencial en Q(t) 


O e 
[108-14] L a ER IS , 


que puede identificarse con [108-12] si 2h = R/L, k*=:1/(LC). Se tie- 
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nen entonces, en correspondencia con b, y ba-ba de $ 108-2, los casos 
sigulentes: 


19) R/(2L)<1/VLC o sea R*<4L/C. Descarga oscilante: 


[108-15] Q = e R/2Disenlot+a) , 
siendo 

; Al ea E 
[108-16] Q = VA = Vik = a ri 


Cuando R es muy pequeña, la pulsación se acerca a 


[108-17] % = 





VLC 
correspondiente a la descarga sinusoidal en un circuito ideal de resisten- 
cia nula, 


20) R*>4L/C. Descarga aperiódica, 


4. Ecuación completa. Método de los coeficientes indetermi- 
nados. — Para resolver la ecuación completa o no homogénea 


[108-18] ay” + by’ + cy = f(x) 


puede aplicarse el método de LAGRANGE de variación de los 
parámetros (§ 107-5,a). 

También puede hallarse una solución particular z(x) por 
el método de coeficientes indeterminados ($ 16-7) cuando f(x) 
es una función de ciertos tipos que enumeraremos, y que se 
presentan con frecuencia en las aplicaciones. En general se 
ensaya para z(x) una función de igual forma que f(x), con 
coeficientes que luego se determinan. Hallada z(x) basta su- 
marla a la solución Y de la ecuación homogénea (§ 107-4): 
y = Y +z. 

Los teoremas de § 108-9 justificarán la forma de la fun- 
ción ensayada en cada caso para la solución. 


a) Tipo polinomio: Í(x) =P, (x). 


a) Si la ecuación característica no tiene la raíz r= 0, 
ningún término de Y tiene la forma de un término de P,(x), 
y se ensaya para z(x) un polinomio de igual grado, Q;.(x), con 
coeficientes a determinar. 


EJEMPLO 1. y” — 3y’ + 2y = 2x — 3. 
Es Y = Cie” + Ce”. Se ensaya 2=0x + f. 


Derivando dos veces y reemplazando en la ecuación resulta «a= 1, 
B=0, luego 2=xw, y la solución general es y = Cie” + Cre”” + x. 


49) Si la ecuación característica tiene la raíz r == 0 de or- 
den k, ya figuran en Y términos de la forma C,, Cut, ..., C,2%*; 
se ensaya (ver $ 108-9, a, 29), 2"Q.(x). 
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EJEMPLO 2. y” + 4y' = 8x + 10. 


Es Y = Cı + C20. Como r= 0 es raíz simple de la ecuación carac- 
terística, se ensaya z=ux(0% + B)= qx? + Px, obteniéndose z = x° + 2x, 
y entonces 


y = Y + z = C + Ce” + e + 2x. 
b) Tipo f (x)= eP}(x), con P(x) polinomio de grado k 
en x. 
b,) Si a no es raíz de la ecuación característica se ensaya 
z = eQ, (x), (S 108-9, b, 19). 


b») Si a es raíz de orden Ak se ensaya 2 = exx'Qu(x), 
(§ 108-9, b, 29). 


c) Tipo sinusoidal: f(x)= acos wz + bsenwx. Se ensaya 
z (x)= a cos wx + $ sen wx, pero si r = iw es raíz h-ple: 


z = x(a cos wx + f sen wz). 


d) Tipos f(x)= P,e" cos wx; f(x)= Pes sen œg. Se re- 
ducen a b) con exponentes imaginarios (ver $ 108-9, c). 


e) Si el segundo miembro es suma de funciones de los ti- 
pos anteriores, se ensaya una suma de funciones con la forma 
correspondiente a cada una. 


EJEMPLOS: 3. y” + 2Y H yen, 
Solución a y (Ci + Cox + 2a?) e”, 
4. — 3y' + 2y cero; 

y = Cie” + esa E (6) + (e-/2). 


5. y” + 3y' + 2y — 20 sen 2g. 
y = Cie” + Cie” — sen2x — 3cos 2x. 


Obsérvese que no basta ensayar asen 2x. 
6. y” —y = e + seng ; 
y = Qe + Ce™ + ixe? — } seng. 


Obsérvese que por no haber derivadas de orden impar, no es necesa- 
rio ensayar un término en cosg. 


7. y” + y= senx ; y= Acos + Bseng — ¿xcosx, 
Obsérvese que es inútil ensayar z = a cos x + ß sen v. 


5. Oscilaciones forzadas. Resonancia. — a) Veamos si en el caso de 
oscilaciones amortiguadas (§ 108-2, bı) se puede mantener la oscilación 
nlimentando el sistema mecánico con una fuerza exterior periódica 
Isen at, y análogamente para el circuito de $ 108-3. 


(1) En lugar de [108-12] tendremos la ecuación completa 
[108-19] y” + 2hy + ky = F sen ot. 

Una solución particular es de la forma (§ 108-4, c) 
[108 20] z = acoswt + Bsen ot. 


Derivando y reemplazando en [108-19] se obtienen para a y ß las 
cenncionos 


-2hoa p (k — op -= E (k—o a + 2h0P = 0 ; 
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que dan 
— 2hwF (k? — wm) F 
a O a? 

y tendremos ($ 108-1, nota 2) para z la sinusoide 
[108-21] z = asen (wt + q) 


de amplitud y fase inicial dadas por 


, 








[108-22] a = Vo? + 8? = “TI To =e te q = e e , 

V (k?— 02)? + 4h*'w” k — o 
con q en el cuadrante determinado por los signos de aœ y f, es decir 
de F y h. 


Como la solución general de [108-19] es y = Y + z, siendo Y una 
oscilación amortiguada, despreciable al cabo de un cierto tiempo, sólo 
subsiste [108-21], que así representa el estado de régimen límite. En él 
desaparece la oscilación libre y sólo subsiste la oscilación forzada, cuya 
frecuencia es igual a la de la fuerza exterior. Así la frecuencia de la 
oscilación forzada puede variar con la fuerza exterior que se considere, 
en cambio en la oscilación libre la pulsación del movimiento vibratorio 
depende sólo de los coeficientes k y h dados por las características in- 
a del sistema, cualesquiera sean las condiciones iniciales externas 
al mismo, 


a») Si se alimenta el circuito eléctrico de § 108-3 con una fuerza 
electromotriz sinusoidal E = Esen ot, la ecuación diferencial para la 
carga Q se identifica con [108-19] si 2h=R/L, k*=1/(LC), y 


F=-—EJ/L*, y entonces el estado de régimen límite está dado por 
[108-21] siendo (cfr. $ 101-4, ej. 3) 
[108-23] a= PE PA ; tgp = =- ECo T 

V (C7 — Lo’)? + Ro? LCo" —1 


b) Resonancia. — b,) El máximo de la amplitud a dada por [108-22] 
como función de w se obtiene para 
oo = Vk? — 2h* 


a la que corresponde 

SES os a UT F 

2h VK h — 2h VA 
La obtención de esta amplitud mucho mayor para la frecuencia wo 

constituye el llamado fenómeno de resonancia, y a él se debe que la am- 

plitud de las oscilaciones de un péndulo pueda alcanzar valores conside- 

rables dando a aquél pequeños impulsos con un ritmo adecuado. Para el 

caso ideal de rozamiento nulo o desdeñable (h = 0), si la pulsación de F 

se acerca o coincide con la correspondiente a la de la oscilación libre 

(VA >k), se hará dmix infinita, aún para valores pequeños de F. 





Amir = 


b:) Análogamente en el circuito eléctrico de a., la amplitud a dada 





* En efecto, agregar E al primer miembro de [108-13| equivale a ayiexar —E ul 
segundo de [108-14] y hay que dividir por L para identific:r con [108-12]. 10l sirno —- 
puede omitirse al reemplazar estos valores en [108-22], pues el combie de signo se 10grn 


incrementando pen 7 lo que no altera su tangente, 
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por [108-23] es una función de œ (fig. 355) cuyo máximo se obtiene 
para el valor llamado pulsación 
de resonancia: 


E _ R* 
PRAN G ALe 


que para R/L pequeño está muy 
próximo al valor Qə dado por 
[108-17] para el circuito de re- 
sistencia nula oscilando libre- 
mente. 

Reemplazando este valor en 
[108-23] se obtiene la amplitud 


máxima de las oscilaciones for- 
zadas 





meso ta a E. 
== — R VeL 412) T Ro ’” 


estando Q dado por [108-16]. Para R/L muy pequeño es aproximada- 


mente amar = (Eo/R)V CL, y puede ser muy grande con respecto a E/R, 
y a la amplitud E, de la fuerza electromotriz exterior. Este fenómeno 
de aumento de amplitud es el que hemos llamado resonancia, y aún en 
un circuito ideal de resistencia nnla, si fuera ù = Qo, se produciría un 
aumento indefinido de la amplitud. 


El carácter más o menos pronunciado del máximo de la curva de 
figura 355 da idea de la selectividad del circuito, o sea, de la rapidez con 
que disminuye la amplitud de sus oscilaciones al apartarse la frecuencia 
excitante w de la frecuencia de resonancia wo. 


El fenómeno de resonancia se aprovecha para la amplificación en 
radiotelefonía, pero debe evitarse en otros problemas técnicos, por ejem- 
plo, vibraciones de estructuras elásticas. 


Nora. Si en un circuito ideal de resistencia nula es œ £ Qo pero la 
diferencia w — Qo es muy pequeña, se encuentra el fenómeno de batido, 
ya considerado en § 28-4, nota 2. La amplitud varía rítmicamente, te- 
niendo la onda diferencial pulsación 3¿|w—Qo|, o sea período 
dx/| wm — (o | . 


6. Ecuaciones de orden superior. — Los resultados de § 108-1 
se generalizan de inmediato a ecuaciones (lineales de coeficien- 
tes constantes) de orden superior al segundo. Dada la ecuación 


[108-24] y™® + am y™? +... + aniy ary =0 
poniendo y = er”, se obtiene 
(ra rr +... +0p11 +0,)erz = 0, 


Para que er* satisfaga a la ecuación será entonces necesa- 
rio y suficiente que r sea raíz de la ecuación característica 


[108-25] r+ arri t... Hanat + anr =D. 
a) Si las n raíces r ..., ra son distintas, 
[108-26] y = C enr -p Crenmt 4... e C, er. 
en ln solución general (SS 107-1 y 2), pues el wronskiano de 
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las soluciones 4, = €”, ..., Un = €”n* es, como es dácil de calcu- 
lar, igual al determinante de VANDERMONDE ($ 13-7, b) de 
Tr, ..., Tn, por una exponencial en g. 

Para cada par de raíces complejas conjugadas a = ĝi, los 
dos términos correspondientes de [108-26] se transforman co- 
mo en § 108-1, &2, dando origen a un término de la forma 
[108-7]: 

eas (A cos Bæ + B sen ße). 


b) Si r, es raíz múltiple de orden k, no sólo e”.* es solución, 
sino también vens, x? ernt, ..., lers (ver $ 108-8, c). Por 
tanto: cada raíz múltiple da k soluciones particulares, el nú- 
mero total es n, y además forman un sistema fundamental 
(ver $ 108-8, do). 


NOTA, Si por ejemplo a + fi son dos raíces dobles, entre ambas dan 
un término de la forma 


ear[ (A + Bx)cos fx +(C + Dox)sen Ba] , 


con cuatro constantes. Aún ahora la ecuación homogénea puede dar re- 
sonancia ($ 108-5, nota) en las oscilaciones, 


7. Ecuación de la viga apoyada en toda su longitud. — Si se admite 
que la reacción del suelo es proporcional al hundimiento y, es decir, igual 
a —4h'y, siendo h* un coeficiente positivo que depende de la naturaleza 
del suelo, en la ecuación diferencial aproximada de la línea elástica 
(§ 106-2, b) en la forma [106-26] y" —kp(x), debemos agregar a la 
densidad lineal de carga (función de cargas) p(x) el nuevo término 
—4h'y. Suponiendo k = 1 resulta: 


y" + 4hty = p(x). 
La ecuación característica es 
nt + 4h =0 de donde r=hvV2.V—1 , 

y como el número —1 tiene 4 raíces cuartas, se tienen los siguientes va- 
lores de r: 

rn =h(+1) ; fra = h(1— ìi) ; 

ra = h(—1 + îi) ; n = h(—il ṣì) ; 
luego la integral general de la ecuación incompleta es 

y = (A .cos hx + B .sen kg)e™ + (C.cos ha + D.sen hx) e”, 


Si la función de carga es de primero, segundo o tercer grado en yv, 
la integral de la ecuación completa es evidentemente y = p(x)/4h*, que 
sumada a la expresión anterior da la integral general de la ecuación 
completa, Con las condiciones iniciales y” = 0, y” = 0, en ambos extre- 
mos, quedan determinadas las cuatro constantes A, B, C, D. 


8. Método simbólico para la ecuación homogénea. — La resolución de 
ecuaciones linales homogéneas de coeficientes constantes, se ha hecho sin 
cuadraturas, con métodos algebraicos. Ello se debe a las propiedades al- 
gebraicas del operador D de derivación, consecuencia de su linealidad: 
D[5a, u: (x)] = Sa; Du, (x), (§ 32-1). 

a) Operador p(D). — a@ı) Si p(x) es un polinomio en x 


[108-27] plx)= 2 + ax"? +... + Apio + On, 
consideraremos a 
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[108-28] p(D)=D"+ AD"... .+a.D+qn, 


como un símbolo de operación aplicable a funciones y = y (æ) con el sig- 
nificado siguiente: 


[108-29] p(D)y = D'y + a4AD"*y + ... + an1Dy + @y. 


Si p(D)=1 es p(D)y=y, €s decir, p(D)=1 indica una operación 
sin efecto modificante. 


aa) Si p.(x) y p-(x) son polinomios, se tiene 


[108-30] p.(D)y + pxr(D)y = [p.(D)+ p.(D)ly , 


siendo p.(D)+ p.(D) el operador correspondiente al polinomio p.(x) + 
+ ps(x). Con análoga definición de p.(D).p»(D), resulta de la lineali- 
dad de la derivación ($ 32-1): 


[108-31] pı(D)[p:(D)y] = [p.(D). p.(D)1y = p.(D) [p.(D)y]. 


aa) En consecuencia, si 71, "2, Ya, ... son los ceros de p(x), y h, k, 
l, ... los órdenes de multiplicidad, la operación, 


[108-32] p(D) = (D— ri)" (D — r2)*(D — ra)! ados 


resulta de realizar sucesivamente las operaciones que corresponden a cada 
potencia, en un orden arbitrario, 


db) Expresión de (D— r)”. — De la relación 
e” (D—r)y = e" Dy — ery = D[e"y] 
resulta, reemplazando y por (D —r)y: 
e" (D —r)’°y = Dle" (D —r)y] = D'e" y]. 
Reiterando el procedimiento se tiene: 


[108-33] e"? (D —r)*y = D'[e" y]. 
c) Integración de la ecuación simple. — La ecuación diferencial 
[108-34] yP + amy +.. +0y=0 


se llama simple si su ecuación característica tiene una sola raíz r (de 
orden h), En tal caso [108-34] se escribe: (D —r)*y = 0, quẹ en virtud 
de [108-33] equivale a la ecuación 

D'[erry =0 , 
de integración inmediata: e”"”y = P-.(x), polinomio de grado h— 1, 
con h coeficientes arbitrarios. Entonces la solución general de [108-34] es 


[108-35] y = Pral). e = (Co + Gæt... + COrig)e". 


d) Integración de [108-24]. — Esta ecuación se escribe en virtud de 
[108-29]: p(D)y = 0, o bien por [108-32] 
| 108-36] (D — r) (D —r:)* (D — r)? ... y = 0. 


Probaremos que su integral general es igual a la suma de las inte- 
grales generales de cada una de las ecuaciones simples 


[ 108-37] (D—r)y=0 , (D—r)y=0 , 
o en por [108-35]: 
| 108-38] y = Pr-1(0).er1* + Qiaí(zx). er2? Es 


dondo DP, 1(x%), Quilr), ... som polinomios de grados indicados por los 
enbíndices, con coeficientes nrbitrarios. 
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dı) Cada término indicado en [108-388] es solución, pues al aplicar 
[108-32] podemos por as comenzar por la potencia simbólica que lo anule 
en virtud de c. Por consiguiente [108-38] es solución. 


d,) Como en [108-38] hay R+k+l... =m constantes arbitrarias, 
para probar que [108-38] es la solución general, bastará demostrar 
($ 107-2) que si es idénticamente 
[108-39] Prala)ern”? + Quííe)er?? 4 ...=0 , 
los polinomios Pr (x%), Qri(x), ..., son idénticamente nulos. 

Supongamos, por el absurdo, que sea r, la raíz de módulo mayor de 
entre las correspondientes a polinomios no idénticamente nulos, o una de 


ellas si hay raíces de igual módulo. Reemplazando x por x/r, la identi- 
dad [108-39] toma la forma 


Pr- e” + Qk- e"2/"9" Aey = 0. 
Como por la hipótesis 1/1), %/Y,, ..., distintos de 1, son de módulo 
< 1, tendrán todas sus partes reales < 1, de donde resulta una contra- 
dicción para x—> +00, pues el primer término es un infinito de orden 


superior a todos los otros. Para el caso en que [108-39] se reduzca al 
primer término, el teorema es evidente, 


9. Aplicación del método simbólico a la ecuación completa. — El mé- 
todo simbólico ($ 108-8) nos permitirá justificar los tipos de soluciones 
ensayados en § 108-4 al aplicar el método de coeficientes indeterminados, 
dándonos a la vez otra manera, en ocasiones más conveniente, de hallar 
la solución particular. 

a) Si el segundo miembro de la ecuación completa 
[108-40] p(D)y = f(x) 
es un polinomio P,(x) de grado k, entonces: 


19) Si p(0)%0, [108-40] tiene por solución particular un polinomio 
determinado, de grado k; 


29) Si 0 es un cero de orden h de p(x), la ecuación [108-40] admite 
una solución particular x*Q(x), donde Qi(x) es un polinomio determi- 
nado de grado k. 

Dem. 1%) Si p(0)4 0, se obtiene por división 

_ Y — k k+1 R (w) 
E A +æ plz) 


siendo bo 0 y R(x) un polinomio en æ. De 

1 = p(x)(bo+ bix + ... +H brg") + x R(x) 
resulta la identidad 

1 = p(D) (bo + bD +... +b: D*) + R(D)D™! 


que expresa que el segundo miembro define una operación sin efecto mo- 
dificante. Aplicándola a f(x)= P(x) y observando que D*“ P, (x)= 0 
resulta 


p(D)[(bo +b:D +... +b:D*)P:(x)] = P(x) , 
es decir, la solución particular z de p(D)y=Pi(x) es 
2 =(db. 4b,D+... +b,D*)P,(x) , 


polinomio de grado k por ser bo:*0, Los números b; pueden calcularse 
también desarrollando 1/p(x) por la serie de MAc-LAURIN. 
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29) Si 0 es cero de orden h de p(x), es p(x)= x* pi(x), y la ecuación 
[108-40] se escribe p:(D)D* y =P:(x), de modo que tomando D' y como 
nueva incógnita nos situamos en el caso 1%, Así resulta D*y un poli- 
nomio de grado k [calculable mediante desarrollo de 1/p.(x)], y con h 
cuadraturas, resulta la solución particular de la forma indicada. 


b) Si la ecuación es de la forma 
[108-41] p(D)y = Pi (x)e” 
siendo P, un polinomio de grado k, entonces: 

1°) Si p(a)Æ0, una solución particular es Q, (x)e“, donde Q: es unr 
polinomio determinado de grado k; 


29) Si a es un cero de orden h de p(x), [108-41] tiene una solución 
particular e” x* Q¿(x), donde Q; es un polinomio determinado de grado k. 
Haciendo y = e*”* z y aplicando a z la identidad [108-33] con r=—a 
resulta 
or A A 
e: (D +a) z=D y 
Aplicando esta relación a cada término de p(D) resulta por [108-41] 
e” p(D 4 a)z2 = p(D)y = Pr(x)e” 
p(D +a)z = Pi (2%) 
con lo que nos situamos (para la solución particular z a reemplazar en 
y =e""z) en el caso a, y así queda probado el teorema. 


c) Si el segundo miembro f(x) es de una de las formas: 
P.(x)e"*coswx , Pir(x)je” senor , 
caemos en los casos anteriores mediante exponenciales imaginarias. 
Si los datos son reales es más cómodo integrar la ecuación 
p(D)z = P,e 092 , (2=u+1%) , 
y separar partes reales e imaginarias, pues ellas satisfacen a 
p(D)u = P: e“ coswx , p(D)v = P, e“ sen ox. 


EJERCICIOS 


1. Resolver: 
a) Y” — Ty + 12y = 0 siendo para x=0, E 
b) y" —y'—S6y =0 siendo para x=0, y=3, =—1; 
c) (d's/dt*) — 8 (d8/dt)=0 siendo para t=0, ÉL s =4. 


2. Resolver, siendo para =U, y=1, y =2: 
a) 4dy”+y=0; 
b) 4y” + 25y = 12y’; 
c) y” — 4y + 5y = 0. 
o. Resolver y” + 4y' + 4y =0 siendo para x=0, y=1, y =-— 
4. Expresar la solución general de la ecuación del tipo de CAUCHY 
(5 107, ejercicio 5) xy” + axy' + by=0 en los casos 
19% A=(a—1)*—A4b >0; 
22) AO; 
32) A=0. 
5, Resolver: 
a) Gay — Bry’ 4- 4y 0; 
b) u” 4d 3er A y =0. 
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6. Resolver: 
a) y +y=3%* +2 siendo para 2=0, y=1, y =2; 
b) y”—3y' =2—6x siendo para =0, y=1, y =3; 
c) y”— 5y’ + 6y = ex (u* — 8); 
d) y”+8y' + 25y = e2z, 
7. Resolver: 
a) (d%/dt?) — 6 (de/dt) + 8x = cos t; 
b) y” + 4y =2 cos 2g; 
c) y”+y=sen« siendo para x = x/2, y = 3, y' =(7/4)— 1. 
8. Resolver: 
a) y” + 10y + 25y = x sen 2%; 
b) y” — 3y + 2y = e-e + g2. 
9. Integrar: 
19) y™— a'y =0; 
29) y" + 4aty =0. 
10. Integrar: 
19) y” —Tary' + 6a%y = xè; 
29) Y +y"=xw; 
39) y" +4 2a%y” + aty = cos az. 
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1. Sistemas de ecuaciones de primer orden. — a) Significa- 
do geométrico. — Así como la solución general de una ecuación 
diferencial representa una familia de curvas planas, la de un 
sistema de dos ecuaciones diferenciales: 


PEY Y Y pe a paa E 
[109-1] PEY YY” ...52,2,2,...)=0 
representa una familia de curvas alabeadas, pues cada solución 
está dada por un par de ecuaciones (x, y,z)= 0, +(12,4,2)=0 
de una tal curva referida a los ejes x, y, 2. z 


En particular, un sistema de ecuaciones de primer orden, 
de la forma normal, es decir, resuelto en las derivadas: 


[109-2] y = f(x,y,z) ; Z = g(x,y, z) ; 
puede y suele escribirse en la forma simétrica 
[109-3] dg dy dz 


X(12)  Ylæ,y,z) Z(wy,z) 
pues de ésta se pasa a la anterior poniendo 
Y Z 
109-4 = A = =. 
[109-4] f g x 
Considerando a X, Y, Z como componentes de un vector va- 
riable, esas funciones definen un campo vectorial, y el sistema 
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escrito en la forma [109-3] expresa que las curvas integrales 
son las líneas de fuerza del campo vectorial, es decir, son en 
cada punto tangentes al vector correspondiente. En efecto, los 
cosenos directores de la tangente son ($ 72-6, b) proporcionales 
a dx, dy, dz, y entonces por [109-3], a X, Y, Z. 

Ahora bien, dado arbitrariamente el campo vectorial, ¿exis- 
ten estas líneas de fuerza, envolventes de sus vectores? Si f 
y g cumplen condiciones muy generales (por ejemplo las de 
$ 105-3), por cada punto del espacio pasa una curva integral 
y sólo una. Una familia con esta propiedad se llama congruen- 
cia de curvas. 


En efecto, por el teorema de existencia y unicidad ($ 105-3), sea 
[109-5] y = u(x; xo Yo Zo) , Z = V(X; Lo, Yo, Zo) 
la solución unívoca de [109-2] que pasa por (%o, yo, Zo), cumpliendo yo = 
= U (£o; Lo, Yos Zo), Zo =V (xo; o, Yo, Zo). Por el punto (x,y,2) de la tra- 
yectoría [109-5] correspondiente al entorno de xo donde exista unívoca, 
pasa también una trayectoria: 
n = ul; x,y,z) , $ = ví(t;x,y,z) 

que por el teorema de unicidad ($ 105-3) debe coincidir con [109-5]. Así 
pues, para $ = Xo debe ser yn = Yo, ¿=%0, de donde: 

Yo = U(X LYZ) , Zo = V(%; Y, Y, 2) 
representan todas las posibles trayectorias que pasan por el entorno de 
(£o, Yo, Zo). Por tanto el par de ecuaciones 
[109-6] u(x yz) =a , v(æzy2z)=ß 


representa la integral general del sistema [109-2]. 

Debe observarse que esta representación es unívoca sólo para valores 
(x,y,z) de un pequeño entorno de (%o, Yo, Zo). Acaso “en grande”, no se 
pueda conservar una tal representación unívoca. 


Observemos que por [109-4] las funciones X, Y, Z quedan 
determinadas, salvo un factor de proporcionalidad que puede 
ser variable. Por eso el sistema de primer orden [109-2] no 
representa propiamente hablando un campo vectorial sino un 
campo de direcciones en el espacio. 

Resumiendo: Un sistema de dos ecuaciones de primer or- 
den [109-2] 

a) representa geométricamente un campo espacial de direc- 
ciones; 

R) tiene por solución general una congruencia espacial de 
curvas (en las condiciones muy generales de $ 105-3, sobre las 
'uuciones f, g). 

Recíprocamente: una familia de curvas doblemente infinita, 
es decir, con dos parámetros «a, f, es una congruencia si por 
cada punto pasa una, es decir, si a cada terna x, Y, z, corres- 
ponde un solo par a, P, que determina por tanto una sola curva; 
es decir: si se pueden despejar a, B, en la forma 


ul, y, z) = a , vlz, y,z)= ß. 
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El sistema de ecuaciones diferenciales que representa esta 
congruencia se deduce inmediatamente diferenciando 
Us. AZ F Uy. dy + uz. dz =0 , 
Vr. Å + Vy. dy +H v.d =0 , 
de donde se despeja: 
dg e dy dz 


Uy > Va — Uz Vy Uz Vr — Ur Vs Ur Vy — Uy Vr ` 











EJEMPLOS: 1. Todas las rectas que pasan por el origen y no están en 
el plano xy, tienen las ecuaciones 


t= , y= Pe , 
de donde 
de = adz , dy = Pdz , 
de dy dz 
T = y = E . 
La eliminación de los parámetros entre las ecuaciones y sus diferen- 


ciales, que arriba quedó hecha por la sola diferenciación, a causa de estar 
despejados qu, f, se ha hecho aquí por división. 


2. Todas las rectas paralelas a la x = az, y = bz, tienen las ecua- 
ciones 
x=az+a , y=bz+ß, 
de donde 


La eliminación ha quedado hecha por la diferenciación. He aquí, pues, 
las ecuaciones diferenciales de la congruencia de rectas paralelas. 


NoTA. En la misma forma se interpreta un sistema de n ecuaciones 
de primer orden, pero en un espacio de n + 1 dimensiones E,..; el sistema 
representa un campo de direcciones en Ena, y su solución general es una 
congruencia de curvas en E,.1. - 


D) Integración. — En el sistema [109-2], cada ecuación no 
puede resolverse por separado, por contener las dos funciones 
incógnitas. El procedimiento práctico de integración directa, 
aparte de los de aproximación (S 104) o por desarrollo en 
serie ($ 104-1), consiste en obtener una sola ecuación con una 
sola función incógnita (ecuación eliminante), que resulta de 
orden 2 ó menor. En efecto, derivando la primera resulta: 


[109-7] y” = f; — f. y — f z , 


y eliminando z y z’ entre las tres ecuaciones [109-2] y [109-7] 
resulta la ecuación eliminante 


y” = h(x, y, y’) 
que integrada da y en función de x. Reemplazando en una de 
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las ecuaciones [109-2] resulta otra ecuación para z. El mismo 
procedimineto es aplicable a sistemas de más de dos ecuaciones. 

A veces la eliminación se hace sin necesidad de derivar, 
como muestran los ejemplos 5 y 6. 


EJEMPLOS: 3. y’ = y + 4z, (a) ; z = 2y — z, (b). 
Derivando (a) y reemplazando z’ por (b) resulta: 


y =YyY +4*=Y4 + 8y—4z , 


aquí todavía figura z pero por (a) 4z = y' — y, y reemplazando se llega 
a la ecuación con la única incógnita y (ecuación eliminante) : 





[109-8] y” —9%y=0 
cuya solución general es: 
[109-9] y = Ce” + Qe”. 
Conocida y resulta z de (a): 
’— 1 
z= Y i Y = qa — Cer”, 


4. Hallar las líneas de fuerza del campo vectorial 
X=1 , Y=z , Z = x — 4y 


y en particular la que pasa por P,(0, 7/8, 2). 
El sistema es: 
y=:2 ; Z = e* — 4y 
y de él resulta la ecuación eliminante 
yY tuys, 
que es lineal de coeficientes constantes con solución: 


y = Acos2x + Bsen2x 4- rr — + ] 
de donde 
z = y’ = — 2A sen 2x + 2B cos2x + -3 a 


Estas dos ecuaciones representan las líneas de fuerza. Para la que 
pasa por P.(0,7/8,2) se obtiene A = B =1. 


5. Resolver el sistema 
yY Hz? = 2x ; yY — z = 3r 
siendo para x = 1, y = 0, z=1. 


Sumando y restando resultan dos ecuaciones eliminantes de primer 
orden 


A 
E 2 ' Ek 2 
con lo que la solución general es 
2 2 ad 2 
o x x — r 
= +ü ; z= SF + Ca 


y In particular 


PEPA O e BEN + 1. 


234 XXVII. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR $ 109 -1 


6. Resolver el sistema 
y =z+w ; l=zy+w 3; W=y+z. 
Tampoco ahora necesitamos derivar. Sumando resulta 
(y +24+w) = 2(y+2z+ w) 
[109-10] © y+ z+ w= Ae”. 
Sumando las dos primeras y restando la tercera resulta 
(y +z—w} = 2w 
y como (y +z— w)’ = 2Ae” — 2w resulta la ecuación lineal 
w + w= Ae” 
que da w. Análogamente se calcula, por ejemplo, z y luego y por [109-10], 
se obtiene así la solución general: 
y = Qe” + Ce”? , z= Qe + Oe”? ; 
w = Cie” — (C: + Ca)e”. 


2. Sistemas de ecuaciones lineales de primer orden. — Nos 
limitaremos a sistemas de dos ecuaciones, por brevedad, y por- 
que todo se extiende de inmediato a sistemas de más ecuaciones 
(y también a sistemas de ecuaciones lineales de órdenes supe- 
riores, como veremos en § 109-4). 


a) Sistemas homogéneos. — Son los de la forma: 


| ] L Z = pa(2)y + pelx)z. 
Diremos que las dos soluciones : 
i {y= uwul) y = uz(g) 
[109-124 l z = v(x) i 4 z = V(x) 


son linealmente independientes o que forman un sistema fun- 
damental, sì no existe ningún par (Cı, C2) de constantes no 
simultáneamente nulas, tales que sea simultáneamente y para 
todo g: s 


[109-13] Cı Ui + Ca Uy = 0 j C, Vi + C3 Va = 0. 

Como en $ 107-1, se demuestra que si [109-12] es un sis- 
tema fundamental de soluciones, la solución general es: 
[109-14] y = C, Ui +4 Ca Va , Z= C: Vi + Ca Va. 


Esta solución suele hallarse directamente por el método de 
eliminación de $ 109-1, b. 


EJEMPLOS: 1. El sistema de tres ecuaciones 
2 = Bpir(t)x , (1=1,2,3) , 


en las funciones incógnitas de t: xı Xs £a representa una congruencia 
de curvas en forma paramétrica. Con cada curva xı = u: (t), (i= 1,2,3), 
pertenecen también a la congruencia, sus homotéticas respecto del origen 
xi = Cu; (t). 
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Derivando respecto de t dos veces, resultan otras seis ecuaciones 
lineales; si eliminamos entre las nueve ecuaciones las variables: 


La, Ta, wz, e, wr’, X, x”, La”, 
resulta una ecuación lineal en xı de tercer orden: 
x” + Br” + Cx’ = D; 
sustituída la función calculada x, en las ecuaciones segunda y tercera te- 
nemos un sistema de dos ecuaciones que determinan: £n Xa. 
2. Caso particular del anterior es el sistema 


dt 1 dn 1 1 £$ 1 
[108010] O sa 
donde t(s), n(s), b(s), son las funciones incógnitas y ce T(s) son 
funciones continuas dadas, que determinan aa a ecamer lé una curva ala- 
beada (§ 73-9). 

Por el teorema de existencia y unicidad ($ 105-3) existen * unívoca- 
mente determinadas tres ternas de funciones t/(s), ni(s), bi(s), (¿=1, 
2,3) que en £ = s cumplen las condiciones iniciales t.(s)=1, n, (s.)=0, 
bs AE 0; ta (8) = 0, Ne(So) = = 1, ba (so) = = 0; ta(So) = = 0, na (sa) = = 0, 

a(S) = 1. 

Estas condiciones iniciales cumplen t + n? + b? = 1, integral primera 

del sistema [109-15] por cumplirse 


dt dn db 
tas + ME r Ea = 0. 


Análogamente cumplen tt+4n.n +bib,=0 (1%]73), condición que se 
conservará al variar s, cl dos O de [109-15] cumplen: 


e db, 


d 
Ua T ti Ma == ++ A y + bı un 0. 


de 


En estas condiciones, las funciones aldo! e bi(s), (î= 1,2,3), 
serán las componentes de tres versores t, n, b, formando una terna orto- 
normal que por continuidad conservará también su orientación o sentido, 
Determinado así el triedro intrínseco (a menos de una rotación de su 
posición inicial), la curva se obtiene a menos de una traslación, como se 
dijo en $ 73-9. 


Dd) Sistemas no- homogéneos. — Son los de la forma: 


py = puílz)y + piíle)z + qrí(z) 
A O A pe eal: 


Como se demuestra que si (Y, Z) es la solución general del 
sistema homogéneo [109-11] y (1,2) una solución particular 
del sistema [109-161], la solución general de éste es: 


[109-17] uv=Y>+n9wn, 2=%+1£. 


También se obtiene una solución particular de [109-16] 
por el método de LAGRANGE como en $ 107-5, a. Se reemplazan 
en [109-17] Cı y Cz por funciones de x, G(x) y G(x) a de- 
terminar de modo que 


* Práictieamente la integración del sistema [109-15] se reduce a la de una ecuación 


de Micoari ($ 101-5, 6). Vénse G. VALRON, TI, pág. 320. 
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[109-18] y =G,(x)u, + Ga(x)uz , z = Gi (x)v:ı + G(x) vz 


sea solución de [109-16]. Esto conduce al sistema de ecuacio- 
nes lineales en Gr (x), Gy (x): 


Gr w + Gr uz = q(x) , Gyvi + Gv: = &(x) , 


y como el determinante del sistema es UY» — Ugvı = 0, por ser 
[109-12] un sistema fundamental de soluciones de [109-11], 
quedan determinados G,, G» mediante cuadraturas. Agrupan- 
do en [109-18] los términos en las constantes de integración, 
se lleva [109-18] a la forma [109-17]. 


c) Sistemas homogéneos de coeficientes constantes. — El 
sistema 


[109-19] Y =PnyYy +PZ , Z = Pay + Pezz , 
donde los coeficientes Pip son constantes, se resuelve con la 


sustitución de D'ALEMBERT ($ 108-1), es decir, ensayando so- 
luciones del tipo 


[109-20] y =aer , y= fer 


que sustituídas en el sistema conducen, después de simplificar, 
al sistema de ecuaciones algebraicas lineales : 


ar = Puna + prf (pı — r)a + Pi:ß 0 
pr = paa + Pb Para + (Pe — r) B 0 
Condición de compatibilidad es (§ 15-6) la anulación del 
determinante de los coeficientes, o sea 


(Pı — T) (Paz — T) = PPa > 
ecuación característcia, que determina uno o dos valores de r; 
suponiendo que sean distintos, cada uno determina un sistema 
de soluciones y la suma de ambos es la integral general. 
El caso de raíces iguales se resuelve obteniendo la segunda 
solución del tipo xe”z. 


- 


EJEMPLOS: 3. Sea el sistema de ecuaciones homogéneas: 
y =y + 4z , Z=2y—Z. 
El sistema de ecuaciones algebraicas caracteristicas es: 


ar =0 + 48 1l—r 4 e 
Br = 2a — f 2 —1—r| ` i 
como las raíces de esta ecuación 177 — 9 = 0, son +3 y —3, las soluciones 
correspondientes son B =%0a, B =— a. Para a= 1 en cada caso, se tie- 
nen dos soluciones 
y = e” y ==: 
z = 13 ; z = — ger 


qua forman un sistema fundamental, y entonces la solución general del 
sistema propuesto es: 
y = Cer 4 Che» 


101 e? — (Cher 


Nn 
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de dY _. dz _ z 
sia j gy THY, A Dtos 


Haciendo x = ae", y=8fe"', z= ye"!, se tiene para determinar v, la 
ecuación característica: 


l—r 0 0 
2 3 —r 0 = 0. Raíces: 7 = 1, r= 2, n= 3. 
— 1 5 2—r 
Resulta la solución gcneral: 
x= Ge , y = — Qe + Case , z2= 6C,e' + Cae” + 5Cae”, 


4. 


3. Sistemas de ecuaciones de órdenes superiores. — a) Es- 
tos sistemas pueden reducirse a sistemas de ecuaciones de pri- 
mer orden, introduciendo incógnitas auxiliares como se hizo 
en $ 105-2 en el caso de una sola ecuación. Por ejemplo, el 
sistema 


[109-21] y” = f(x,y,z, y, z) , 2" = g(x,y,2, 4,2) 
equivale al sistema 


[109-22] Y =u , 2 = , Y = Í(2,4,2,4,0) , 
v = g(x, Y, z, u, v). 


En general esta transformación no es conveniente para la 
resolución de un sistema, por el elevado número de ecuaciones 
que resultan, pero nos será útil para las consideraciones que 
siguen, en las que nos limitaremos a sistemas normales (es 
decir, resueltos en las derivadas de orden más alto) de dos 
ecuaciones de segundo orden [109-21], por brevedad y porque 
todo se extiende de inmediato a sistemas de más ecuaciones de 
órdenes mayores. 


b) La forma equivalente [109-22] nos permite trasladar al 
sistema [109-21] las condiciones suficientes vistas en § 105-3, 
para la existencia y unicidad de la solución de [109-21] con 
las condiciones iniciales Y = Yo, Y” = Yo Z = Zo, 2' =2' para 
£ Yo La integral general contiene, por tanto, cuatro constan- 
tes arbitrarias, y en general tantas como las sumas de los ór- 
denes de las ecuaciones del sistema, suma que se llama orden 
del sistema, Recíprocamente, una familia con n parámetros, 
de curvas del espacio, se puede representar por un sistema de 
orden n, con dos ecuaciones, que para n = 4 podrá ser del tipo 
[109-21]. También puede resultar un sistema con ecuaciones 
de orden distinto, por ejemplo, si la familia de curvas viene 
dada por un par de ecuaciones finitas tales que una contenga 
un parámetro y la otra tres. 


INJEMPLOS: 1. Las ecuaciones de todas las rectas no paralelas al pla- 
no y, z son: y = ax + b, z= cx + d; derivando dos veces resulta el sis- 
tema: 

y” — () . 2” — 0. 
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2. Todas las circunferencias horizontales (es decir, situadas en pla- 
nos paralelos al xr, y) de radio fijo, vienen expresadas así: 
2=0C0, [(e—a)? + (y—b)i=rYr », 
derivando una vez la primera y dos veces la segunda, resulta el sistema: 
Z=0, ?=(1+4+y?)/y"”. 


NoTA. La solución general de [109-21] puede considerarse también, 
en virtud de [109-22] y $ 109-1, nota, como una congruencia de curvas en 
un espacio de cinco dimensiones, 


c) El método indicado en $ 109-1, b, para obtener una ecua- 
ción eliminante, con una sola función incógnita, es aplicable a 
sistemas de ecuaciones de órdenes superiores, para lo cual, en 
general, habrá que derivar cada ecuación un número suficiente 
de veces. 


EJEMPLO.3. En la teoría del péndulo de FOUCAULT se presenta el sis- 
tema siguiente, donde las derivadas son respecto de la variable indepen- 
diente t (tiempo): 

x” —2ay4 + bx =0, (a); y” + 2ax* + by =0, (f). 


En él es a—wsenq, b= g/l, representando w la velocidad de rota- 


1% 7 21 y 
ción de la tierra (de valor 24.60% — 4760 rad/s), p la latitud, g el 


valor de la gravedad del lugar y l la longitud del péndulo. 
Derivando dos veces la ecuación (a) y una sola vez la ecuación (f), 
tenemos: 


xY — 2ay” + bx" =0 ; y” + 2ax” + by = 0. 
Eliminando y” entre estas ecuaciones resulta: 
LT + (4a +b)jx"” + 2aby =0 , 
y eliminando ahora y' entre ésta y (a) se obtiene la ecuación eliminante: 
a + (4ar+2b)x" + bx = 0 


lineal de cuarto orden sin segundo miembro y con coeficientes constantes. 
Resuelta esta ecuación mediante la ecuación característica, que es bi- 
cuadrada y da cuatro raíces: 7,, —f1, 2, —F2, se tiene: , 


g = Qent + Cae! + Caer! + Cher”, 
El valor de y se aespeja de (B): 
Y 2ax' 1 > 1 2a 3 
VE ETA A — (a, +). i 


sustituyendo y” por su valor sacado de la ecuación que se obtiene deri- 
vando (a). 


, 


4. Sistemas de ecuaciones lineales de órdenes superiores. — 
Todas las propiedades vistas en $ 109-2 dependen del carácter 
lineal de las ecuaciones, y subsisten cuando éstas son de órde- 
nes superiores. Esto se ve pasando al sistema equivalente 
1109-22], pues las nuevas ecuaciones resultan también lineales 
y son de primer orden. 

En ocasiones es más cómodo aplicar el método de LAGRANGE 
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($ 109-2, b), o la sustitución de D'ALEMBERT ($ 109-2, c), di- 
rectamente al sistema dado. 


EJEMPLO. Resolver el sistema: 
y” + 2y’ — 387 = 0 , 2" — 82" — 32 + 10y4' = 0. 
Poniendo y = ae"*, z— Be””, resulta: 
a(+2r)+ fl-—3r)=0 , a.10r + B(1?—8r—3) = 0. 


Para que haya soluciones fuera de la trivial a = B = 0, debe verificarse 
la ecuación característica: 


+21 — 3r 0 
10r r—8r—3 | — 7 


cuyas raíces son rı = 0; ra= 1; r= 2; r,=3. Para cada uno de estos 
valores de r resulta de una u otra de las ecuaciones en oœ y |, que 
B/a= 0; 1; 4/3; 5/3, respectivamente. Entonces la solución general del 
sistema es: 


y=C,+ Cie” + Cse” + Cie” ; z = Cae” + -5 Ca e” + er. 


5. Aplicaciones a la dinámica. — Hasta ahora hemos consi- 
derado problemas de mecánica en una sola dimensión, que nos 
conducían a una sola ecuación diferencial, pero en general con- 
ducirán a sistemas de dos o tres según se trate de problemas 
del plano o del espacio. En efecto; considerando como funcio- 
nes incógnitas las coordenadas variables x(t), y(t), z(t) del 
punto móvil, la ecuación fundamental de la dinámica 


ma = F 
cscrita en componentes, nos da el sistema 


me” = X(t; x, Y, z, 2, y’, z’) 
[109-23] my” = Y(t; x£, Y, Zz, 2, Y, z’) 
mz” = L(t; £, Y, 2X, Y, 2z) 


cuando se conocen las componentes X, Y, Z de la fuerza en 
función del tiempo, de la posición, y también de la velocidad, 
por cjemplo, cuando hay una resistencia del medio que dependa 
de la velocidad. 

En muchos casos las ecuaciones son independientes, es de- 
cir, en cada una figura una sola función incógnita y entonces 
se integran por separado. Tal ocurre con el primero de los pro- 
blemas que siguen. 


EJEMPLOS: 1. Tiro en el vacío. — Ley del movimiento y ceuación de 
la trayectoria de un proyectil disparado con velocidad vo, de inclinación 
u sobre la horizontal. 
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Eligiendo los ejes como indica la 
figura 356 y poniendo t=0 en el ins- 
tante del disparo se tiene: 

q" = 0 R y” == g 
siendo para t= 0: 


X=0 , Y4=0 , 





Yo = Voos , Yo = vosen a. 
Una primera integración nos da, de- 
Fig. 356. terminando Cı y C: mediante las dos úl- 
timas condiciones iniciales: 
x’ = CG = wcosa , y! = — gt + C: = — gt + vsena. 


Integrando otra vez y aplicando las dos primeras condiciones inicia- 
les, se tienen las ecuaciones que dan la ley del movimiento: 
æ = (vocosa)t + Cs = vocosa.t 
Y — łgť + vosena.t + Ci = — bgt? + vsena.t 
Éstas son además ecuaciones paramétricas de la trayectoria. Elimi- 


nando el parámetro t se obtiene la ecuación de la trayectoria parabólica 
en la forma 


Ii 








y = — x? + xtga. 


2v cos? a 

2. Movimiento de los planetas. — Adoptando un sistema de coorde- 
nadas con origen en el sol (supuesto fijo), la fuerza que actúa sobre un 
planeta tiene módulo 

Mm y x Yy z 

P= ka y cosenos directores  — A A 
(k: constante de gravitación; M: masa del sol; m: masa del planeta, 
x, Y, Zz: sus coordenadas funciones del tiempo t; r: su distancia al sol). 
Entonces las ecuaciones de la dinámica nos dan: 


g” = — kM -r sy” =— kM Žr 5 2 =— kM ee 
De las dos primeras resulta: 
ay" — ya” =0 = 
y como p (xy — yx’) = xy” — yx” se tiene 
[109-24] ay — yx = G , 
y análogamente 
ye —2ey4 = C: , zæ —ux = Co. 


De aquí resulta Ca x + Cay + Cız = 0 con lo que: el planeta se mueve 
en un plano que pasa por el sol. 


Tomando (x,y) como plano del movimiento, [109-24] nos dice que la 
velocidad areolar A respecto del sol es constante (ley de las áreas de 
KEPLER). En efecto 
si sl L 

AA dt T7 dt s ` 2 E 

Utilizando coordenadas polares r=r(t), «q=«(t), y letras acen- 

tuadas para indicar derivación respceto de t, de [109-25] se obtiene 
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dr dr A (1/1) 
Cd T do? 
"n _—_ d4(1/r) A Cf? a*(1/r) 
r” = — C de” P qa de* d 


Si el punto P(t) de la trayectoria se expresa en forma vectorial ex- 
otencial P(t)=re’?, el vector derivado será P'(t)= re? t roieY, 
conde el primer término da la componente radial y el segundo la perpen- 
dicular a ésta. Volviendo a derivar 
P(t) = (1 — ro) e? +4 (2rp + ro Yi, 


cl primer paréntesis del segundo miembro da la componente radial de la 
aceleración 





A ro”? = C? 1/7 p 
r = p = r? dq? q 


que debe coincidir, por la lcy de NEWTON, con —kM/»”. 
Si introducimos la constante p = C/(kM), resulta así: 
TS 1 
d? — p r? 
que integrada da: 
ADE ae a 
2 dop NN r — 2p 
con la constante de integración adecuadamente expresada. 
Si la anterior se escribe, separando variables, 


AlI/rY 
e d 
E A (— +y 
P r p 
una inmediata cuadratura da para la trayectoria 


BG 
1 +ecos(p — qo) 
ccuación focal de una cónica de parámetro p y excentricidad e, en coorde- 


nadas polares. Por tanto, la trayectoria del planeta es una cónica con el 
foco en el sol (KEPLER). 


EJERCICIOS 


1. Hallar el sistema de ecuaciones diferenciales de la familia de cir- 
cunferencias (a, b, c constantes dadas) : 
ar+byrceez=za , “+ygoz=P. 
2. Hallar los sistemas de ecuaciones diferenciales de las siguientes 
familias de curvas, e integrarlos: 
19) 2=ax, z= by*; 
20) La radiación de rectas de centro (£o, Yo, Zo). 


€ 


3, a) Probar que las curvas ortogonales a una familia de superficies 
(ey, 7):= UC satisfacen al sistema de ecuaciones dx/T', = dy/F, = dz/F,; 

b) Hallar los sistemas de ecuaciones de las trayectorias ortogonales 
de: bi) Las esferns con centro en el origen; b,) Los paraboloides z = a? + 
K Cu, da) Las esferas de radio I ceon centro en el eje zr. 
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4. Resolver los sistemas: 
a) (dx) /y =(dy) / (í—x) = (dz) /3; 
b) (dx) / (22) = (dy) / (yz) =(d2) / (4ry) ; 
c) yY+1=0, 2 =xsenlx + y). 


5. Hallar la superficie engendrada por las curvas integrales del sis- 
tema (dx) / (yz) = (dy) / (x2) (dz) /(4xry) que cortan a la elipse iy? + 
+ =1, =0, 


6. Resolver el sistema 3y' +2y +2'=1, y + 42 4+32z—0, con las 
condiciones iniciales y =z = 0 para x=0. 


7. Resolver: 2y’ + z' + 5y +z = ebx, 3y + 22 + 9y +z = — 2e3r. 
8. Resolver: y’ — 2z + 3y = 12 — 3ez, 2 + 5z + y = Tes — 27. 


9. Hallar el sistema de ecuaciones diferenciales de todas las circun- 
ferencias situadas en planos paralelos al xy. 


10. Resolver el sistema: y” = 2y + 3z, z” = 2y + z, siendo para 
x= 0: y=5, y=7, z= 0, z7 =8. 


11. Resolver el sistema: y” + z’ — 2z = 0, z” + y’ — 2y =0. 
12. Resolver: y” + 5y + z = cos 2x, z” —y +832: =). 


13. Un bombardero vuela horizontalmente con velocidad v a la al- 
tura h, ¿A qué distancia de la vertical del objetivo debe soltar una 
bomba? 


14. En el problema del tiro en el vacío, hallar la mayor altura h 
y el alcance horizontal OH del proyectil; probar que éste es máximo para 
inclinación o. = 450 y calcular el máximo, 


15. Con referencia al ejercicio anterior, probar que variando la in- 
clinación del cañón: a) Los puntos no alcanzables son los exteriores a 
una parábola (parábola de seguridad) envolvente de las parábolas de 
tiro, y hallar su ecuación; b) El lugar de los vértices de las parábolas 
de tiro es una elipse, dar su ecuación. 


16. En un cometa de órbita hiperbólica, expresar la velocidad v en 
función del radio vector r conociendo la masa M del sol, su distancia d 
a las asíntotas y la constante de áreas a, 


NOTAS AL CAPÍTULO XXVII 


I. Ecuaciones y funciones de Bessel. — a) La ecuación diferencial 
de BESSEL. — Hemos visto (§ 107-6, nota 2) que la resolución de ecua- 
ciones diferenciales conduce a definir nuevas funciones. Entre las funcio- 
nes especiales de este tipo, que se presentan con frecuencia en las aplica- 
ciones están las funciones de BESSEL o soluciones de la ecuación dijerencial 
de BESSEL (considerada por F. W., BESSEL en 1824, en el estudio de las 
órbitas de los planetas y sus perturbaciones por el movimiento del sol): 


XXVI-1] y” + =- y + (1 — E) =0 , r real > 0. 


Para cada valor del parámetro r se obtiene una' ecuación diferencial *. 





* Para r=—0, se tiene la ecuación diferencial considernda por primera vez por 
DANIEL BERNOULLI en 1733, al estudiar pequeñas oscilaciones de una cadena pesada, de 
densidad uniforme. 
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Un sistema fundamental de soluciones es el formado por las llamadas 
funciones de BESSEL de orden r: una finita para x—0, se llama de pri- 
mera especie, otra infinita para x = 0, de segunda especie. 


b) Funciones de BESSEL de primera especie. — El método de coefi- 
cientes indeterminados ($ 107, a) puede aplicarse a una solución de 
[XXVII-1] en forma de serie de potencias, sólo si r es entero; de lo con- 
trario puede aplicarse a una solución de la forma 


[XXVII-2] y = x” (ao + ax + tx? p ...)= P p h p a a, 


con 4,740. Al reemplazar en [XXVII-1] resulta, anulando el coeficiente 
del término de menor grado, en a”*; 


plíp—1)% + pOr — 4 = (pp —r)a = 0 
de donde 
[XXVII-3] p="r ó p= —r. 


Consideremos primero el caso p= ”. Resulta entonces, anulando los 
demás coeficientes al reemplazar en [XXVII-1]: 


[XX VII-4] [(r—1)—r]a =0 
[XXVII-5] [(r +h)?—rY]a, + dar = 0, = 2,3, 4,... 
De [XXVII-4], por ser r >0, sigue a, — 0, y entonces por [XXVII-5]: 


la = s = ... = ln = +... =0, Los coeficientes de subíndice par se ob- 
tienen sucesivamente por [XXVII-5] a partir de un valor fijado para a: 


z= — 2 e E e Es 
a =— aer pa) ? “ET dra) 
Qo 
= 24r} @r+4) ” 
(—1)" do Pa (—1) aT (r+ 1) 





27k TrA k41) ” 
La función de BESSEL J,(x) se obtiene eligiendo 
l 
a 
Resulta, entonces, por reemplazo en [XXVII-2] 














un gor +ak 
oy ss dar = Y (1)? —_—_ > 
|IXXVII-6] J, (2) =,E 1) ae Fk E 1) 
m (—1) (0/2) > 
= ; T ">20. 
¡rn O 
lin particular es 
, x? yt q? q? 
INXVII-6,] Jo(x*)= 1— 92 + 2:(21)* za 2°(3!)? + 2°(4!)? 

c) Funciones de BESSEL de segunda especie. — La ecuación diferen- 
cial [XXVII-1] no altera cambiando r por —r, de modo que al considerar 
el atro caso de [XXVII-3]: p =—r, se obtiene análogamente la solución 

% pe P q r+ak j 0 i 
ey A Nc Po Es : ; o entero, 
l? XVII 7] J vla AD 1) Q-risk kr +k + 1) , > , n l 


"olo ello suponiendo r no entero, pres en caso contrario se anula el 
deonomiindor de «y pra de suficientemente grande, Tn el enso r no en- 


244 XXVII. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR C. XXVII -I 


terc, es inmediato ver que las funciones [XXVII-6] y [XXVII-7] son li- 
nealmente independientes, y entonces 


[XXVII-8] y = CJ, (£) + CJ--(2) , (r no entero) 


es la solución general de [XXVII-1]. 

Para r =n entero, teniendo presente que la función E se anula 
(Cap. XXIX, nota VII) para x=0, —1, —2, —3, .., la serie 
[XXVII-7] comienza con k=m, y se obtiene “fácilmente con “el cambio de 
índice h=k——n, la relación 


[XX VII-9] J-n(x) = (—1)"J (x) , (n entero). 


El problema de hallar una solución de [XXVII-1], linealmente inde- 
pendiente de [XXVII-6] cuando r=259 es entero, puede resolverse por el 
método de § 107-5. En efecto, la sustitución 


[XXVII-10] y = Jal). w 
conduce a la ecuación de primer orden en w =v: 


J(e) -S + | en. (2) + so jaz , 


que se resuelve por separación de variables, dando 
Co A E m 
vo) = -y > ws f v(t)dt + Ci = Ci + o f TD 
Se tiene entonces por [XXVII-10] 
[XXVII-11] = CJ, (2) + Canta) [7 a D , 


que expresa la solución general de la ecuación de BESSEL como combina- 
ción lineal de dos soluciones particulares, que son linzalmente indepen- 
dientes, pues como veremos, la segunda: 


[XX VI1-12] Ja (2) J i T 


es infinita para x> 0. 
Por [XXVII-6] el integrando tiene un desarrollo en serie de la forma 


1 2 -2n-1 -2n -1 
na = bot + bit H e. F Ont” p 


La primitiva de esta serie comenzará con un término en t” y el 
término en t* da uno en lnt; por consiguiente la solución [XX VI11-121 
será de la forma 


[XXVII-13] y = cJr(x)lnx + e*(co+ar+cx+...). 


Conocida la forma [XXVII-13] de la segunda solución [XXVII-12], 
los coeficientes se calculan como en $ 107-6, a, por reemplazo en la ecua- 
ción. Limitémonos a indicar que se obtienen así, con una elección conve- 
niente de c y Co las funciones de BESSEL Y,(x) de segunda especie: 





[XXVIL-14] vi = -2 [y + In (32)]J, (2) — 
177 M-jD! g) = 
~ = J! 2 
1 N (1) T 2k+n 1 
E O (5) [1 + A 
1 1 0% 
Puah K Leto tia] , 


donde y es la constante de MULER ($ 22-23, b). 
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Se llama en general función de BESSEL de segunda especie a toda 
solución de la ecuación de BESSEL [XXVII-1] infinita para x =0. Un 
ejemplo es toda combinación lineal 


[XXVII-15] y = CJ. (x) + CY- (x) , (r> 0, entero o no). 


Por otra parte, la elección de las constantes ¢ y c es tal que 
[XXVII-14] verifica 


[XX VI11-16] Y.(x) = eos ri da de , To>0, ro entero; 
sen ra 


por consiguiente puede tomarse como forma normal de las funciones de 
BESSEL de segunda especie: 


Y,(x) para n=0, 1, 2,... 
[XAV U] [ J-,(%) para r >0 no entero. 

d) Funciones cilíndricas Z-(x); relación con la ecuación de LA- 
PLACE. — d,) Indicaremos con Z,(x) toda solución de [XXVII-1], o lo 
que es lo mismo, toda combinación lineal de las funciones de BESSEL de 
12 y 22 especie de orden r: 


= CJ,(x) + CoJ-r(1) , r >0 entero, 
= CJ,(x) + CY, (x) , Tr >0 no entero. 


d.) Las funciones Z, aparecen en ciertas soluciones de la ecuación de 
LAPLACE, uniformes, no periódicas en z y de la forma 
[XXVII-19] U = R(¢). L(A). Z(2) 


siendo q, A, z coordenadas cilíndricas (§ 84-3). La ecuación de LAPLACE 
se escribe entonces (§ 92-4, ejemplo 4): 


[XXVII-18] 2Z,(%) = f 





U = 1 ð RLZ 1 RLZ RLZ 0 
A a a a S 
y conduce a 

1 R Roped Lb a 0 


Busquemos soluciones con L”/L y Z”/Z constantes. Deberá ser 
[XXVII-21] L”/L = —m° (m entero), Z'"IZ =a >0 Are 
para que sea L=L(A) periódica con período 2x y Z = Z(z) aperiódica. 
Entonces: 

L = Acosml + Bsenmi , Z= Qe” + Ce” 
y se trata de buscar funciones armónicas de la forma 
[XXVII-22] U = R(ọ)(A cos mh. + B sen mà) (Cie* + C7). 


Reemplazando [XXVII-21] en [XXVII-20] se encuentra para R= 
=R(0) la ecuación diferencial 


dR dR 
-99 2 AS 2.2 2 SS 
[XXVII-28] o do? +. de + (“o — nm )R = 0 





que ceserita en la forma 
d'R dR 
XXVII-24 aq)? === a), == 2.—m]IR=0 
1 (00 gy + (00) a jaoy + 100)" m] 
y cotejada con [XXVII-1] muestra que tiene por solución general 
[XX VIT-25] R(Q) = Za (aQ). 
Como Ins funciones Ze son útiles en el problema de hallar soluciones 


do da ecuación de LAPLACE con valores prefijados en un cilindro circular 
recto, se suelen Hamar armónicas cilindricas (al. Zylinderfanktionen). 
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e) Algunas propiedades de las funciones de BESSEL. Funciones de 
HANKEL. — e) Derivando respecto de x en la ecuación de BESSEL de 
orden cero y” + x”°y'+y=0, resulta (y')” + æ>(y y) +(1—uw?)y' =0, 
que es la ecuación de BESSEL de orden 1 en y’ = dy/dx. Entonces 

y” = CJr(x) + CoYi(x) , 


y como y = CaJo(x) + C.Yo(x) de donde y' = C.J'o(x2) + CY o(x%), se ex- 
presan Jı, Yı como combinaciones lineales de J'e Y'. De los desarrollos 
en serie resulta 
[XXVIT-26] Jı(x) =— Jul) , Yi(x)= — Y o(x). 

e3) Funciones de orden mitad de um impar. — En este caso las fun- 
ciones de BESSEL se expresan como funciones elementales. Por ejemplo, 
para r=3 con la sustitución y =z/Væ, la ecuación [XXVII-1] da 
z” +z=0, de donde z=Acosx + Bsenx. Entonces y=(Acosx + 


+Bsenx)/Vx y de esta forma deben ser Jı/2(x) y J-1/:(x). De los 
desarrollos en serie resulta 





sen x cos x 
XXVI1-27] J; 2(x = mem , Jato) Z=Z — im 
ld Vina V Eno 
De [XXVII-16] sigue 
—1 ——COS % 
[XXVIL-28] Yara) = -cpi T) = — Jala(w) = HA + 


Análogamente, para r —(2n + 1)/2, las funciones J, y J-, son pro- 
ducto de (¿nx)"3 por combinaciones de sen x y cosx con coeficientes po- 
linomios en 1/x. Así: 





1 sen y 
Jsia (x) — e — — COS XL i 
V ing x E 
1 cosa ` 
J-s/:(£) = — == |] — senx — ——|. 
bax x 
ea) Comportumiento asintótico. Funciones de HANKEL. — El desarro- 


llo [XXVII-6] muestra que para x>0 es J.(x) del orden de x”. Se 
demuestra que para v —> œ valen las siguientes equivalencias ($ 24-3, 
Cs), casos particulares de resarrollos asintóticos que pueden verse en las 
obras citadas en nota IV, fT: 


J, (x) z c 
= (1ma)"+ 

a AI 

En algunas cuestiones las funciones de BESSEL (en la figura 357 se 
representan las de orden cero) se comportan en forma semejante a las 
funciones sinusoidales *. Serán igualmente semejantes a eiv y e-iz las 
combinaciones 
[XX VII-30]7 11,0 (2) =J. (x) + 1Y,(x) , HP (x) = J; (x) — ?1Y,(x) , 
ilamadas funciones de BESSEL de tercera especie o funciones de HANKEL 
da orden r. Para x —> œ es: 

ile — ir(r + 4)] e i trirta] 

ť, HP (x) ~ ——— n: 


[XXVII-29] oS ies ta(r + t)]. 


[XXVII-31] H,” (z) ~ 2 





1 


V iaw ¿na 


* Todas las gráficas de J,(x) é Y, (x) tienen aspecto de sinusoide amortiguada, 
todos los ceros son reales y simples y forman sucesión creciente aunque no progresión 
aritmética, pero las ondus tienen longitudes que se aproximan indefinidamnete n m. Ansi, 
el sexto cero 18,071 de J, dificre del séptimo cero 21,212 en 3,141. Todon los dennrrollos 
en series de poteneins tlenen radio infinito. 
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f) Funciones de BESSEL modificadas. — La solución de la ecuación 
diferencial 
[XXVII-32] ay” + xy — (xt + jy = 0 


es (cfr. [XXVII-23] con a = îi) Z,(ix). Como forma normal de la solu- 

ción finita para x > 0 ó función de BESSEL modificada de primera es- 

pecie de orden r tomaremos: 

[XXVII-33] I- (x) = iJ, (ix) 

donde el factor îi” tìene por objeto hacer que I. (x) sea real para œ real. 
La forma normal de la solución infinita para x > 0 ó función de 

BESSEL modificada de segunda especie de orden r se define gneralmente 

(cfr. [XXVII-16]) por: 


3x0 

[XXVII-34] K, (x) = a A [I--(x)— I- (x)] , 
pues si bien para 
r = n entero es 
I-a(x) también de 
primera especie, no En 
lo es en el límite 

para r—>mnm de 
K.(x), que se to- 
ma como “verdade- 
ro valor“ para 
completar la defi- 
nición [XXVII-34]. 


Para r> œ 
cstas funciones (en 
In figura 358, se 
representan con 
distintas escalas 
his de orden cero) 
ro comportan, sal- 
vo un faetoren z ?, 


AF 
5 | | 
- o 
7 
a 
a 


ELA 





Fiw. 358. 
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como exponenciales reales, Por ejemplo, es: 


L(x) — e/V2nx , Klx) ~ e* Va/ (2%). 


g) Notaciones. — Como las notaciones no son uniformes conviene 
relacionar entre sí las más usuales: 


gı) Las funciones de BESSEL de primera especie se definen e indican 
de la misma manera por casi todos los autores. 


Ya) Las funciones de BESSEL Y,(x) fueron introducidas e indicadas 
así por H. WEBER. JAHNKE-EMDE (citado en Cap. VII, nota II, d) las 
indica N,(x) — funciones de NEUMANN, y algunos autores alemanes lla- 
man así (siguiendo a HANKEL, 1869) a toda función de BESSEL de se- 
gunda especie. K. NEUMANN introdujo (1867) la solución de 2% especie 
que en nuestras notaciones es łnY,(x)—(y—ln2)J,(x), indicada por 
algunos autores como Mac LACHLAN (citado en nota 1V, 7) por Y.,(x) 
y por otros como WATSON (citado en nota IV, 7 y WHITTAKER y WAT- 
SON (citado en Cap. XI, nota IV, 2) por Y (x). En GRAY, MATHEWS 
y Mac ROBERT (citado en nota IV, 7) se indica con Y, la forma de 
NEUMANN de modo que nuestra Y, de WEBER es en su notación 
(2/7) Y, + (y —ln2)J.-. 


gə) Tampoco son unánimes ni las definiciones ni las notaciones para 
las funciones de BESSEL modificadas. Los autores alemanes (por ejemplo 
JAHNKE-EMDE) no usan la palabra modificada y las denotan por los 
segundos miembros de [XX VII-33] y 


[XXVII-35] K, (x) = bni™H,® (iæ) , 


considerándolas simplemente como funciones de BESSEL o de HANKEL (de 
argumento imaginario). 


II. Puntos singulares de ecuaciones diferenciales de primer orden. — 
Un punto P(xo yo) se llamará singular de la ecuación diferencial y'= 
= f(x,y), cuando por P no pasa ninguna curva integral, o bien por lo 
menos dos que no coindican en ningún entorno de P. En caso contrario 
el punto P se llama regular, tal ocurre por ejemplo ($ 104-4, a) cuando 
f(x,y) cumple en P la condición de LIPSCHITZ. 

En especial, son puntos singulares de la ecuación diferencial 


P (x, y) du + Q(z, y)dy =-0 


las intersecciones de las curvas P(x,y)=0, Q(x,y)=0. Si x=y=0 
es una de ellas, y suponemos P(x,y) y Q(x,y) desarrollables en series 
de potencias de x é y, la ecuación anterior puede aproximarse por la 
ecuación diferencial 


dy _ Maq dy 
[XX VII-36] TA EE con dambi—abj0 , 


a cuyo estudio nos limitaremos en a), señalando casos más generales 
en b) 


a) La ecuación [XXVII-36] puede escribirse 
de/ (a. + bxy) = dy/ (ax + bzy) = dt , 
obteniéndose así el sistema 


[XXVII] E = aetb , J = as + bw. 
La ecuación característica (§ 109-2, c) es 
[XXVII-38] (aı— r} (bz — r) — bas = 0 , 


y pueden presentarse los siguientes casos: 
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a) Raíces rı fa reales y del mismo signo, — Si r, 4 ra las curvas 
integrales son (cfr. $ 109-2, c): 
[XX VII-39] æ = Coent + Cza2€"at , y = C,Bier1! + Cage”? 
siendo C, constantes arbtirarias y «ai, B; constantes dadas con af: — 
— aß 40. 
Si rı = ra= ħĝ (aa + ba), se obtienen, si b,40, las soluciones 
f x= 2b,erit f x 2b,terit ` 


y = (ba—ayjent > Y [(bs— a)t + 2]ent 


MA 


y entonces la solución general es 
[XX VvII-40] x = (2Cib,1t + 2C2b,) er1! 
y = [C: (ba — a) t + 2C, + Ca(b: — a1) Jer. 


En el mismo caso r, = r, se tiene si bı = 0, rı = a = ba y el sistema 
[XXVII-37] cuya primera ecuación es eliminante, tiene la solución 


[XXVII-41] uE C,etit , y = (Crast + Ca) eut, 


En las tres circunstancias estudiadas, el punto de la curva integral 
tiende hacia el origen cuando t—>(—sgr:)œ. La tangente en el origen 
es la misma para todas las curvas integrales menos una (por ejemplo, 
la correspondiente a Cı=0 en [XXVII-39] si es |ri] > |r|). Esto no 
ocurre en cambio en el caso [XX VII-41] si además az= 0, pues entonces 
las curvas integrales son las rectas por el origen y/x = Ca/C1. El punto 
singular se llama nodo (al. Knotenpunkt; in. node = nodal point; fr. 
neud), nodo cualquiera en la primera alternativa general (fig. 359) y 
nodo isotropo en la segunda excepcional (fig. 360). 





E 
Fig. 359. — Nodo cualquiera. Fig. 360. — Nodo isotropo. Tig. 361. — Punto de 
ensillacura. 
az) Raíces rı r: reales y de signos contrarios. — Las únicas curvas 


integrales que pasan por el origen son las rectas y —(f:/0:)x, (¿=1,2), 
quo resultan de [XXVII-39] para C,=0 y C.—0 respectivamente y son 
distintas por ser 0. —a»1 7 0. Las otras curvas integrales tienen la 
disposición indicada en la figura 359, con las rectas y —(f/0:)x% por 
asíntotas. Considerándolas como curvas de nivel de una superficie, ésta 
tiene el aspecto de una silla de montar o del paso entre dos montañas. 
11 punto singular (fig. 361) se llama punto de ensilladura (al. Sattel- 
punkt; ìn. saddle-potnt; fr. col). 


(ta) Raíces imaginarias a + bi. — Si es a=0, las curvas integrales 
[XXVII1-37], que pueden escribirse en la forma 
« = C(a'cosbt— a” sen bt)  ; = C(f' cos bt + f” senbt) , 


son clipses homotéticas con centro en el origen. Éste se llama centro 
(liz. 362) o punto vorticoso (Wirbelpunkt; vortex point, centre). 
Si es a / 0, las ccuaciones [XXVII-39] pucden llevarse a la forma 


ro. Coral cos bt pasen dt). ; y = Co*%(fl cos bt 4. Pasen bt), 
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y cada punto M de la curva integral resulta del punto P de la elipse 
anterior situado en el mismo radio vector poniendo OM = e“OP. Las 
curvas integrales se arrollan alrededor del origen, que es punto asintó- 


Fig. 362. — Centro. Fig. 363. — Foco. Fig. 364. — Ciclo límite. 





tico para t—>(—sg a) oo; si las elipses son circunferencias, se tienen es- 
pirales logarítmicas. El punto singular (fig. 363) se llama punto espiral 
o foco (Strudelpunkt; spiral point; foyer). 


b) En el caso más general de la ecuación 


dy _ aw +by+ele y) 
[XXVII-42] de " ax + by + f(x,y) 


con Qb: — ab: Æ 0 y f(x,y), g(x,y) funciones continuas que verifican: 
19) una condición de LIPSCHITZ en un círculo con centro el origen, 
29) f(%,y)= 0(le] + lyl), el=,y)=0(lx] + lvl); se presentan, en otro 
orden, casos que designaremos con los mismos nombres anteriores porque 
las curvas integrales presentan el mismo comportamiento cualitativo [en 
un nodo cualquiera la recta r (fig. 359) se reemplaza por un nuevo haz 
de curvas tangentes entre sí; en un nodo isótropo se tienen curvas con 
tangente variable en el origen; para un centro no se tienen elipses, pero 
sí curvas cerradas alrededor del origen, ete]. 


El caso análogo a as) puede dar lugar a una singularidad cualitati- 
vamente diferente de las anteriores. Las curvas integrales al dar vueltas 
alrededor del origen pueden ni cerrarse (como en un centro), ni tener el 
origen como punto asintótico (como en un foco), sino tener como asín- 
tota una curva cerrada, simple y continua, que rodea el origen (fig. 362). 
Esta curva, que corta una sola vez a cada semirrecta que parte del ori- 
gen, y es también curva integral, se llama ciclo límite. La existencia de 
un ciclo límite da lugar a diversos casos según lo que acontezca en el 
recinto D que limita (fig. 364). 





b,) Existe en D un punto M tal que la curva integral por él tiene el 
origen como punto asintótico. El origen es entonces un foco; 


bz) Existe en D un punto M tal que la curva integral que pasa por 
él es cerrada y limita un recinto D' donde todas las curvas integrales son 
cerradas, El origen es entonces un centro; 


b,) No se presenta ninguno de los casos anteriores, y existen en D 
infinitas curvas integrales cerradas T, e infinitas curvas integrales no 
cerradas que tienen por asíntotas un número infinito de curvas l', las que 
son entonces nuevos ciclos límites que convergen hacia el origen O, en- 
tonces éste se llama centro impropio o no verdadero. En virtud de un 
teorema de BENDIXSON, este caso ba no puede presentarse si las funcio- 
nes f(x,y), g(x,y) son analíticas ($ 114). 
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III. Problemas de contorno del tipo de Sturm-Liouville. — a) Pro- 
blemas lineales. — Hemos estudiado con detenimiento las ecuaciones y 
sistemas de ecuaciones lineales ($8 107 a 109), y la estructura lineal del 
conjunto de soluciones ($8 107-1 y 3, 109-2). La determinación de aque- 
llas soluciones que cumplan no ya ciertas condiciones iniciales, sino de 
contorno (condiciones en los extremos de un intervalo), conduce, en los 
casos más importantes para las aplicaciones, al concepto de problema lineal 
(homogéneo o no homogéneo) que, por presentarse en diversos capítulos 
del Análisis como expresiones matemáticas distintas de una misma estruc- 
tura abstracta, conviene formular en la siguiente forma general: 


Der. 1. Problema lineal homogéneo es la determinación de un ele- 
mento y de un espacio vectorial o lineal E (sobre un cuerpo R de esca- 
lares. por ejemplo números reales, Cap. II, nota III, b; Cap. XVII, 
nota I), mediante ciertas condiciones, cuyo conjunto designaremos por I', 
tales que: 


19) Si y verifica T, también cy, (ce R); 


29) Si y, é y. verifican T, también y. +y». 
Como consecuencia, toda combinación lineal C,y, + Cy: satisface a T. 


En los tipos más importantes, y es una función o conjunto de fun- 
ciones uy, y las condiciones englobadas bajo el símbolo F vienen expre- 
sadas por ecuaciones funcionales lineales homogéneas L,[u,] =0, y al- 
gebraicas lineales homogéneas 1:(u; w;)=0, que ligan los valores de 
uj, w’; en el contorno. 


Se tiene un problema lineal no homogéneo cuando estas ecuaciones 
son en cambio del tipo: Li[u;] =h (x), li (u; ws)= ki, cuyos segundos 
miembros son funciones conocidas h:(x) y números conocidos k;, no to- 
dos nulos. 

Las y pueden ser vectores de E,, o sea conjuntos de n números rea- 
les, como en los sistemas lineales algebraicos, o pueden ser funciones de 
una variable, como en las ecuaciones diferenciales ordinarias, o en las 
ecuaciones integrales (Apéndice 11), o funciones de varias variables, como 
en las ecuaciones en derivadas parciales (Cap. XXVIII). 

La condición lineal T puede ser de tipos muy diversos, que abarcan 
multitud de problemas físicos y de algoritmos matemáticos. He aquí los 
tres tipos más importantes de problemas lineales: 


I) Si las y son vectores de E,, un sistema de ecuaciones algebraicas 
lineales homogéneas o no homogéneas, define por sí solo un problema 
lineal. 


II) Una ecuación diferencial lineal homogénea de segundo orden 
[XXVII-43] L(y) = t(x)y” + p(x)y' + qa(x)y =0 , 
no define por sí sola un problema lineal, aunque esta condición satisface 
a las exigencias 1°) y 2%) de Def. 1, pues necesita para la determinación 
de y condiciones complementarias. 

Si éstas son las condiciones iniciales y(a)= au, y(b)=f, (también 
Mamadas de CAUCHY), queda determinada y, pero el problema no es ho- 
mogéneo, salvo si a= ĵ = 0, caso trivial de solución y = 9. 

La novedad interesante aparece ya cuando las condiciones son de 
contorno, por ejemplo, y(a)=0, y(b)=0; el lector verá sin dificultad, 
partiendo de la expresión y = Cıyı + C:y> de la integral general, que 
debe ser 


|XXVI1-44] yı(a)y:(b) = yı (b)y:(a) , 


condición que podrá satisfacerse si la ceuación ticne un parámetro, como 
veremos en A). 
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III) Como límites de los sistemas lineales algebraicos: 


homogéneo no homogéneo 
AXXVI-45] Skrt: na 0 Skrt, = h, 


cuando la matriz Jk,.1 formada por n? números se Au utuye por una 
función continua k(r,s) definida en el cuadrado 0 <r <1, 0<s<1l, 
TERT las llamadas ecuaciones integrales de primera especie (Apén- 
ice II): 


homogénea no homəgénea 
1 1 
[XXVII-46] f k(r,s)x(s)ds = 0 i k(r,8)x(s)ds = h(r), 
0 0 


que por sí solas definen problemas lineales, sin condiciones complemen- 
tarias, 


b) Teorema de la alternativa, — Recordemos el teorema básico de los 
sistemas de ecuaciones lineales (§ 15-5), en forma tal que no exija el 
algoritmo de los determinantes, por no existir concepto análogo en los 
problemas de Análisis mencionados en II y III, haciendo así posible la 
generalización del teorema a estos y a otros problemas lineales sin tro- 
pezar con ese escollo, Con esta salvedad que algo menoscaba su alcance, 
el teorema de ROUCHÉ-FROBENJUS se resume así, después de observar que 
sólo cuando la característica h de la matriz del sistema iguala al nú- 
mero m de incógnitas, no puede aumentar al pasar a la matriz orlada: 


Dado un sistema de ecuaciones lineales y su correspondiente sistema 
homogéneo, sólo caben dos casos: 


CASO REGULAR: El sistema homogéneo carece de solución (fuera de la 
trivial y=...=Ym=0) y el sistema no homogéneo tiene solucion 
única; 


CASO SINGULAR: Si el sistema homogéneo tiene soluciones (no trivia- 
les), el no homogéneo no es determinado (en general incompatible, pero 
puede ser indeterminado). 


Llamando imposible al problema homogéneo cuando sólo admite so- 
lución trivial (cfr. $ 15-6), esta alternativa pucde esquematizarse así: 


Problema homogéneo Problema no homogénco 
imposible determinado 
posible imposible o indeterminado. 


Veremos (ca Cap. XXVIII, notas VI, a; IX, f; Ap. IIT — 2b) que esta 
alternativa subsiste en todos los problemas lineales que hemos de estudiar. 
En ellos conservaremos la nomenclatura introducida de casos regular y sin- 
gular, ete. En el caso singular, para que el problema no homogéneo sea posi- 
ble (y entonces indeterminado), los términos independientes de las incóg- 
nitas o de la función incógnita deben cumplir ciertas condiciones (en el caso 
algcbraico, deben verificar las relaciones lineales que ligan a los primeros 
miembros). 


Muchas importantes cuestiones físicas conducen a problemas homo- 
géneos de tipo regular, es decir, sin solución; pero eligiendo conveniente- 
mente un parámetro A, se logra hacerlos posibles (ver dı). Tales valores 
de à, cuyo cálculo es relativamente fácil en los sistemas alrebraicos I 
(8 63-5; Ap. 11-2), y muy difícil en los de tipo II y III, son los valores 
propios o autovalores, y las soluciones y, que determinan, se llaman funcio- 
nes propias o autofunciones. 


c) Problemas de contorno para ecuación diferencial sin parimetros. ---- 
cı) Problema homogéneo. — cn) Consideremos la ccnación lincal general 
de segundo orden [XXVII-43] con cocficientes funciones continuas de æ 
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en [a,b], y como condiciones de contorno en los extremos del intervalo 
Fa, b] adoptemos las más generales de tipo lineal homogéneo (a, Def. 1). 
Las clasificaremos así: 


Problemas puros de contorno: 
[XXVII-47] Tipo A. Ordenadas nulas: y(a)=0 , y(b)= 0. 
[XXVII-48] Tipo B. Pendientes nulas: y'(a)=0 , y'(b)= 0, 
Problemas mixtos de contorno: 
[XXVII-49] Tipo C: ay(a) + By'(a) =0, yy(b) + y (b) = 0. 
Formada la solución general mediante dos soluciones yı, Y», indepen- 
dientes, veamos si las condiciones [XXVII-49] determinan la integral: 
[XXVI1-50] y = Ciyilo) + Coyalo) , 
es decir, si están determinados los coeficientes Cı, C: por las ecuaciones: 


Gilay(a) + Byr (a)] + C[ays(a) + Bys (a)] = 0, 
[XXVII-51]  Cifyy(b) + òyr(b)] + Celyye(b) + òys(b)] = 0. 


Condición necesaria y suficiente es (§ 15-6) A = 0; siendo: 
$ ayı (a) + By (a) ay:(a) + By (a) 
- A ph] , , . 
EA mb) + öyr (b) 1y:(b) + òy: (b) 
En el tipo A esta condición es [XX VII-44], y en el tipo B: 
[XX VI1-53] yy (a)yo (b) = yx (b) ys (a). 


De otro modo: La razón de valores (o derivadas) de dos integrales inde- 
pendientes debe ser igual en ambos extremos. Para el caso general C, que 
comprende ambos, la conclusión es ésta: 


TEOR. 1. El problema lineal homogéneo de la ecuación de segundo 
orden [XXVII-43], con condición de contorno [XXVII-49], es, en gene- 
ral, imposible. Necesario y suficiente para que sea posible es A=0, y 
entonces hay una solución (salvo un factor numérico arbitrario), o lo 
son todas las de la ecuación. 

En el tipo A sucede esto último si y, é y. se anulan en a y b, pues 
entonces se anula en ellos toda y. En el tipo B, sì yi, ys, son nulas en 
a y b, también lo es toda y”. 


Ci) Discusión gráfica. — Para los tipos A y B es inmediata la dis- 
cusión sin cálculo ninguno. Las figuras 365 a 370 se refieren al tipo A. Por 





Fig. 365. F'”. 366. Fig. 367. 
œl soluciones. ł solución. 





Fig. B68. Fie. 360. Fig. 370. 
0 sulución. 0 nolución, 0 solución 6 1 nolución. 
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ejemplo en el caso de la fig. 366 toda solución del problema de contorno 
es Cayz(x) y entonces hay una (salvo un factor numérico constante). En 
la fig. 370 puede haber solución o no, pues las 
cuatro ordenadas extremas pueden o no verificar 
[XX VIT-44]. 

Análogamente se discute el tipo B y hay seis 
casos correlativos; el correspondiente a la fig. 366 
está ilustrado en la fig. 371. 





Ci) DEF. 2. En el problema de contorno co- 
Fig. 371. rrespondiente a un intervalo [a,b], un extremo 
1 solución. de éste (por ejemplo a) se llama regular o sin- 

gular según sea r(a) 406 r(a) =0. 

Si a es regular, en un semientorno de a se cumplen las condiciones 
del teor. 1 de $ 107-1, y entonces hay una integral con valores prefijados 
y(a), y'(a), y sólo una. Lo mismo para el cxtremo b. 

Obsérvese que en el tipo A de problema lineal, los casos en que todas 
las integrales se anulan en un extremo (p. ej. a, figs. a, b, c), exigen 
que éste sea singular, pues de lo contrario habría una integral con valo- 
res prefijados y(a)%0, y'(a)=0. Lo mismo en el tipo B si todas las 
integrales tienen y'(a)= 0, pues si a fuera regular se podría elegir una 
integral con y'(a) 4 0, 

c») Problema no homogéneo. Teorema de la alternativa. — Si en 
[XXVII-43] se pone en el segundo miembro una función conocida h(x) 
y en los segundos miembros de [XXVII-49] números conocidos y, », la 
integral general de la ecuación no homogénea será ($ 107-3): 

y = Ciyi(a) + Cy:(x) + z(x), 
donde z(x} es una integral particular cualquiera de dicha ecuación no 
homogénea; y al formar el sistema lineal [XXVII-51] aparecen en los 
segundos miembros los números conocidos: 
[XXVII-54] u — oz(a) — fz'(a) , r» — yz(b) — z (b). 


En el caso AX%0 (problema homogéneo imposible, cfr. b) resulta 
problema no homogéneo determinado; y en el caso A=0, es decir, de 
proporcionalidad de los corchetes en [XXVII-51], es condición necesaria 
y suficiente para que el problema no homogéneo sea posible, que esa razón 
sea la misma de los números [XXVII-54]. Si esos cuatro corchetes son 
nulos (sistema homogéneo indeterminado), también deben serlo los 
[XXVII-54], y toda integral satisface al problema de contorno. 


d) Ecuaciones con un parámetro. — d,) Autovalores y autofuncio- 
nes. Ortogonalidad. — Se logra que formen la derivada del producto 
r(x). y” los dos primeros términos de la ecuación general homogénea: 


[XXVII-55] y” + plx)y' + [u(x)+2v(%)]y =0, 


multiplicándola por la función r=r(x*x)>0 tal que rp="", o sea, 
Inr=P (primitiva de p), es decir r =e". 


La ecuación así obtenida es del tipo: 
[XXVII-56] [r(x)y 1" + [a(*)+ A0(x)1y = 0. 


Si agregamos las condiciones [XXVII-49] de contorno, el problema 
lincal se llama de tipo STURM-LIOVILLE (cfr, Cap. XXVIII, nota V, a). 


Si Ys Ya son dos soluciones correspondientes a los valores di, A»: 
[XX V11-57] Y) + (a+ h0a=0 , (ru) + (a +ou: = 0, 
restando después de multiplicar por y. é y, respectivamunte: 

Pelr) — miry) = Oa — di) , 
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pero el primer miembro es la derivada de 
yalryi) — Ylrya) = r(Yi Ya — YY), 
luego integrando en [a,b] resulta: 


b b 
[XXVII-58] r(Y Y2 — YY) a (A2 — à) f 0YYa de . 
a 


El primer miembro desarrollado es: 
r (b) [yr (b) ya(b)— yı(b)y: (b)] — r (a) [yr (a)y: (a)— yı (a)y? (&)] = 0, 


pues siendo y'/y constante en b, vale igual para y, como para y», luego 
es nulo el primer corchete, y análogamente el segundo. Como es 21 % da, 
resulta: 


TEOR. 2. Las autofunciones del problema de STURM-LIOUVILLE, co- 
rrespondientes a dos autovalores distintos, son ortogonales respecto del 
núcleo o ($ 97-8), es decir: 


b 
[XXVII-59] eri ytz)a = 0. 


TEOR. 3. Si algún extremo es regular (def. 2), los autovalores del 
problema de STURM-LIOUVILLE son simples. 


Pues si al valor 2 correspondiesen las soluciones independientes y1(%), 
y(x), toda solución y = Cı + C-yə satisfaría a la misma ecuación 
[XXVII-56] y a las dos condiciones [XXVII-49], lo que exigiría, como 
vimos en c», que ambos extremos fueran singulares. 


d:) Propiedades en el caso o(x)> 0. — Todo lo dicho vale para va- 
lores complejos % y sus correspondientes autofunciones, Si y, corresponde 
a ld y en [XXVIl-57] se pone la función conjugada y. y el número àz 
conjugado de à, es claro que también se satisfará la ecuación; luego, 
si un autovalor es complejo, también el número conjugado es autovalor, 
con autofunción conjugada de la primera, 


Pero si p(x)> 0, la ortogonalidad expresada por teor, 2 muestra que 
tales funciones propias conjugadas significan contradicción, pues siendo 
positivo y continuo el integrando, debe ser positiva la integral. Por tanto: 


TroR. 4. Los autovalores y autofunciones de todo problema de STURM- 
LIOUVILLE con q0(x)> 0, son todos reales. 


Desde ahora supondremos o(x) > 0, hipótesis que nada limita el al- 
cance de la teoría, pues esa función representa en las aplicaciones mag- 
nitudes esencialmente positivas: masa, densidad, .... Es obvio que el 
caso q(r)< 0 se reduce a éste cambiando el signo de r. El caso 0(x)=0 
queda excluído. 

Dividiendo cada y, por la raíz cuadrada de su norma respecto del 
núcleo e, Soy de > 0, resultan autofunciones q. (xw) que forman un sis- 
tema ortonormal respecto de dicho núcleo en fa, b]: 


b 
[XXVII-60] f Dada 


TEOR. 5. Si q(x)< 0, r(x)> 0, los autovalores ) son todos positivos. 
Si es q(x)=0, caso el más importante, y suponemos que las auto- 
funciones «p están normalizadas, cada autovalor ) puede expresarse así: 


b b b b 
hs Af op" dx = — f (rg) 'pdx = — ro'p + S ro” dg, 
e/a «/Q a a 





y como rp'p=0 en a y b (tipos A y B) y es r(x)>0, resulta 1 >0. 
En el caso q(x)< 0 aparece en el integrando un nuevo término 
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—qq* > 0 que produce un sumando positivo, y la conclusiín subsiste. 
También en el tipo C. 


e) Desarrollos en serie de autofunciones. — Por analogía con lo 
visto en $ 97 cabe preguntarse si, en general, en un problema lineal de 
STURM-LIOUVILLE (d), con autofunciones q.(w) que suponemos norma- 
lizadas, toda función derivable f(x) que cumpla esas mismas condiciones 
[XXVII-49] de contorno será desarrollable en serie unif.rinemente con- 
vergente en [a,b], del tipo: 


f(x) = aprla) + Capel) + ... d Capa) +... 


La respuesta es afirmativa; omitimos la complicada demostración li- 
mitándonos a observar que la ortogonalidad de las funciones «q, respecto 
de Qe permite demostrar que tal desarrollo, si es legítimo, está unívoca- 
mente determinado, siendo (cfr. $ 97-1): 


a 
ca = Í o(x)f(2)9.(1) dx. 
.b 
IV. Bibliografía. — 1. La mayor parte de los cursos y tratados ge- 


nerales de Análisis matemático traen capítulos sobre la teoría de las ecua- 
ciones diferenciales. En particular, contienen excelentes exposiciones del 
tema, con gran amplitud y abarcando ecuaciones diferenciales ordinarias 
y en derivadas parciales los tratados (citados en Cap. VI, nota VI, 5) 
de GOURSAT (vols, II y III) y VALIRON (vol. II) y sobre ecuaciones or- 
dinarias el vol. III de SEvERI (citado en Cap. IV, nota III, 1). También 
traen secciones sobre ecuaciones diferenciales el volumen II de VAILÉE- 
PoussiN (citado en Cap. VI, nota VI, 4) y los tratados (citados en Cap. 
XVIII, nota III, 1) de DuscHEK (vol, III) y v. MANGOLDT (vol. TIT). 


2. Dan una adecuada introducción a la teoría general de las ecua- 
ciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales los dos breves 
manuales: 

G. HOHEISEL: Gewóhnliche Differentialgleichungen (W. de Gruyter, 
Berlín y Leipzig; 2* ed., 1930) ; 

G. HOoHEISsEL: Partielle Differentialgleichungen (W. de Gruyter, Ber- 
lín y Leipzig, 1928) ; 
complementados con la colección d> ejercicios: 

G. HOHEISEL: Aufyabensammiung zu den gewöhnlichen und partie- 
llen Differentialgleichungen (W. de Gruyter, Berlín y Leipzig, 1933). 

Breve introducción al estudio de tipos resolubles de ecuaciones dife- 
renciales es: 

K. H. WEISE: Gewóhnliche Differentialgleichungen (Wolfenbútteler 
Verlag., Hannover, 1948). 

Exposición clara y rigurosa sobre ecuaciones diferenciales ordina- 
rias, especialmente indicada para los lectores interesados en el tema por 
sus aplicaciones a la física y a la ingeniería, da el primero de los pres- 
tigiosos libros: 

J. HORN: Gewóhnliche Differentialgleichungen (W. de Gruyter, Ber- 
lín; 52 ed., 1948); 

J. HorN: Partielle Differentialgleichungen (W. de Gruyter, Berlin; 
43 ed., 1949). 

En el marco de un volumen de 400 páginas contiene lo más esencial 
de los conocimientos modernos sobre ecuaciones diferenciales ordinarias 
y en derivadas parciales la magnífica obra: 

L. BIEBERBACH: Theorie der Differentialgleichungen (Springer, Ber- 
lín, 1930; reimpreso por Dover, Nueva York, 1944). 

Orientado hacia el campo real y también sobre ecuaciones ordinarias 
y en derivadas parciales es el valioso y profundo libro, de gran precisión 
y rigor, conteniendo interesantes ejemplos y ejercicios con respuestas al 
final: 
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E. KAMKE: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Akademische 
o Leipzig, 1930; reproducción fotográfica: Chelsea, Nueva York, 
1947). 
` También al campo real se refiere: 

L. BIEBERBACH: Einführung in die Theorie der Differentialgleichun- 
gen in reellen Gebiet (Springer, Berlín, 1956). 

Fué clásico en Inglaterra el libro útil para integración de muchos 
tipos de ecuaciones diferenciales, pero actualmente superado por otros 
textos: 

A. R. FORSYTH: A treatise on differential equations (Macmillan, Lon- 
dres; 6? ed., 1929; reimpreso en 1933 y 1943), 
que puede considerarse como introducción a la obra en 4 volúmenes: 

A. R. ForsYTH: Theory of differential equations (Cambridge Univ. 
Press, 1906). 

Tratado general destinado a servir de libro de texto para estudiantes 
de ciencias puras y aplicadas que no pretende agotar ningún tema, sino 
sólo orientar al lector, conteniendo ecuaciones diferenciales ordinarias y 
en derivadas parciales de 1% y 2% orden, ccuaciones integrales y cálculo 
de variaciones es: 

D. Marín Toyos: Ecuaciones diferenciales (3% ed., V. Suárez, Ma- 
drid, 1950). 

Excelente y claro, de nivel elemental pero con enfoque preciso de sus 
temas es: 

L. R. Forn: Differential equations (McGraw-Hill, Nueva York; 12 
ed., 4% impr., 1933). 

Aunque con limitado rigor lógico, trata en forma completa y madura 
los temas incluídos sobre ecuaciones diferenciales ordinarias y en deriva- 
das parciales, cálculo de variaciones y funciones de BESSEL, el libro ade- 
cuado para ingenieros, con referencias bibliográficas en cada capítulo e 
interesantes ejemplos pero sin ejercicios: 

CH. BLANC: Les équations différentielles de la technique (Éditions 
du Griffon, Neuchâtel; Dunod, París, 1947). 

i También dirigido a técnicos, en tratamiento correcto, breve y asequi- 
ble, está 

P. PuIG ADAM: Curso de Análisis matemático para Ingenieros: I. 
Cálculo integral (2% ed.; 1954); II, Ecuaciones diferenciales (1955); 
(Biblioteca matem, JRP-PPA, Madrid). 

Las ecuaciones analíticas son estudiadas con originalidad por: 

B. Levi: Sistemas de ecuaciones analíticas en términos finitos, dife- 
renciales y en derivadas parciales (Univ. del Litoral, Rosario, 1944). 


3. De rico contenido siguiendo moldes clásicos, sobre ecuaciones di- 
ferenciales ordinarias en los campos real y complejo, es la obra con nu- 
merosos ejemplos y ejercicios que amplían el texto: 

E. L. INCE: Ordinary differential equations (Longmans-Green, Lon- 
dres, 1927; reproducido por Dover, Nueva York, 1944), 

Valioso tratado, escrito con mucho cuidado y precisión, sobre ecua- 
ciones diferenciales ordinarias en el campo real, orientado hacia la teoría 
general pero con secciones dedicadas a algunas ce las ecuaciones de im- 
portancia en la física matemática, es el libro que presta esp:cial atención 
a los problemas de contorno y contiene acertadas referencias: 

G. SANSONE: Equazioni differenziali nel campo reale (Zanichelli, Bo- 
lonia; vol, I, 1948; vol. II, 1949). 

Una exposición clara y bien planeada sobre iemas de la teoría de 
cenaciones diferenciales ordinarias, con énfasis sobre funciones especiales 
cuyas propiedades se estudian partiendo de las ecuaciones difercnciales, 
y que aunque no contiene problemas trae numerosas aplicaciones muy 
ilustrativas a las ccuaciones que se presentan en la Física matemítica, 
es el libro de orientación moderna: 

P, G. Tricomt: Equazioni differenziali (Einaudi, Torino; 2% ced. 
1053). 
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Una adecuada exposición sobre ecuaciones diferenciales ordinarias y 
sistemas, con un apéndice sobre ecuaciones en derivadas parciales de pri- 
mer orden, es la obra traducida del ruso (4? ed., 1952): 

I. G. PETROWSKI: Vorlesungen über die Theorie der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen (Teubner, Leipzig, 1954). 

Orientado hacia los temas de la teoría de ecuaciones diferenciales 
ordinarias que pueden tratarse usando métodos e ideas de la teoría de 
funciones analíticas, está el excelente libro que junto con material clásico 
contiene cuestiones que no se encuentran en otros textos: 

L. BIEBERBACH: Theorie der gewóhnlichen Differentialgleichungen auf 
funktionentheoretischer Grundlage dargestellt (Springer, Berlín, 1953). 

Caracterizado por la presentación elegante y lúcida aunque breve por 
el uso exclusivo de notaciones con vectores y matrices, conteniendo nu- 
merosos temas de interés actual, tales como comportamiento asintótico de 
sistemas lincales y no-lineales, problemas de contorno, estabilidad, per- 
turbaciones y teoría de POINCARÉ-BENDIXSON, es el excelente libro con 
numerosos ejercicios muchos de los cuales amplían el texto, e indicaciones 
para su resolución: 

E. A. CODDINGTON y N. LEVINSON: Theory of ordinary differential 
equations (McGraw-Hill, Nueva York, 1955). 


4. Notable tanto por la riqueza de su contenido que la hace de gran 
utilidad para ingenieros, físicos y matemáticos, como por el cuidado y 
precisión con que ha sido escrita, es la voluminosa obra en varios tomos 
de los cuales el primero, sobre ecuaciones ordinarias, se divide en tres 
partes, consistiendo la primera en los métodos generales aplicables para 
resolver una ecuación diferencial o para estudiar las propiedades de sus 
soluciones, la segunda en problemas de contorno y valores propios y la 
tercera de una tabla de soluciones de unas 1600 ecuaciones diferenciales: 

E. KAMKE: Differentialgleichungen, Lósungsmethoden und Lösungen. 
Band 1. Gewóhnliche Differentialgleichungen (Akademische Verlag., Leip- 
zig; 3% ed., 1944). Band II. Partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung für eine gesuchte Funktion (Akad. Verlag., Leipzig, 1944; 
Edwards, Ann Arbor, 1946). 


5. Sobre resolución numérica de ecuaciones diferenciales tratan: 

H. Levy y E. A. BAGGOTT: Numerical solutions of differential equa- 
tions (Dover, Nueva York, 1950), originariamente editada en 1934 por 
Watts, Londres, con el titulo: Numerical studies in differential equations; 

H. von SANDEN: Praxis der Differentialgleichungen. Eine Eiführung 
(W. de Gruyter, Berlín, 4% ed., 1955). 

Más reciente es el tratamiento elemental de técnicas modernas y ex- 
celente fuente de información para resolución numérica de las ecuaciones 
ordinarias y en derivadas parciales 

W. E. MILNE: Numerical solution of differential equations (Wiley, 
Nueva York, 1953). 

Pero el tratamiento más completo publicado hasta hoy sobre resolu- 
ción numérica de ecuaciones diferenciales, con discusión detenida del fun- 
damento teórico de cada procedimiento descripto, cuidadosa atención al 
contralor de los cálculos, con interesantes ejemplos numéricos elaborados 
en forma completa, es la magnífica obra: 

L. COLLATZ: Numerische Behandlung von Differentialgleichungen 
(Springer, Berlín; 2% ed., 1955). 

Sobre métodos numéricos en problemas de contorno para ecuaciones 
ordinarias y en derivadas parciales, y problemas de valores propios, trata 
el libro de COLLATZ citado en Cap. XVII, nota V, 6. 


6. Sobre teoremas de existencia y unicidad de ecuaciones y sistemas 
de ecuaciones diferenciales, y propiedades de las soluciones, trata: 

F. MURRAY y K. S. MILER: Existence theorema for ordinavy diffe- 
rential equations (New York Univ. Press, Nucva York, 1954). 
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Incluye un capítulo sobre teoremas de existencia, continuidad y ana- 
liticidad de las soluciones, tratándose también el caso de sistemas con 
parámetros, la obra de orientación moderna, con uso sistemático de la 
terminología y propiedades de espacios vectoriales, matrices, ecuaciones 
diferenciales de matrices, etc., que permite al autor. operar en situaciones 
muy generales sin complicar indebidamente el simbolismo: 

S. LEFSCHETZ: Lectures on differential equations (Annals of Math. 
Studies, n? 14; Princeton Univ. Press, 1946). 

Dedicada a estudiar el comportamiento de las soluciones de ecuacio- 
nes diferenciales en el campo real cuando la variable independiente tiende 
a infinito, destacando muy bien los métodos y técnicas por sobre el cú- 
mulo de resultados conocidos, está la obra escrita en lúcido y atractivo 
estilo, con numerosos ejercicios y referencias: 

R. BELLMAN: Stability theory of differential equations (McGraw- 
Hill, Nueva York, 1953). 

Del mismo autor es: 

R. BELLMAN: A survey of the theory of the boundedness, stability, 
and asymptotic behaviour of solutions of linear and nonlinear differ ential 
and difference equations (Office of Naval Research, Washington, 1949). 


7. Sobre funciones de BESSEL y funciones conexas tratan extensa- 
mente algunos tratados generales ya citados, en especial WHITTAKER y 
WATSON (citado en Cap. XI, nota IV, 2) y con orientación más moderna 
el volumen 2 de ERDÉLYI, MAGNUS, OBERHETTINGER y TRrICOMI (citado en 
Cap. XV, nota III, 3). También tratan este tema COURANT y HILBERT 
(citado en Cap. XVI, nota IV, 4), VALIRON (citado en Cap. VI, nota 
VI, 5), y con aplicaciones. y desarrollos de FOURIER-BESSEL, MAc ROBERT 
(citado en Cap. XXIII, nota V, 6). 

Las funciones de BESSEL y sus aplicaciones se tratan en la obra de 
orientación moderna sobre variadas cuestiones de Matemática que encuen- 
tren aplicación en la Física: 

H. JEFFREYS y B. S. JEFFREYS: Methods of mathematical physics 
(Univ. Cambridge; 2% ed., 1950); 

y se introducen por sus representaciones integrales que pueden interpre- 
tarse como la generación de ondas cilíndricas mediante superposición de 
ondas planas, en el libro que enfoca los temas tratados desde el punto 
de vista del físico, pero resulta muy adecuado en su aspecto matemático: 

A. SOMMERFELD: Partielle Differentialgleichungen der Physik (Vor- 
lesungen über theoretische Physik, Band VI) (Akademische Verlag., 
Leipzig, 1947); traducido al inglés por E. G. STRAUSS: Partial differen- 
tial equations in physics (Academic Press, Nueva York, 1949). 

Es clásica la exposición de 

A. GRAY, G. B. MATHEWS y T. M. Mac ROBERT: BESSEL functions 
and their applications to physics (Macmillan, Londres; 2% ed., 1922). 

Adecuados para ingenieros, con numerosos ejercicios, son: 

N. W. MCLACHLAN: BESSEL functions for engineers (Clarendon 
Press, Oxford, 1984}; 

F. E. RELTON: Applied BESSEL functions (Blackie, Londres y Glas- 
gow, 1942). 

También dan introducciones con aplicaciones técnicas y a la Física: 

R. WEYRICH: Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen (Teub- 
ner, Leipzig, 1937); 

G. PETIAU: La théorie des fonctions de BESSEL exposée en vue de ses 
applications à la physique mathématique (Centre Nat. de la Recherche 
Scient., París, 1955); 

y el más pequeño: 

G. GOUDET: Les fonctions de BESSEL et leurs applications en physique 
(Masson, París, 2% ed., 1954). 

Tratado enciclopédico, adecuado para un estudio más detenido o para 
referencia y consulta es el clásico de: 

(. N, WATSON: BESSEL functions (Cambridge Univ. Press, 1922), 
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Fórmulas, tablas, curvas e interesantes gráficos en relieve para las 
funciones de BESSEL y conexas contiene, con referencias a otras tablas, 
la obra de JAHNKB y EMDE (citada en Cap. VII, nota II, d) en una 
extensa sección que abarca más de un tercio del volumen, 


8. Dedica un capítulo al estudio de las curvas integrales de una 
ecuación diferencial de primer orden en el entorno de un punto singular, 
la obra con numerosos ejemplos y gráficos: 

G. BOULIGAND y J. DEVISME: Lignes de niveau. Lignes intégrales. 
Introduction a leur étude graphique. (Vuibert, París, 1937). 

Trata el mismo tema en un nivel más elevado VALIRON (citado en 
Cap. VI, nota VI, 5). 

Un estudio general sobre el comportamiento de las curvas integrales, 
incluyendo ecuaciones de orden superior y sistemas de ecuaciones diferen- 
ciales, trae: 

M. PETROVITCH: Intégration qualitative des équations différentielles 
(Mém, des Se. Math., XLVIII; Gauthier-Villars, París, 1981). 

Da una exposición (ampliada en la segunda edición) de la teoría de 
POINCARÉ-BENDIXSON de las propiedades cualitativas de las soluciones de 
ecuaciones de primer orden, y aplicaciones a la teoría de las oscilaciones 
no lineales, la obra de TRICOMI citada en 3. También incluye un capítulo 
sobre estabilidad y comportamiento de las soluciones en el entorno de un 
punto crítico, y basado en él otro sobre los resultados de POINCARÉ y 
BENDIXSON para sistemas bidimensionales la obra de LEFSCHETZ citada 
en £, 


9. Da una clasificación de las singularidades simples de ecuaciones 
diferenciales en el campo real, y ejemplos físicos ilustrativos del con- 
cepto de distintos puntos singulares como varios tipos de equilibrio de 
sistemas dinámicos, la excelente exposición sobre problemas no lineales, 
adecuada para ingenieros y físicos: 

J. J. STOKER: Nonlinear vibrations in mechanical and electrical sys- 
tems (Interscience Publ., Nueva York, 1950). 

Orientada hacia las aplicaciones y con gran riqueza de ejemplos to- 
mados de la Mecánica y de la Teoría de la electricidad (de los cuales hay 
un índice) es la obra traducida del ruso y editada en inglés bajo la di- 
rección de S. LEFSCHETZ: 

A. A, ANDRONOV y C. E. CHAIKIN: Theory of oscillations (Princeton 
Univ. Press, 1949). 

Destinada a ingenieros y con amplia bibliografía es: 

N. W. McLACHLAN: Ordinary non-linear differential equations in 
engineering and physical sciences (Clarendon Press, Oxford, 1950). 

Rico material de resultados numéricos, gráficos y registros experi- 
mentales en circuitos eléctricos no lineales contiene: 

C. HAYASHI: Forced oscillations in non-linear systems (Nippon 
Printing and Publ. Co., Osaka, 1953). 


CAPÍTULO XXVIII 


ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS 
PARCIALES. CALCULO DE VARIACIONES 


S 110. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN 


1. Definiciones y notaciones, — Se llama ecuación en deri- 
vadas parciales a toda ecuación diferencial que relaciona una 
o varias funciones de varias variables independientes, con sus 
derivadas parciales respecto de éstas ($ 100-1, d). Vamos a 
estudiar solamente las ecuaciones con una sola incógnita z, con 
dos variables independientes x, y; y para abreviar llamaremos 
p y q a las derivadas parciales: 


oz 02 
[110-1] p = a , q = En el 
La ecuación diferencial en derivadas parciales de primer 
orden es del tipo 


[110-2] f(x, y, 2,p, q) = 0. 


La ecuación se llama lineal cuando lo es en p y q, es decir, 
cuando éstas figuran en primera potencia sin multiplicar en- 
tre sí: 


[110-3] —P(x,y,z).p + Qílzx,y,2).q = Rí(zx, y, 2). 


El conjunto de las soluciones de una ecuación diferencial 
en derivadas parciales es mucho más amplio que el de ecuacio- 
nes diferenciales ordinarias, pues depende de funciones arbi- 
trarias, como muestran los ejemplos siguientes, donde las ecua- 
ciones son lineales de primer orden. 


EJEMPLOS: 1. La ecuación q =0 se verifica para toda función z= 
=Z(%,y) que no dependa de y; es decir 


z(x,y) = (x) , 
siendo q una función arbitraria, 


2. La ecuación p = q, con la transformación de variables 
e+y=if, x—y=nņ ; 
z(x,y) = z[(§ +0) >» 3¿—01 = u(5,u) 
se transforman en 2a = 0, y entonces se verifica para toda función 


de £ solamente, es decir para 
z = p(x +y). 
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3. Análogamente se tiene para la ecuación 
[110-4] ap +bqg=0 , (ay b constantes), 
con el cambio de variables bx — ay = $, bx + ay =n, la solución 
[110-5] z = (bx — ay). 

4. Si g(x,y) es una función dada de x é y, la ecuación 

ôg 0g 
[110-6] PL 0, 
; a : ; 0 (2, O 

es decir, la anulación del determinante funcional Ed , significa que 


z y g son dependientes ($ 68-3), es decir, la solución de [110-6] es 
[110-7] z = qig(x,y)] , (9 función arbitraria). 


Así como las ecuaciones diferenciales ordinarias de una sola 
variable independiente resultan engendradas por las familias 
de curvas en el plano, las ecuaciones en derivadas parciales re- 
sultan de las familias de superficies. Vamos a estudiarlas y 
clasificarlas. 


2. Generación de superficies mediante curvas. — Una su- 
perficie está engendrada por una curva que se mueve; pero 
como al moverse varía, hay que definir lo que se entiende por 
movimientos de una curva. Supongamos dada una congruencia 
de curvas ($ 109-1,a), por dos ecuaciones u(x,y,2)=0; 
v(x,y, 2) =(f con dos parámetros arbitrarios a y B. Si impo- 


v 


nemos alguna condición geométrica que ligue estos parámetros 
por una cierta relación p(a,f)= 0 se tiene una familia “sim- 
plemente infinita” o “haz de curvas” y eliminando a, f, entre 


las tres ecuaciones resulta una ecuación 
plu(x, y, 2), víx,y,2)] = 0, o sea: F(x,y,z) = 0 


que contiene todos los puntos de todas las curvas de esta fa- 
milia, y por lo tanto representa la superficie que engendran. 

La condición más frecuente que suele imponerse, es que la 
generatriz corte a una curva fija, llamada directriz; eliminan- 
do x, y, z entre las ecuaciones de ésta y las de la generatriz, 
resulta la condición buscada: q (a, (fB)= 0. Otras veces la con- 
dición será la de ser tangente a una superficie, etc. 


EJEMPLOS: 1. Superficies cilíndricas. — Consideremos la recta 
e=az ++ a , y = bz + Bf. 


Como tiene cuatro parámetros, al variar éstos se tiene una familia 
cuádruplemente infinita, pero si fijamos a y b, es decir, si las rectas se 
consideran paralelas a una dirección, la familia es doblemente infinita. 

Elijamos una directriz cualquiera en el plano xy: p(x,y)=0, 2=0. 
La traza de cada recta sobre este plano es x =a, y = ß, z=0, luego la 
condición para que se apoye en dicha directriz cs (a, B) =0. Cualquiera 
que sea el punto de la recta es: 


a= xz- daz ; B=y--b: , 
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luego todos los puntos de las rectas que se apoyan en la directriz satis- 
facen a la ecuación: 


[110-8] q(x —az, y —bz)=0. 
Ésta es, por tanto, la ecuación del cilindro definido por aquella di- 
rectriz, Al variar arbitrariamente la función q resultan los infinitos ci- 


lindros. La ecuación [110-8] representa, pues, todos los cilindros de direc- 
ción dada (a,b) no paralela al plano xy. 


2. Superficies cónicas. — Las ecuaciones de una recta cualquiera que 
pasa por el origen de coordenadas son: 
[110-9] n= o A 


Dada una directriz cualquiera, expresando que la recta [110-9] se 
apoya en ella, resulta una ecuación y (a,fB)=0, y como en todos los pun- 
tos de todas las rectas [110-9] es: 


a = x/z , B = ylz 


todas ellas satisfacen a la ecuación y (x%/z, y/2)= 0, que representa todos 
los conos de vértice O, 

Obsérvese que esta ecuación es homogénea respecto de x, y, z, es de- 
cir, al multiplicar por un coeficiente } cualquiera, sigue satisfaciéndose 
la ecuación. Análogamente, las superficies cónicas de vértice (a,b,c) es- 
tán representadas por la ecuación 


x—a y—b 
110-10 (2, 22) =0. 
[ ] Pl e 
3. Superficies de revolución. — Una circunferencia de radio r en un 


plano paralelo al xy, a la distancia a viene expresada asi: 
e+y=fP=" , 2=4. 


Dada una directriz cualquiera por sus dos ecuaciones, la condición 
para que se corten se obtiene eliminando x, y, z entre las cuatro ecuacio- 
nes y resulta (a, ß)= 0. 

Sustituyendo «, fí por sus expresiones, se obtiene: 

[110-11] q(x +y) S0 , 
que representa todas las superficies de revolución de eje z. 
Análogamente, una superficie de revolución cuyo eje 
x Yy z 


[110-12] A A ES 
a b c 


pase por el origen, tiene por generatrices las circunferencias intersección 
de los planos normales a dicho eje con las superficies esféricas de centro 
el origen, expresadas así: 


az + by +- ez =a , # +y tz. 
Por el mismo procedimiento anterior, resulta que 
[110-183] o(ax + by + ez, x+y Hz) = 0 
representa todas las superficies de revolución de eje [110-12]. 


3. Generación de la ecuación diferencial lineal. — Veamos 
cómo se obtiene la ecuación diferencial lineal cuyas superficies 
integrales son las formadas por curvas de una convergencia da- 
da. Sean u=u(lxwx,y, 2) y v=ví(x, y, 2) dos funciones dadas, y 
consideremos la ecuación 


| 110-14] qUe vr) = 0, 
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donde q es una función arbitraria (derivable) que define im- 
plícitamente z como función de las variables independientes x 
é y. Derivando respecto de cada una de ellas, se tiene 





0 ou 0 0 dv 

armo) meno) = o, 
[aeoe] 3 m 3 de am 0 

p (du, du dp (dv v S 

sela ta TE T a) B 





Éste es un sistema lineal homogéneo en dp/du, ð¢/ðv. Pa- 
ra que q no se reduzca a una constante, debe anularse el de- 
terminante de los coeficientes, con lo que se obtiene una ecua- 
ción de la forma [110-3] con 

olu, v) olu, v) ol(u, v) 
MA EA OE 

La relación [110-14] es una solución de [110-3] con los 
coeficientes dados por [110-16], cualquiera sea q (derivable). 

Los ejemplos siguientes muestran que la ecuación diferen- 
cial de una familia [110-14] de superficies expresa una pro- 
piedad del plano tangente (o de la recta normal) de una su- 
perficie cualquiera de la familia, que tiene parámetros direc- 
tores p, q, —1 ($ 66-5, a). 


NOTA. Más práctico que calcular los coeficientes P, Q, R por [110-167 
es formar directamente la ecuación diferencial anulando el determinante 
de los coeficientes de q. y q.» en [110-15]. Este determinante es el jaco- 
biano de u,v respecto de x,y, considerando que z es también función de 
x, y en u,v. 

EJEMPLOS: 1. Ecuación diferencial de las superficies cilindricas 
[110-8]. — Es u = x — az, v = y — bz. Resulta por [110-16] y [110-3] 
[110-17] ap + bq = 1. 

Esta ecuación expresa que el plano tangente en un punto M contiene 
la generatriz que pasa por M. En efecto, sus parámetros directores son 
respectivamente (p,q, —1) y (a,b,1) y [110-17] expresa que la gene- 
ratriz es normal a la normal al plano. 


2. Ecuación diferencial de las superficies cónicas [110-10]. — Es 
u = (x — 4a) / (z — c), v =(y — b) / (z — c). Por [110-16] resulta 
x —a y — b 1 


a e e e E ae F 
y reemplazando en [110-3] se tiene la ecuación diferencial 
[110-18] (x—a)p + (y—b) =z —c¢ , 


que expresa que el plano tangente contiene la generatriz (de parámetros 
directores x — a, y — b, z— ¢) que pasa por el punto de contacto. 


3. Ecuación diferencial de las superficies de revolución [110-11] ó 


[110-183]. 
Se obtiene P = — 2y, Q = 2x, R=0, y de aquí la ecuación 
[110-19] yp — xq = 0 , 


que expresa que la normal a la superficie z = z(x,y): 
X—ge _ Y—y _ Z—z 


110-20 = = 
[110-20] a i E 
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[(x,y, 2) punto de la superficie; (X, Y,Z) punto genérico de la normal 
en aquél], corta al eje z (eje de revolución). En efecto, para X= Y=0 
los dos primeros miembros toman por [110-19] el mismo valor A, y en- 
tonces el punto X =0, Y =0, Z=z—Ħ, pertenece a [110-20]. 

Si la superficic de revolución tiene un eje [110-12], su ecuación di- 
ferencial será análogamente 


[110-21] (bz — cy)p + (cx —az)q = ay — bz , 


con la misma interpretación geométrica anterior, pues para que [110-20] 
tenga solución común con X/a= Y/b=Z/c=4 se ha de cumplir 


x + puza , y + qQuh=bk,z—á=cCi o») 


cuya compatibilidad, dada por la eliminación 1 y A,, viene expresada por 
[110-21]. 


4. Integración de las ecuaciones lineales. — La integración 
de la ecuación lineal 
[110-22] Pp + Qqa = R 


en la cual P, Q, R son funciones de x, y, z, consiste en obtener 
todas las superficies z = f(x, y) que satisfacen a la ecuación. 
Probaremos que se reduce a la integración del sistema de dos 
ecuaciones ordinarias : 


[110-23] ar a E 


a) En efecto, este sistema representa ($ 109-1, a), una 
congruencia de curvas que se obtendrá integrando el par de 
ecuaciones 


dy Q dz R 


de OP? de T P 

(suponiendo P > 0) y así resultará 
ulz, yz) =a , v(x,yz2z)= P. 

Esta congruencia de curvas está formada precisamente por 
las líneas de fuerza del campo vectorial de componentes P, Q, R 
($$ 91-2, b, y 109-1, a). Tales curvas se llaman caracteristicas; 
su conjunto, congruencia caracteristica de [110-22], y el sis- 
tema [110-23] sistema característico o adjunto de la ecuación 
[110-22]. Sus ecuaciones suelen llamarse ecuaciones subsidia- 
rias de [110-22]. 

Toda superficie formada por curvas características tiene 
la propiedad de que la tangente a cada curva, es decir (en vir- 
tud de [110-23]), la recta 


está en el plano tangente a la superficie 


2 — 2y = (2—20)p + (Y —Yo)a  ; 
y sustituyendo en esta ecuación los numeradores de las ante- 
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riores por los respectivos denominadores, esa propiedad geo- 
métrica se traduce en 

Pp + Q =R ; 
es decir: toda superficie 


plu(x, y, 2), víx,y,2)] = 0 


formada por curvas características satisface a la ecuación li- 
neal [110-22]. 


b) Recíprocamente, dada una superficie cualquiera z = 
= f(x,y) que satisfaga a la ecuación [110-22], si considera- 
mos un punto cualquiera A (£a, Vo, Za) tomado en dicha super- 
ficie y formamos la ecuación diferencial en x, y: 


a ir e 
P[x, y, f(x, y)] QLz, y, f(x, y)] 
ésta define en el plano x, y una curva que pasa por el punto 
(to, Yo), la cual es proyección de una curva C; de la superficie, 


que pasa por el punto A (xo, Yo, 20) y satisface a las relaciones 
lineales: 


[110-24] 





p.dx + q.dy = df(x, y) , 
p.P+a.Q=R_ , 


aplicadas éstas a la proporción [110-24], resulta una tercera 
razón dz/R igual a las dos escritas. Resulta, pues, que la curva 
C, satisface al sistema [110-23], luego es la curva caracterís- 
tica que pasa por A. 

Queda así demostrado este teorema recíproco de a): Toda 
superficie integral de la ecuación [110-22] está formada por 
curvas características. 


c) Se tiene entonces la siguiente regla: Para integrar la 
ecuación [110-22], se integra el sistema característico 
[110-23] obteniéndose la congruencia de curvas u(x,y,2)=a0, 
víx, y, 2)= f. La integral general de la ecuación [110-22] se- 
rá entonces 


plu(x,y,z), v(2,y, 23] =0 , 
siendo q una función arbitraria. 


d) Cada integral está determinada por una curva D que 
no sea característica; pues esa directriz determina una super- 
ficie formada por las curvas características que se apoyan en 
ella (ver ejemplo 4). Esta determinación de una superficie in- 
tegral corresponde al problema de CAUCHY (ver $$ 111-1, c; 
111-6) en el caso de ecuaciones lineales de primer orden. 


NOTA 1. Más precisamente, si la curva D de ecuaciones æ< = x(t), 
y= y(t), z=z(t) es regular (S 34-6) conjuntamente con su proyección 
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De sobre el plano (x,y), y es en D, A = P (dy/dt)— Q (dx/dt) + 0, o sea 
Q:P + dy:dx, por cada punto de D pasa una característica distinta. En 
cambio, si A=0 es D una característica cuando y sólo cuando pase por 
ella una superficie integral, pues si se elige t de modo que dx/dt — P, 


dz 4 
de z dy _ pF +qQ = R. Como 


dy/dt = Q, resulta dz/dt = de de y di 
en este caso la superficie integral no queda determinada, se tiene en 
resumen: Por una directriz D en la cual A 40 pasa una y sólo una super- 
ficie integral. Si en D es A = 0, debe ser D una caracteristica para que 
haya una superficie integral por ella, y en este caso hay infinitas. 

Menos fácil es determinar una superficie por una directriz que tam- 
bién sea superficie, a la que deben ser tangentes las curvas caracterís- 
ticas. 


EJEMPLOS: 1. Superficies cilindricas. — El sistema característico de 
[110-17] es dx/a = dy/b = dz/1 (cfr. $ 109-1, ej. 2). Resolviéndolo se 
obtiene la congruencia característica x — az =a, y — bz =ß, y con los 
haces de curvas de ella, las superficies cilíndricas [110-8]. 

Por la recta x= at, y =bt, z=}t, tal que A = Pb — Qa = 0, no 
pasa ninguna superficie integral, pues dz/dt = ł = R = 1. Obsérvese que 
12 superticie formada por las características que pasan por los puntos de 
dicha recta es el plano bx— ay= 0, paralelo al eje z, respecto del cual 
[110-22] no tiene sentido. 


2. Superficies cónicas. — El sistema característico de [110-18] es 
dæ/ (x — a) = dy/ (y — b) = dz/ (z — c), (cfr. $ 109, ej. 2, db). De aquí 
resulta ln(x — a)= ln(z —c)+ lna, In(y —b)=In(z—c)+Inf, o sea 
(x —a)/(z—c)=a, (y—b)/(2—c)=8B. Los haces de curvas de esta 
congruencia engendran las superficies cónicas [110-10]. 


3. Superficies de revolución. — El sistema característico de [110-19] 
es (dx)/y =(dy)/(—x«)=(d2)/0. El tercer miembro significa que 
dz = 0 .'. z= a, y de los dos primeros resulta x? + y? —fB. De esta con- 
gruencia resulta la ecuación finita [110-11] de las superficies de revo- 
lución. 

Análogamente, el sistema característico de [110-21] es 

dx/ (bz — cy) = dy/ (cx — az) = d2z/ (ay —bx) , 
de donde se obtiene 
adx + b dy 4+ cdz = , vds + ydy +zdz=0 , 


es decir, las curvas ax + by + cz =a, x°? +y? +2 = f, congruencia que 
satisface [110-13]. 


4. Hallar la superficie integral S de la ecuación [110-17], que pasa 
por la curva D: x = 0, z = e”. 
La característica por (%o, Yo, 20) es por ejemplo 1: 





g az = Xo — azo , y — bz = Ya — bz , 
y entonces la característica por el punto (0, yo, eo) de D es 
x—az=—aer , y—bz — yo — be”o, 


Al variar el parámetro yo, estas características engendran la superficie 
S, cuya ecuación se obtiene eliminando yo entre ambas ecuaciones (por 
ejemplo, reemplazando en la primera la expresión de y. que resulta de 
restar de la segunda la primera por b/a). Se obtiene así: 


% —az = — ae t/9v, 


NOTA 2. Si R=0 se tiene la ecuación Pp + Qq = 0, llamada homo- 
vénea, El sistema adjunto es dx/P—dy/Q, dz = 0, que implica z =a. 
Entonces: las características se hallan en planos paralelos al x,y. Si 
dy/de=0Q(x,4,2)/P(x,y,2), donde z=u se considera como un pará- 
melro, tiene ln solución g(x,y,2)=f, las superficies integrales son de 
In forma q[z.g (Gr, uz) l= 0. 
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Si además ni P ni Q dependen de z, $ 110-4, la ecuación homogénea 
resulta lineal en z y sus derivadas, y se la llama también completamente 
lineal (cfr. $ 112-2); la solución del sistema adjunto será de la forma 
h(x, y) = P, y las superficies integrales estarán comprendidas por la in- 
tegral general de la forma 
[110-25] z = v[h(x,4y)1 


con Y función arbitraria. 


5. Ecuaciones en funciones de más de dos variables. — 
a). Si 2 =Z(%1,, ...,2,) es la función incógnita e indicamos 
sus derivadas por p; =32/2x%;, el caso análogo al último tra- 
tado en $ 110-4, nota 2, será el de la ecuación homogénea com- 
pletamente lineal (es decir, lineal en z y sus derivadas), de la 
forma: 


[110-26] Pp; + ... + PPr Fe 0 


donde los coeficientes P; sen funciones de Xy, ..., Y, pero no 
de z. 

Veremos que su integración se reduce a la del sistema ad- 
junto 


[110-27] Aty 


dr n 
P, Er e.s, P, 
de n — 1 ecuaciones, con el resultado generalizado de [110-25] : 
Si la solución de [110-27] se expresa (despejando las constan- 
tes B;) en la forma: 

[110-28] hilti, o., Vn) = Bi > (1=1,2,...,.n—1), 

la integral general de [110-26] es 

[110-29] = v[h, (x,, ...) Ln) erag hn- (23, .. 3) Ea] 


siendo Y una función arbitraria. 


Dem. 1%) Toda función de la forma [119-29] verifica [110-26]. En 
efecto, es 


02 02 
oa du: + e.as 4- az dx. = 


= pdxı + ... J- Pu Xa = 0 , 


pues también es (§ 67-2) en virtud de [110-29] dz = 3, (0y/0h,)dh; y ade- 
más dk: = 0 por [110-28]. Finalmente de [110-30] y [110-27] resulta 
[110-26]. 

29) Recíprocamente, si ¿=Z(x%1, ...,*%.) verifica [110-26], entre las 
funciones hi(%;,...,%2), ..., Nui (Zis s.e Xa), ZC... £a) existe una 
relación funcional. En efecto, en virtud de 19) cada una de las funcio- 
nes h; (£1, ..., £n) verifica [110-26], es decir: 


dh: dh = 
[110-31] Paz Hee + Par =0 (1=1,2...,1—1). 


[110-30] dz = 


Para que el sistema homogéneo formado por las n ecuaciones [110-26], 
[110-31], considerado en las n “incógnitas” P,, ..., P,, admita soluciones 
fuera de la trivial P, =... =P, =0 es necesario y suficiente ($ 16-6, b) 
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que se anule el determinante de los coeficientes, que es el determinante 
funcicnal de las h,, z, respecto de las x.: 


9(h,, o... ha-1, 7) — 0 
d(%1, ..., %n) — i 
b) Una ecuación lineal no homogénea, de la forma 
[110-32] Pp +... + Pip = R 


donde ahora P; y R son funciones de %;, ..., a, Z, se reduce a 
otra homogénea y completamente lineal en una nueva función 
incógnita de todas las variables anteriores: 


t = t(x, s...) Tiis z) 
y entonces la integración se reduce al caso a. 


Pues por ser 





Di = 02/0x%, = — (0t/0x,): (0t/0z) , 
[110-832] se reduce a: 
ct ot dt 
P, CE Fese Pana ER = , 


ecuación homogénea y completamente lineal, pues los coeficientes depen- 
den de £, ..., Xa, Zz, pero no de t, 

Por lo visto en a, la integración de [110-32] se reduce a la del sis- 
tema: 








dx, DL. dz 
[110-33] pomo o 


EJEMPLO: Veamos qué funciones z= Z(x%1, ..., Y.) verifican el teo- 
rema de EULER (§ 67-3): 


MPA. F apr = nz , (n constante). 
El sistema [110-33] es ahora 
Gt — dr _ dz 
ER AZ 


De la igualdad del primer miembro con cada uno de los otros sigue 
que son constantes los cocientes X2/%,, ..., Yn/%1, 2/x1”, y entonces la 
integral general será, con q arbitraria: 


alx" = p (Xal Xis. oo, Xa/2) , 
O KCH: 
Z = Xi phXe/ Xi, o., Xa/X) , 
es decir, función homogénea de grado n. 


6. Factor integrante de P (z, y)dz + Q(x, y)dy = 0. — Vi- 
mos en $ 101-7,b, que todo factor integrante u = p(z, y) de la 
ecuación P . dg + Q. dy = 0, es decir, tal que u . (P . dz + Q . dy) 
sea una diferencial total exacta, debe ser solución de la ecua- 
ción en derivadas parciales (uP), = (uQ)., que es lineal, y es- 
cribiremos entonces en la forma: 


[110-34] Q. pe — P.u (Pe— Q-)p. 
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El sistema característico es 
a a M o 
Q — P (P, —Q.)u * 
Una de las ecuaciones [110-35] es precisamente la propues- 
ta, pero con frecuencia es posible determinar y recurriendo a 
otra de las ecuaciones [110-35], y además basta hallar una so- 


lución particular u 540 para resolver entonces la ecuación dada 
por cuadraturas ($ 101-7). 


[110-835] 


EJEMPLO: Para la ecuación lineal ordinaria de primer orden ($ 101-4) 
y' + P(x)y=Q(x), o sea: (Py —Q)dx + dy = 0, el sistema [110-35] 
es 


dæ dy du 


An 


Los dos primeros miembros reproducen la ecuación dada, pero de la 
igualdad de 19 y 3% obtenemos para u la integral Inuj= $fP.dx, o sea 


el factor integrante pu = ef P. dx (cuya inversa es solución de la ecua- 


ción homogénea y +P.y=0, $ 101-4). 





EJERCICIOS 


1. Resolver: a) p =2xy*; b) 0%/0y* = 6xy. 


2. Una superficie conoide es la engendrada por una generatriz rec- 
tilínea que se mueve conservándose paralela a un plano fijo (plano di- 
rector) y apoyándose en una recta fija (eje) y una curva fija (directriz). 
Hallar la ecuación: a) Finita; b) Diferencial; de las superficies conoides 
de plano director 2=0 y eje « =y=0. 


3. a) Hallar las ecuaciones diferenciales de: a1) Las esferas con 
centro en el eje x; as) Los conos circulares rectos cuyo eje es el eje x; 
a,) Las superficies de revolución alrededor del eje x. Comparar los tres 
resultados. b) Probar que toda superficie as) puede obtenerse: b,) Como 
envolvente de superficies a»); b») Como envolvente de superficies 41). 


4. Hallar la ecuación diferencial de la familia de superficies 
p (az, y) 0, e integrarla, 


5. Resolver: a) xp + y(1—ax)q =0; b) xp + (y + 3x*y ex) g 0, 


6. ¿Qué función es igual a la suma de sus dos primeras derivadas 
parciales? 


7. Integrar las ecuaciones: a) xp — yq = z; b) xyp— vq + yz = 0; 
c) yp +xq=0; d) xp + xyq =y’; e) z = yq — xp + 2x. 


8. En la ecuación (x? — y —z°)p + 2xyq = 2æz, hallar: a) La so- 
lución general; b) La superficie integral S que pasa por la curva D: 
x = 0, z = y? (cfr. § 109, ejercicio 5). 

9. a) Ecuación diferencial de las superficies cuyo plano tangente en 
cada punto A(x,y,2) corta al eje z en A'(0,0,—2z); b) Solución gene- 
ral; c) Superficie integral que contiene la hipérbola a—3 =1, 2=1. 


10. a) Probar que las características de yp— q + h 0 son hé- 


$ 111 -1 ECUACIONES DE PRIMER ORDEN EN GENERAL 271 


lices circulares de paso 2h, situadas en cilindros circulares de eje Oz, y 
Ton pe la integral general se compone de helicoides; b) Estudiar el 
caso h=0, 


11. Superficies ortogonales a un haz de superficies. — a) Ecuación 
diferencial de las superficies z—= Z(x,y) que cortan ortogonalmente en 
cada uno de sus puntos a la superficie del haz F(x,y,z)=C que pasa 
por él; b) Interpretar geométricamente las ecuaciones diferenciales de 
las características. 


12. Aplicando el ejercicio anterior hallar: a) La congruencia de cur- 
vas ortogonales al haz de paraboloides ax? + y? — Cx; b) Las superficies 
ortogonales a dichos paraboloides. 


S 111. ECUACIONES DE PRIMER ORDEN EN GENERAL 


1. Significado geométrico. — a) Por analogía con el ele- 
mento lineal ($ 100-2) llamaremos elemento plano al conjunto 
formado por un punto P (x,y,z) (sostén) y la orientación de 
un plano, dada por p y q, de modo que p, q, —1, sean paráme- 
tros directores del plano. Podemos representar un elemento 
plano de sostén P por un pequeño círculo de centro P, en el 
plano de orientación (p, q, —1). 


Al conjunto de elementos planos que verifiquen la ecuación 
[111-1] f(x,y,z, p,a) =0 , 


donde f tiene derivadas parciales continuas respecto de todas 
sus variables, lo llamaremos campo planar de [111-1], pero no 
debe creerse que está formado (análogamente a $ 100-2), por 
un solo elemento asociado a cada punto. Respecto de la ecua- 
ción [111-1] un elemento plano se llama singular si f = f, = 
= 1, =0. Dado un punto fijo Po(Zoa, Yo, 20), si por él pasa un 
elemento plano no singular, entonces pasan infinitos, pues si es 
por ejemplo f (Zo, Yos Zo Pos qo) = 0, f, (£o, Yo, 20, Po» qo) Æ 0, se 
podrá ($ 68-1) despejar q: 


[111-2] q E q(í, Y, 2, p) , 


y conservando fijos x, y, z, vemos que al variar p se tienen in- 
finitos elementos planos de sostén P(gæz,y,z). Los correspon- 
dientes planos envuelven un cono de vértice P, que llamaremos 
elemento cónico, o cono de MONGE, en P. 


La ecuación del cono de MONGE se obtendrá ($ 74-3, a) de 
[111-3] Z — z2 = P(X — x) + alo) (Y —Yo) , 


[111-4] 0 = (X— z) + qg (p) (Y — v) , 
por eliminación de p, y como es 
[111-5] Ëa (Zi Yo Zos P, q) + f, . q (p) = 0 , 


el cono de MONGE se obtiene también de 
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[111-3] Z — Zo = p(X — to) + alo (Y —y) , 
[111-6] 0 = fı. (X — zo) — fp. (Y — Yy) , 


probando que el elemento plano [111-3] para p = Po, q (Po) = qo 
toca al correspondiente cono de MONGE en Po a lo largo de la 
recta 


qua ASP s L a aelh 


Sin necesidad de pasar por [111-2], la ecuación del cono de 
MONGE puede obtenerse eliminando p, q entre las tres [111-1] 
y [111-7]. 


NOTAS: 1. Las normales a los elementos planos de [111-1] con sos- 
tén en P, forman el llamado cono normal, de ecuación 
X — xo I=) =o. 


5 Lay Yo, Za), — oa 
[111-8] dl j Z—z0 ” Z — zo 





2. Para la ecuación lineal el cono de MONGE degenera en una recta 
(§ 110-4; cfr. § 111-9). 


b) Para que z = G(x, y) sea una superficie integral de la 
ecuación [111-1], los parámetros directores del plano tangente 
p, q, —1, deben ser tales que p y q verifiquen [111-1]. Recí- 
procamente, toda superficie con esa propiedad es una solución. 
Por consiguiente: 


Condición necesaria y suficiente para que una superficie 
z = G(x, y) sea una superficie integral de la ecuación [111-1], 
es que en cada punto P de ella, sea tangente al cono de MONGE 
en P. 


c) Vemos, pues, que no tan sólo no queda unívocamente 
determinada por cada punto una superficie integral, sino que 
la multiplicidad de las superficies integrales puede considerar- 
se mucho “mayor” que la de curvas integrales de las ecuaciones 
diferenciales ordinarias. 


En condiciones muy generales, es plausible decir que por 
una curva arbitraria D pasa una superficie integral de la ecua- 
ción [111-1]. Este problema de CAUCHY, que trataremos ana- 
líticamente en $ 111-6, tiene solución intuitiva por las siguien- 
tes consideraciones geométricas: Tracemos por cada punto P 
de la curva D el correspondiente cono de MONGE T (fig. 372). 
En el caso analítico, pasará por P al menos un plano (acaso 
imaginario) que sea a la vez tangente a la curva D y al cono T. 
Así se obtiene una sucesión continua de elementos planos en- 
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volviendo una franja 
infinitesimal adheri- 
da a la curva D, su- 
perficie integral de 
la ecuación [111-1]. 
Si en dicha fran- 
ja consideramos una 
curva D, próxima a 
la D, puede aplicarse 
a D, el mismo proce- 
dimiento e ir prolon- 
gando así la superfi- 
cie integral obtenida. 
El procedimiento fa- 
lla para las llamadas 
curvas características i 
($ 111-4, a). Tig. 372. 





2. Generación de la ecuación general de primer orden. — 
Dada una familia de superficies con dos parámetros: 
[111-9] F (x, Y, 2, 0, B) = 0 , 


puede obtenerse una ecuación de primer orden que tenga entre 
sus soluciones todas las superficies de la familia. Derivando 
[111-9] respecto de x y respecto de y se tiene 

[111-10] F.+F..p=0 , F,+F..q=0 , 


y eliminando a y ff entre las tres ecuaciones [111-9] y [111-10] 
resulta 


[111-1] f(x, Y, 2, P, q) ai 0 , 


ecuación diferencial parcial de primer orden que no contiene a 
ni B y se verifica por [111-9] para todo par «a, f. En efecto, 
para cada par a, f la función z obtenida de [111-9] debe tener 
derivadas parciales p y q que verifiquen [111-10], y entonces 
se verifica [111-1] que es consecuencia de [111-9] y [111-10]. 


EJEMPLOS: 1. De la familia de planos 


[111-11] z = ax + By + aß 


derivando resulta: p=0, q =B, y entonces la ecuación diferencial es 
(cfr. § 111-8, ej. 3): 


[111-12] z = px + qy + p4. 
2. De la familia de conos cuádricos 
[111-13] azz + Pyz + afxy = 0 


derivando resulta 


[111-14] a(xp +2) + Pup + afy = 0, arq + Bluq+2) + afx = 0. 
Para climinar a y B puede observarse que estas tres ecuaciones son 
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lineales y homogéneas en a,B y af. Anulando el determinante de los 
coeficientes se llega a 

[111-15] p +- yq =z , 


que es ($ 110-3, ej. 2) la ecuación diferencial de todos los conos con vér- 
tice en el origen. 


3. La ecuación diferencial parcial de la familia 


[111-16] (x—0)* + (y —B) + 2 = 1 

de todas las esferas de radio 1 con centros en el plano xy, resulta reem- 
plazando en [111-16] las expresiones x — a = — Zzp, y— B =— zq, que 
resultan de derivar, y es 

[111-17] (pp +qg4+1)= 1. 

Esta ecuación expresa que el segmento de normal entre un punto de la 
superficie y el plano xy es constante = 1. 


3. Soluciones completa, general y singular. — a) Una solu- 
ción de la ecuación diferencial parcial de primer orden [111-1] 
que contenga dos constantes arbitrarias se llama (LAGRANGE) 
solución o integral completa: 

[111-9] F (x, Y, 2, 0, B) = 0, 


Con ella puede reconstruirse la ecuación diferencial ($ 111-2). 

Hemos visto que una solución puede depender de una fun- 
ción arbitraria. Tal solución se llama solución o integral gene- 
ral, y representa una familia más amplia de superficies (cfr. 
$ 111-2, ej. 2). 


b) Veamos cómo puede obtenerse de una solución completa 
[111-9] una solución general, sin más que suponer a y f no 
va constantes, sino adecuadas funciones de x, y, z, tales que 
[111-9] verifique [111-1]. 

Supuestas a, PB funciones de x, y, z, toda solución [111-9] 
verifica 

dF = F, dz + F, dy + F.(p dx + q dy) + 
+ F. da +- Fs dd =0 , 
equivalente a las [111-10] si 
[111-18] Fa da + Fedd = 0 , 
que en las variables independientes x, y equivale a 


18 f Fa (as +a: p) + Fg (Be +B: p) = 0, 
LIE] dp, (oy F 0.0) + Fe (By +b.0) = 0. 
Éstas se satisfacen para: 


19%) a y $ constantes, dando la integral completa [111-9] 
dependiente de dos parámetros; 

29} F, =F =0. Por eliminación entre éstas y [111-9] 
de a y B resulta una superficie que no depende ni de parame- 
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tro ni de función arbitraria alguna y que acaso sea solución 
de la ecuación [111-1]. En este caso se la llama solución sin- 
gular (véase d); 


3%) Si F, y Fg no son simultáneamente nulas, querrá de- 
cir que la funciones a[x, y, 2(x%, Y)], Plz, y, z(x, y)], tienen un 
Jjacobiano nulo respecto de las variables independientes x, y, 
existiendo entre ellas una relación (S 68-3) que las liga: 


| 111-19] (a, B) = 0. 
De ésta se deduce que habrá de ser 
[111-20] d, da + dsd =0 , 


que junto con [111-18], hace que la deba ser tal que se 
cumpla 

[111-21] ra |f F 
Pa Da 


Por tanto, fijada previamente la función arbitraria [111-19], 
el cumplimiento de [111-21] asegura que se cumpla [111-18], es 
decir las [111-10], y el proceso de eliminación conduce como 
en $ 111-2 a la misma ecuación [111-1], pues en él resulta in- 
diferente que a y B sean constantes o variables. Para que el 
método lleve a una solución efectiva, tal que de [111-9], 
[111-19] y [111-21] pueda despejarse z (æ, y), por eliminación 
de a y B, basta que sea (§ 68-2): 


= 0. 














011-2227 2E) p, |P a| o, 
ð (2, a, B) ba Yg 
Noras: 1. Si [111-19] se expresa en la forma 
[111-28] B = qa) ; 
la [111-21] se convierte en 
[111-24] F. + Fg ¢'(«a)= 0. 


Para obtener la solución general se da arbitrariamente [111-23], se 
despeja en [111-24] œ como función de x, y, 2, y se la reemplaza en 
[111-25] F[x, y, 2,0, q (0) ] = 

2. El procedimiento seguido no es sino el de variación de los pará- 
metros (cfr, 8 107-4, a), al reemplazar las constantes a y B por funcio- 
nes de x, y, z, pero de modo tal que subsistan las relaciones [111-10]. 

l, Para que [111-9] sea una integral completa es necesario que de- 
penda esencialmente de dos parámetros «a, f, y no de una combinación 
+  y(u,[) de ellos. Para esto basta verificar que tenga característica 
($ 143) h=2 la matriz 
Í Fa Fra Fya Fza 


MoS 
| Fe Frp Fup Fz8 z 
ln efecto, sí fuera F(x,y,z,0a,B)= G[x, y, 2, y(a, B) ], tendríamos 
lr, Uy y Pi-Gyvo, Fra= Gp Ya , Fza = Gzy ya , 


caco dogamente para Pen lugar de «, y la caracteristica de M sería 1. 
lioetprocmiente, si la cenracterística de M fuera 1, de 
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F, /Fg8 = Fea [Fr8 = Fya [Fug = Fa /Fz8 y F=0 $ 


eliminando g, y, z, resultaría B = (a) y [111-9] dependería de un solo 
parámetro a. 


c) Observando que [111-24] resulta de derivar respecto del 
parámetro a a la ecuación [111-25], que representa un haz de 
superficies, se tiene ($ 74-3, a): 

Toda envolvente de un haz elegido arbitrariamente entre 
las superficies de la familia [111-9], solución completa, forma 
parte de la solución general. 

Esto explica cómo la solución completa, que sólo depende 
de constantes arbitrarias, puede engendrar la solución general, 
esencialmente más amplia. 


EJEMPLOS: 1. La ecuación diferencial parcial de todos los planos 
(no verticales) por el origen, z = awx + Py, resulta de p=0, q=8B: 
[111-26] z = px + qy. 


Esta ecuación representa (§ 110-3, ej. 2) todos los conos con vértice 
en el origen. Cada uno de estos conos es envolvente del haz de sus planos 
tangentes, los que pasan por el origen (cfr. § 111-2, ej. 2). 


2. Si en la solución completa [111-11] de la ecuación [111-12] pone- 
mos B = 1/a, resulta el haz de planos: 


[111-27] z = ax + (y/0) + 1. 
Derivando con respecto a aœ tenemos: 
0 =x —(y/0%) ` a = Vylx , 


que reemplazando en [111-27] da una solución (perteneciente a la solu- 
ción general pero no a la completa [111-11]): 


z2=2Vxy + 1. 


d) Puede ocurrir que la familia completa [111-9] tenga 
una envolvente, que entonces resulta de eliminar a y f entre 


[11128] F=0 , F,=0 , Fp=0 , 


y no contiene ya elementos arbitrarios. Entonces, esta envol- 
vente es también solución de [111-1]; se la llama solución o 
integral singular. Como la eliminación en [111-28] puede dar 
otros lugares fuera de la envolvente, es preciso verificar si el 
resultado satisface a la ecuación [111-1]. También puede obte- 
nerse una superficie perteneciente a la integral general, e in- 
cluso a la solución completa F = 0 (ver ejercicio 3). 


EJEMPLOS: 3. Para la familia [111-16] las ecuaciones [111-28] dan 
de inmediato los planos 2=1 y z——-1, envolventes de las esferas y 
superficies integrales singulares de [111-17]. 


4. En la ecuación [111-12], derivando la solución completa [111-11] 
respecto de cada parámetro, resulta B = — x, œ = — y, que reemplazadas 
en [111-11] dan 

z = — Xy , 


y como esta función verifica [111-12], es solución singular. 


$ 111 -4 ECUACIONES DE PRIMER ORDEN EN GENERAL 277 


5. La familia de los planos que distan 1 del origen 


{111-29] ax + By + Vil—œ—ß z = 1 
tiene por ecuación diferencial 
[111-30] (px + qu—2)? = P+ ë +l, 


[pues de [111-29] y: a+ V1 — æ — B p= 0, 8+ Vi— æ — Pg= 0, 
resulta (px + qy — z)’ = (1 — œ — f“) ~>, y de 
(1 — o) — B) /1 = a/p = f?/q9? resulta sumando antecedentes y conse- 
cuentes: 1 — œ — p= 1/ (1 + P + g]. 

Aplicadas a [111-29] las ecuaciones [111-28] dan por eliminación la 


esfera x’ + y’ + 7?:= 1, que envuelve la familia de planos, y es solución 
singular de [111-30]. 


NoTAS: 4. No puede hacerse distinción esencial entre integral com- 
pleta y general, existiendo infinitas integrales completas. En efecto, si se 
establece entre los dos parámetros a. y B una relación como B=7(a,a', B’) 
con dos nuevos parámetros œ y fi”, las superficies correspondientes de la 
integral general dependerán de estos dos parámetros y su conjunto será 
una nueva integral completa. En la integral general que ésta engendra, 
estará comprendida la integral completa anterior, correspondiente a la 
relación PB =7(0a,a'”,B') entre a” y P'. 

Por el contrario, la integral singular, por su significado geométrico, 
no depende de la elección de la integral completa. 

5. La solución singular puede obtenerse, sin necesidad de una inte- 
gral completa, mediante derivaciones y eliminaciones a partir de la ecua- 
ción diferencial, como en las ecuaciones diferenciales ordinarias (cfr. 
Cap. XXVI, nota 1): La solución singular resulta de eliminar p y q entre 
las ecuaciones 


[111-31] f=0 , f=0 , f,=0. 
Limitémonos a demostrarlo suponiendo que existe una integral com- 
pleta z = G(x, y, a, PB) para la cual el determinante 
D = Gra Cyp — (œp Cya 
no se anula (cfr. nota 3) sobre la superficie solución singular. 


Como f(x, y, G, Gr, Gy)= 0 se verifica idénticamente en a y f, deri- 
vando respecto de a y f resulta 


fz Ga + fp Gra + Íg Gue=0 , 
f. Ga + fp Gz + fy Gp=0 , 


y como en la superficie integral singular es Ga = G¿ =0, queda para 
los puntos de ella un sistema lineal y homogéneo en fp y fe, siendo el 
determinante de los coeficientes D Æ 0, y entonces fp = 0, f, =0. 


4. Curvas y franjas características. — a) Entre los o* ele- 
mentos planos ($ 111-1) del espacio consideremos una familia 
continua de un parámetro 1: 


[ 11 1-32] T= x(à), y = yà), g= z (4) p= pà), q= q(1). 
lun general, la curva determinada por las tres primeras 
cenaciones no estará en la envolvente desarrollable (8 74-5) 


de In familia simplemente infinita de elementos planos, de 
vennción general 


MESS] Z — z) = pO)[X—x()] + a0) [Y —y0)]. 
Dicha envolvente se obtiene eliminando 1 entre ésta y 
IILI] — z7 = P(X — vr) -H g (Y — y) — pr — uw ; 
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si esta envolvente contiene la curva [111-32], se han de veri- 
ficar [111-833] y [111-34] para X=x(M, Y =y(), Z=Z(1), 
siendo por tanto necesario y suficiente que se cumpla 


[111-35] ZO) = px + ay A). 

Toda familia planar [111-32] que cumpla [111-35] se dice 
que forma una franja, suponiendo que x’ (À), y’ (à) no se anu- 
lan simultáneamente. 

Los elementos planos correspondientes a los puntos de una 
curva cualquiera trazada sobre una superficie y los planos tan- 
gentes a ésta, forman franja por cumplir evidentemente la con- 
dición [111-35], incluída en dz = p dæ + q dy, ecuación dife- 
rencial (§ 66-5) del plano tangente a la superficie. 

En $ 111-1 hemos visto que todo elemento plano que veri- 
fica la ecuación [111-1] contiene una dirección [111-7] según 
la cual toca al cono de MONGE correspondiente a su sostén. Con- 
sideremos en una superficie integral de [111-1] una curva C 
cuyas tangentes sean las direcciones [111-7] según las cuales 
tocan a los respectivos conos de MONGE los elementos planos 
correspondientes a sus puntos de contacto. Dichos elementos 
planos formarán una franja T. Las [111-7] nos dicen que la 
curva C verifica 

dæ dy dz 
[111-36 = = a E KA 
] f, f, Pf, + aL, 

Como f, y f, no se anulan simultáneamente, puede elegirse 
un parámetro t tal que - i 
dg dy dz 
qe ge TA GO A: 


Por cumplir [111-1] la superficie integral, es también 
i fe + fp + fr. Pe + fy-qe = 0 , 
111-381  / 
L j Lf, +f: + fp- Py + fa- = 0 , 


en particular para los elementos planos x(t), y(t), z(t), p(t), 
q(t) de la superficie integral correspondientes a la curva C. 


Como Pp, = q; (8 69-2), de [111-38] y [111-87] se deduce 


[111-37] 


dx d? d 
E + f: p. = — (p: U py) E Sr , 
[11183] dg dy dq 
E + faq = — (a q, + dv de AS de 


El sistema de las cinco ecuaciones diferenciales ordinarias 
[111-36], [111-39], o bien 


dy dz — dp — dq 





dx 
do. a A ai E e E 
patel ea o O 
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se llama sistema de ecuaciones de las franjas características o 
sistema característico o adjunto (cfr. $ 110-4, a). Las [111-40] 
también suelen llamarse ecuaciones subsidiarias de [111-1] y 
determinan las franjas características IT, cuyos sostenes se lla- 
man curvas características C, tales que la dirección de la tan- 
gente a la curva C coincide con la dirección de contacto del 
elemento plano respectivo a su cono de MONGE correspondiente. 

Recíprocamente, toda solución de [111-401] determinada por 
un elemento inicial Lo, Yo, Zo, Po, o, Solución no singular de 
[111-1] tiene esa propiedad. 

En efecto, por sustitución de dx/dt, ..., dq/dt dados por 
[111-37], ea se comprueba que es 


df dy dz 

dt Sr ph ae FE dt te Pta > 
y la f constante a lo largo de la ES de [111-40] es nula 
por serlo el elemento inicial. De ahí que dicha solución esté 
formada por elementos planos de la ecuación [111-1], su en- 
volvente sea una franja elemental de superficie integral y le 
sea aplicable lo dicho anteriormente. 


= 0; 


b) El sistema característico es independiente de la superfi- 
cie integral que contenga la franja r. Si verifica condiciones 
(como las de $ 105-3, por ejemplo) que aseguren la existencia 
y unicidad de la solución por x= £o, ..., q = qo para t= to, 
el conocimiento de un elemento plano tangente a una superfi- 
cie integral, permite construir la franja característica que par- 
te de aquel elemento y está en la superficie. Entonces: 


Si dos superficies integrales son tangentes en un punto P, 
son tangentes a lo largo de la franja característica determinada 
por el elemento plano común en P. 


NoTAS: 1. No toda solución del sistema característico es una franja 
característica, pues podemos tomar como elemento plano inicial uno que 
no verifique [111-1], es decir, no sea tangente al cono de MONGE (ver 
ejercicio 5). 


2. Una franja que verifique [111-1] se llama franja integral. No 
toda curva D es sostén de una franja integral (fig. 373). 


D, 





Fig. 373. — Dı: curva sin franja integral real; Dz: curva sostén de franjas integrales 
reales; Da: curva característica. 


3. Si en una franja integral A, de sostén D: x=x(7), y=y(7), 
2=Z(7), es A=f,.y (7)—f,.x (7)4%0, o sea f,:f, 54 dy:dx, la franja 
no es característica, por cada uno de sus elementos planos pasa una curva 


ou 
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para una franja característica distinta y hay una sola superficie inte- 
gral por A en su vecindad. Si en A es A = 0, hay superficies integrales 
por A sólo si ésta es franja característica (cfr. § 110-4, nota 1). En 
este caso hay infinitas, pudiendo entonces por b) considerarse las franjas 
características como elementos de ramificación de las superficies inte- 
grales. 


4. El sistema [111-40] tiene œt soluciones, pero como el primer 
miembro ha de cumplir [111-1], quedan œ° franjas características. De 
otro modo, por cada sostén P del espacio pasan œ! elementos planos de 
[111-1], en total œ* elementos, y como cada franja característica tiene 
œ} elementos, quedan œ? franjas características. 

En el caso de la ecuación lineal hay sólo œ? líneas características 
(§ 110-4), pero al quedar reducido el cono de MONGE a una recta (§ 111-1, 
nota 2), por cada línea característica pasan 00* franjas características, 
dando, como antes, en definitiva, 00* franjas características. (Cfr. $ 111-9). 


5. Las características y la integral completa. — Entre los 
haces de superficies extraídas de la familia [111-9] solución 
completa, está el formado por las superficies de [111-9] que 
pasan por un punto dado P¿(Zo, Yo, 20), y que resulta de esta- 
blecer entre a y f la relación 


[111-41] F (Lo, Yo, Zo, A, B) = Q. 


Como todas estas superficies son (§ 111-1, b) tangentes al 
cono de MONGE en Po, la envolvente E del haz será una super- 
ficie integral (llamada conoide integral) con un punto cónico 
en Po, y sus curvas características ($ 74-3, a) serán tangentes 
a las generatrices del cono de MONGE (fig. 374). 

La misma propiedad tienen las curvas características de toda 
superficie integral S obtenida como envolvente de un haz 
[111-25]. Consideremos, en efecto, la curva característica C 
(fig. 375), posición límite de la intersección de las superfi- 
cies Sa y Sapa de [111-25] por los valores a y a+ h del 
parámetro, cuando k >0. En un punto P de C, los planos tan- 
gentes a Sa y a Sapa se cortan según una recta que tiende a 
la tangente a C, y como esos planos son tangentes al cono de 
MONGE en P, su intersección tiende a coincidir con una gene- 
ratriz del cono, la que así resulta tangente a la curva caracte- 


rística C. 


Fig. 374, Flg. 375. 
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Si a cada punto de S asociamos la dirección de la genera- 
triz del cono de MONGE que resulta tangente a S, tendremos un 
campo de direcciones en S (fig. 375). Las envolventes del campo 
son las curvas características, que así resultan independientes 
del haz de superficies que se haya considerado para obtener S 
como envolvente. Son las que hemos llamado curvas caracterís- 
ticas de la superficie integral S, y a las franjas ($ 111-4) que 
definen en S, franjas características de $. 

Probemos que si [111-9] es una franja integral completa 
entonces las œ? curvas 


[111-42] F=0 , F,+yFag=0 


son curvas características de la ecuación [111-1]. 


, 


Por suponer F, 0, bastará demostrarlo para el caso en que [111-9] 
toma la forma de cada una de sus ramas 


[111-43] F=Z-— v(x,y0,B) = 0. 
Calculemos dx, dy, dz de las curvas 
[111-44] 2=v=0 , 2, + yg =0 


y dp, dq de los planos tangentes de [111-43] a lo largo de ellas, viendo 
que verifican el sistema característico [111-40]. 
La superficie integral [111-43] verifica [111-1], es decir 


[111-45] É (£, Y, V, Vo V) = 0 , 

y por tanto 

[111-46] [ fz Va + lp Vra + fa Vja = 0, 
f; Va + fp Vap + fq vyg — 0. 


No anulándose simultáneamente fp y f,, podemos considerar que, 
por ejemplo, es 








[111-47] Va Pya | $o, 
Va Vyp 
De la segunda [111-44] se deduce 
[111-48] Was H Wos Jde + (Way + YV ey )dy = 0 , 
y de las [111-46] resulta 
[111-49] 


fz (va + Yva ) + fp (Vra + Wap ) + ty Wa + wyp )=0 , 
cuyo primer sumando es nulo, entonces, de [111-48] y [111-47] se deduce 
1111-50] f, .dx — fpdy = Q. 


Por adecuada elección de t resultan de [111-50] las dos primeras de 
[111-371, mientras que la tercera se deduce por ser 


1111-6511 dz — vV: dæ — v; dy = 0 


puen PP. q=V, determinan cl plano tangente a la superficie inte- 
grul [11143]. 
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De la derivación parcial respecto de œ de [111-45] queda 


[111-52] Í, + f: Vs + fp Veas + f, Vys = 0 , 
y haciendo lo mismo con [111-51] resulta 

dp dx dy 
111-53 a E e 
[ ] dt T te T 


| De [111-53] y [111-52], teniendo en cuenta las [111-37], resulta la 
primera [111-39] y análogamente la segunda, c. q. d. 


6. El problema de Cauchy. — Este problema planteado en 
$ 111-3, c, consiste en trazar por una curva arbitraria D, que 
no sea una característica, una superficie integral, lo que puede 
conseguirse determinando por D una franja integral y trazan- 
do por cada uno de sus elementos planos la franja caracterís- 
tica correspondiente ($ 111-4, a), engendrando así, mediante 
franjas características, la supercicie integral buscada que pasa 
por D. 


Un elemento plano inicial xo, Yo, %o, Po, qo que verifique la ecuación 
diferencial dada 
[111-54] f (£o, Yos Zos Pos Qo) = 0 
determina una franja característica 


x = X(A; Lo Yo, Zo, Po, Qo) , 

| yY = Y(%; Lo, Yo, Zo Pos Qo) , 

[111-55] dE ZÒ; xo, Yo, Zo Pos qo) , 
| p = p(k; Xo, Yo, Zo, Po, Qu) , 

q = aíh; Lo, Yo, Zo, Po, Qo) , 


donde para ? = ìo se supone que w = Xo Y =Yo, Z = Zo P= Po, (= Q. 
Veamos cómo deben depender los elementos planos iniciales de otro 

parámetro u: 

[111-56] xo= x(u), Yə = yolu), Z= Zo(u), po= pelu), q = qu(n) 

para que sustituyendo en [111-55] den 


= x[1; xo(u), yo(1), 2o(1), pol), quí(m) 1], 
= yla; xo(u), yo(1), Zzo(1), pol), qo(m)] , 
[111-57] z = Z2[4; xo(u), yolu), zo(m), polm), qo(u)] , 
= p[À; xo(u), yo(1), zo(1), polm), qo(m)] , 
= qlk; xo(1), yo(1), Zo(m), polm), qo(u)] , 
tales que las tres primeras, con A, u parámetros independientes, repre- 
senten una superficie integral de [111-1]. 


Las dos últimas [111-57] deben corresponder a los coeficientes del 
plano tangente a la superficie determinada por las tres primeras, verifi- 
cando la ecuación diferencial, Por tanto es necesario y suficiente que las 
funciones [111-57] verifiquen 


0% dx dy 
ci a Poy PL 
ze z cy 


[111-59] 


Ed ] 
tu Pp "ón > 


[111-1] f(r, y z pd) = 0. 
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Por ser [111-556] solución del sistema característico [111-40] se cum- 
ple [111-58] (u = constante) y además se cumple [111-1] cuando y sólo 
cuando [111-56] verifiquen [111-54] ($ 111-4, a). Basta, pues, ver en qué 
condiciones se anula 


0z dx dy 
[111-60] H = Iu — Pza q => du . 
Derivando respecto de à queda 
dz 0 y 0 y ðp Ox dq Oy 


[111-61] 22 Fo PA A OA A Du 
Si se deriva [111-58] respecto de y: 

a Py _ p ĉe _ 3q y 

dA Por lou ða Ia u AL 

y restando [111-62] de [111-61] resulta 


0 dp 0 dp 0 dq 0 dq ô? 
paa: LE OS, 7 e UE, 0 O 


[111-62] 0 = 





DA ðu 2% I p u 0 ðh ðu 
que por [111-40], de las que son solución ~ se convierte en 
0H 0 
[111-64] mar to + (+ DL + (+, Dd du = 
e ha 
=f 4 eL PEE Etag) 


Como las mron n as Es 
[111-65] n- Pis — + £, A + ts a + f, P a + fa: a [m 0 , 
que con aa qe 





oH dx dy dz 
[111-66] Ta = £.( PD =A— JR q ae — z) = — f. H. 
Esta relación prueba que H cumple 
A 
us S f: dà 
[111-67] H = He ~^ , 
es decir, H se anula sólo cuando es Ho = 0: 
0Zo Lo Yo E 
[111-68] ap Pia T Oa 0, 


pues para à = ño las [111-57] se convierten en las [111-56]. 
Así, conocidas las características [111-55], puede resolverse el pro- 
blomn de CAUCHY, al dar la curva inicial 


xo = Xo(M) , Ya = Yoly) , Z% = z(u) , 


“iu más que determinar p, = pelu), qi= dqo(u) mediante [111-54] y 
[111-68] para hallar la franja integral inicial. Entonces las tres prime- 
ras [111-57] representan paramétricamente la superficie integral bus- 
endan, 151 método anterior se debe a DARBOUX. 


Notas: 1. Pura asegurar la existencia y unicidad de la superficie 
integral buscada basta considerar una determinada rama de la ecuación 
[111-1), supuesta resuelta, por ejemplo, respecto de p: 


p111.01] pk gr. nz,q)== 0; 
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y dar una curva inicial D en el plano =a, tal que eligiendo como 
parámetro u = Yo, las tres primeras [111-56] se conviertan en 


[111-70] X= ;, Zo = Zol(yo). 
Entonces, éstas con 
[111-71] qo = Z'o(Yo) . 


verifican [111-68]. 


La integración del sistema [111-40] con elementos planos iniciales 
que verifiquen 


[111-72] Po + 8l%o, Yo Zo, qo) = 0 


determinan las funciones [111-55]. Tomando yo = u como parámetro, las 
[111-70], [111-71] y [111-72] determinan las 


o=, Yo = Yo Zo=Zo(Yo), Po = — gla, Yo, Zo (Yo), Z'o (Yo) ], qo = Z'o (Y0) 


a introducir en [111-57]. Eliminando À, yo entre las tres primeras [111-57] 
se obtiene la superficie integral buscada. 


Obsérvese que en este caso es A = fp y' (Yyo)— f: X' (y) = 1. 1 —g,. 0 = 
=1 0 (§ 111-4, nota 3). 


2. No es correcto afirmar, como lo hacen muchos autores, que por 
toda curva inicial (aunque sea analítica) que no es una característica 
pasa una y sólo una superficie integral, pues puede ser A = 0 y la su- 
perficie formada por las características no tener expresión explícita en Zz 
(ver $ 111-4, nota 3, y $ 110-4, nota 1 y ejemplo 1). 


3. También puede ocurrir que la curva D, sin ser característica, sea 
una envolvente ($ 74-4) de características; tal es el caso para las llamadas 
curvas integrales de [111-1] obtenidas como solución de la ecuación de 
MONGE asociada a la [111-1], que es la establecida eliminando p y q 
entre las [111-36] y [111-1], o bien, sustituyendo en la ecuación del cono 
de MONGE X — £o Y — Yy, Z— zZz» por dx, dy, dz. Las soluciones de la 
ecuación de MONGE dependen de una función arbitraria, tal que puede 
tomarse y = q(x), mientras que su caso particular las características 
dependían de un parámetro arbitrario po, con qo determinado por [111-54]. 
El problema de CAUCHY para tales curvas integrales D puede también 
resolverse por el método anterior de DARBOUX, obteniendo una superficie 
integral, pero D será de ella línea singular ($ 111-4, nota 3). 


EJEMPLOS: 1. La ecuación p° -+ q* =1 puesta en la forma 
(111-73] f= HP +g—i=0 , 
tiene como sistema característico [111-407] el 
de d dz d d 
[111-74] rs o =e S e = Ta 
Las dos últimas dan p = po, q = qo, y las otras dos x — Xo = pi (z — Zo), 
Y — Yo = qo (Z — Zo), resultando como características el complejo de rectas 


(111-75] D a A s pè +g =l; 


que forman 45% con el eje z. 
El cono de MONGE en un punto (Zo, Yo, Zo) es 
(Z—20)? = (X—x0)* + (Y — yo)”. 
En particular, el conjunto de conos circulares 
[111-76] (x — a)? + (y—ß)} — z7 = 0 
forma una integral completa (cfr, § 111-8, ejemplo 2). Pero aquí las 
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[111-28] originan el plano z = 0, que no es solución singular de [111-85], 
pues dicho plano no es envolvente de los conos [111-76], sino lugar de sus 
vértices. 

Para resolver el problema de CAUCHY, dada la curva [111-70], basta 
eliminar y» entre las dos ecuaciones 


x —a Y — Y Zz — Z (Y0) 
[111-77 a LS Á—Á— - 
] + V1— [z'0(Yo) J* Z'o (Yo) 1 
para obtener la superficie integral buscada. 
El doble signo del primer denominador de [111-77] pone de mani- 
fies!o que para la unicidad de la solución nos hemos de referir a una u 


otra rama p= + V1—q? de la ecuación diferencial propuesta. 
Si [111-70] fuese la recta 


[111-78] xo=0 , WZ% , 
las [111-77] se convierten en 








Z —_ Yh _ Z275 
o — 1 E 1 ? 
es decir, dan x = 0, z = y, que es la misma recta [111-78] y no una su- 
perficie, fracasando la búsqueda por ser [111-78] una característica. 

Si [111-70] fuese la recta x= 0, zo =*y», como superficie integral 
se obtiene cada uno de los dos planos + V2xr +y-=— 2 =—0, s gún nos 
refiramos a una u otra de las dos ramas de la ecuación diferencial. 

Por la recta x= 0, z2= 2Yv (interior a los conos de MONGE de sus 
puntos) no pasa ninguna superficie integral real, aungue puedan consi- 
derarse como soluciones los plan»s maginrrios + V—3x—2y + 2=0. 








2. Para la ecuación 





[111-79] px + qy —z + PřP+ř=0 , 
el sistema característico [111-40] es 
dæ dy dz d d 

[111-80] a+ 2p = y +2 = ZP + € = aa = T . 

De las dos últimas se deduce 
[111-81] p=04 , 4=ß , 
que introducidas en [111-79] originan una integral completa 
[111-82] ax + by — z+ +eP=0 , 


como es inmediato ver (cfr. $ 111-8, ejemplo 1). 
Las [111-28] dan aquí como integral singular el paraboloide de revo- 
lución 
[111-83] x+yY—di=0 
envolvente de la familia de planos [111-82]. 
Teniendo en cuenta [111-81] en las dos primeras [111-80], resulta 
xv+2a _ y +28 2 +++ 
ro +20. Yo +2B z ++p 
es decir, las rectas 


, 














£ — Ko Y — Yo Z — Zu 1 
11- = =D E Eien 
[i $ 34] Xo + 2a Yo + 28 Zu + a’ + p* A 


euwmpliendo 
101-805] tl [yo — 2 Luo] [”ou= 0 
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que son las curvas características C de la ecuación [111-79], sostén de 
franjas características T planas con p =a, q=Bß. 

Si se eliminan a, f entre las tres [111- 84] y [111-85] se obtiene el 
cono de MONGE de vértice (%o, Yo, Zo). Para ello, de las [111-84] se ob- 
tiene 


[111-86] 2a = 1x — (14 2) , 28 = 1y — Ag +2) , 
da? + 4B? = 4112 —20(1 +1)] 
y de éstas 
[111-87] [Ræ — we(1+2)1%? + Dy —yo(1 + 1)3? = 4[2—2(1 + 2)]. 
La sustitución de [111-86] en [111-85] da 
Lo” + ya + ÁZo E 
-Z xxo F YY t 2z — 2zo — Xe — Y 
que introducida en [111-81] proporciona el cono de MONGE buscado 
[111-88] (2%. + YYo + 22 + 220)? — (x? + Yo + 420) (1? + y +42) = 0 , 
circunscrito al paraboloide [111-883], cuyas 00* tangentes son las rectas 
características con franjas características planas tangentes a dicho para- 
boloide. 
Por [111-42], las características se obtienen también de 
[111-89] va AA 
e + 20 + yv(y+2)=0 , 
resultando las mismas rectas [111-84], [111-85], pues de la última se 
deduce 





, 


ya — FT o a 
(EY tp 
y de éstas y la primera [111-89] resultan las [111-84], [111-85]. 
Para resolver el problema de CAUCHY, dada la curva 
[111-70] xo = M4 , Zo = Zol(Yo) , 


con a= po PB =q0=wv(Yy) en [111-84], [111-85], basta eliminar 
Yo, Po en 





| x—a _  Y-—Yo 2 — Zo(yo) 
[111-90] Ja F 2p — yo F 2zo(Y) — Zo + p + Eno A 
| poa + Z'o(Yo) Yo TE Zo (Yo) + Po + [z "a (Ya) ]* — , 


para obtener la superficie integral buscada, 


7. Método de integración de Lagrange y Charpit. — Vea- 
mos cómo puede hallarse una integral completa de [111-1] me- 
diante el sistema característico 

du dy dz dp dq 
A A a A 
[ ] E f; pf, + qaf, —> f. — fp Ey f, — f.q 

Si con estas ecuaciones puede formarse una que se pueda 
integrar, tendremos 
[111-91] g(x, Y, 2, P, q) = 0 , 

y supondremos además que [111-1] y [111-91] puedan resol- 
verse en p y q dando: 


[111-92] p = plz, y, Zza) ; q= qr, zua). 
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En la ecuación en diferenciales totales (nota 1): 
[111-98] dez — p(x, y, 2, a)dx — q(x, y, 2,a)dy =0 


es solución cada par de funciones y =y(x), 2=Z(%) que la 
reduzcan a una identidad en x. Probaremos que [111-93] es 
completamente integrable (nota I, c), o sea equivalente a 
dF(x,y,2)=0, o sea a 


[111-94] F(x, y,z) = B = constante, 


siendo solución de [111-93] todo par y = y(x), z=z(æ) que 
verifique la solución general [111-94]. 


Para ello la condición necesaria y suficiente es (nota I, e): 


[111-95] Py + D:4 = Qs + Q:p. 
Para verificarla, derivemos respecto de x y respecto de y, las ecua- 
ciones [111-1] y [111-91], después de reemplazar en ellas las [111-92]: 
fe + fp + fo(pe + P:p) + f(e + qp) 
8: + 8:P + EplPs + P:P) + galde + q:p) 
L, + La + Lío + p:0) + falqa + 4:49) 
£v + 8:49 + ErlP. + Paq) + g&l + 4:4) 
Multiplicando respectivamente por Zm —Í», £1, —f. y sumando, re- 
sulta: 
[111-96] (Lo 1 — fa gr) Lev + P:q4 — (t + q: p)] = 
= — (fe + Lp)g, + (8: + ga p)fp — (fy + 1.9)81 + (8, + 8-0)fo. 
De [111-91] resulta g. dx + g, dy + g£- dz + gp dp + gı dq = 0, y reem- 
plazando cada diferencial por el correspondiente denominador en [111-43], 
se deduce que el segundo miembro de [111-96] es nulo. Como en el pri- 
mer miembro el primer factor es (f, g)/3(p,q)Æ0 [para que [111-1] y 


[111-91] puedan resolverse en p y q], debe anularse el segundo factor, 
lo que demuestra [111-95]. 


Il segundo miembro de [111-96] suele escribirse en la forma 
[111-97] [£,gl = fo(g. + £:P)— Erlf. + f.p) + 
+ Lg, + g-4)— gı(f, + f, q) ; 


y su anulación [f,g] =0 se expresa diciendo que f y g están en invo- 
lución. 


A 
202. 0o 


La solución general de [111-93] que escribiremos 
[111-98] (x,y, za) =ß , 


es también solución de la ecuación en derivadas parciales 
|111-1]. En efecto, se tiene para ella dz = p dx + q dy, siendo 
por [111-983] 92/0% =p(zx, y, 2, a), 02/0y =q(x%,Y4, 2,0), y es- 
las expresiones verifican [111-1] por la manera de obtener 
1111-92]. 

(omo la solución [111-98] tiene dos constantes arbitrarias 
cs na solución completa. Resumiendo, el método de LAGRANGE- 
CHART para hallar una integral completa de [111-1] consta 
de low siguientes pasos: 
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19) Se halla una integral [111-91] del sistema caracteris- 
tico, 

229) De ella y la ecuación dada se despejan p y q y se 
reemplaza en dz =p de 4- q dy, obteniéndose una ecuación en 
diferenciales totales, que resulta completamente integrable; 


39) Se halla su solución general, que resulta solución com- 
pleta de [111-1]. 


EJEMPLOS: 1. (Cfr. ejercicio 10, b): pq+p+aq=0 

Del sistema característico resulta dp =0, y tenemos una integral 
p=a. Por la ecuación dada es entonces q =—a0/(u + 1). Reempla- 
zando en dz = p dx + q dy se tiene la ecuación completamente integrable 

dz = adx —[a dy/ (a + 1)]. 

Es inmediata la integral general z = ax — [ay/ (a + 1)] + ß, que 
es a la vez integral completa de la ecuación dada. 

2. pP +g y—az=0. Una integral del sistema característico es 
q =u, y por la ecuación dada: p= Vaz— «y. 

Tenemos entonces la ecuación en diferenciales totales: 

dz = Vaz—o yde + ady , 

que escrita en la forma (dz —o dy) / Va(z— ay) = dx, conduce a la in- 
tegral general (integral completa de la ecuación dada): 


2vz—uy = Vale +B). 


8. Otros métodos de integración. — a) Si se han encontrado 
dos funciones g(x,Yy,2,P,Q), h(x,y,2,p,q) que son constan- 
tes a lo largo de las trayectorias del sistema característico 
[111-40], tales que sea distinto de cero el determinante 
0(f, g,h)/0(z,p, q), estando g y h en involución, entonces re- 
sulta una integral completa de [111-1] por resolución de 


[111-99] f=0 , g=a . h= 
respecto de z, p, q, es decir, sin integración. 
Pues si eliminamos p, q entre las [111-99] resulta 
[111-100] F(x,y, za B) = 0 , 
y como F=F.+F.p=F,+F.q=0 equivalen al sistema 


[111-99], donde f = 0 es ya el resultado de eliminar a y Pf, 
será [111-100] una integral completa de la ecuación f = 0. 


EJEMPLOS: 1. Respecto de la ecuación [111-79] se obtienen del sis- 
tema característico [111-80] las [111-81], originando sin posterior inte- 
gración la integral completa [111-82]. 


2. Respecto de [111-73], las p = po, q = qo, no permiten despejar z, 
pero sí eu cambio las [111-75], donde puede tomarse z, = 0, dando la 
integral completa [111-76]. 


3. En la ecuación de CLAIRAUT generalizada: 
[111-101] z = pæ + qy + f(p,q) à 
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que generaliza la ecuación diferencial ordinaria de $ 102-3, c, el sistema 
característico da dp =dq=0, y se tienen dos integrales primeras, 
p=0a, q=f. Reemplazando en la ecuación se tiene la integral com- 
pleta: 


[111-102] z = ax + By + f(0,B) , 


que representa una familia de planos; cfr. $ 102-3, c, y $ 111-2, ejem- 
plo 1. La integral general consta entonces de Superficies desarrollables. 


4. La ecuación [111-17] 2*(p+q*4+1)=1, tiene como integral 
completa ($ 111-2, ej. 3), la familia de esferas [111-167]: (x— a)? + 
+(y—B)?4 21. Para hallar esta integral completa, obsérvese que 
del sistema característico de [111-17]: 

dæ dy dz z dp z dq 
A A AL le ar 
resulta de + pdz+2zdp=d(x + pz)=0, d(y + qz)=0, de donde p= 
=(0—x)/z, q=(B— y) /2, que reemplazadas en [111-17] dan [111-16]. 

La integral general está formada por las superficies “tubulares” en- 
volventes de las esferas [111-16] al rodar sobre el plano z =— 1 sobre 
un camino arbitrario. 

Aparte de las esferas “quietas” pueden hallarse otras soluciones 
completas, formadas por familias de dos parámetros de esas superficies 
tubulares (ver $ 111-3, nota 4). Por ejemplo, de los dos últimos miem- 
bros de [111-103] resulta dp/p = dq/q `. q= ap, y por la ecuación dada 
[111-17]: p=V1—2/[z V1 + 0*]. Con esto resulta de los tres prime- 
ros miembros de [111-103] 


Vi + oœz 
— d = dg ad 
Jia + ady , 


y se obtiene la integral completa 


2 
— Vi +æ Vi— z? = xx + ay + ß, osea: 2 + Erw kPE = 1, 
que representa cilindros de revolución de radio 1 y ejes en las rectas 
x+oy+PB=0 del plano xy. 

De esta nueva integral completa resulta también la misma integral 
general ($ 111-3, nota 4) formada por todas las superficies tubulares 
mencionadas. También las esferas “quietas” resultan envolventes de ha- 
ces de estos cilindros, 








b) En una ecuación de la forma f(x,p)=g(y, q) (efr. 
ejercicio 12), las variables se pueden separar ensayando una 
solución de la forma 


[111-104] z = z(x,y) = a(x) + b(y) 


que da f[x,a'(x)] = g[y, b'(y)] = const. =1 por depender el 
primer miembro exclusivamente de x y el segundo sólo de y. 
Despejando de aquí a’ (x) y b’ (y) se tiene con dos cuadratu- 
ras y reemplazo en [111-104] una integral completa de la 
forma 


[111-105] z = alx,1) + b(y,A) + B. 
EJEMPLOS: B. (grad z)?=1, osea: pq=1. 
Do [111-104] rosulta [a'(x)]"=1— [b'(y)]*%, e igualando a una 


constante A. -aë se obtiene la integral completa 
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[111-106] z = ax + Vl1—o*y + Bf. 


La ecuación dada, ya tratada en § 111-6, ejemplo 1, rige la propa- 
gación de la luz en un medio (plano) homogéneo e isótropo, siendo 
z = constante las superficies de onda (Wellenfronten) y las característi- 
cas los rayos luminosos, Una superficie integral S se obtiene poniendo 
B=¢(u) y formando la envolvente del haz que resulta de [111-106], 
es decir, eliminando a entre 


z = ox + Vl— æy + ọla) ; 0= x — (a/ V1— a)y + p (a). 


Si para a=a es ọ(«)=b, y'(a)=c, la correspondiente caracterís- 
tica de S es la recta 


z = ax + Vl—ay +b , 0=x—(a/v1i—a?)y + c. 


En la correspondiente franja característica, el elemento plano tiene 


orientación constante de parámetros directores p=4a, q= V1—a?, —1, 
y entonces forma, cualquiera sea a (—1<acx<l1), un ángulo de 450 
con el plano x, y, como ya sabíamos ($ 111-6, ejemplo 1). 





6. La ecuación p + q =[k/vVa* + y?*] —h, que aparece en el pro- 
blema de los dos cuerpos de la Mecánica celeste, se lleva a la forma 
f(r,z,)=8g(0,2) ) en coordenadas polares: 


2? + (2, */1) = (k/r) — h E Pz? — kr + h? = — z)? j 


y se tiene la solución completa 


25 IN V (k/t) —h— (078) dt + 09 + $. 
) 


í 


9. Caso de la ecuación lineal. — En la ecuación lineal de 
primer orden 
[111-107] Pp+Qa=R , 


el cono de MONGE en cada punto A se reduce a la única recta r 
de números directores (P,Q, R), es decir, los elementos pla- 
nos de sostén A son los del haz de los planos que contienen esa 
recta r. En efecto, la normal a un elemento plano tiene pará- 
metros directores p, q, —1, y es por [111-107] perpendicu- 
lar a r. 

En consecuencia toda franja que tenga por sostén una cur- 
va característica es una franja característica (cfr. $ 111.4, 
nota 4), y entonces se comprende intuitivamente porqué toda 
superficie formada por curvas características es una superfi- 
cie integral, y recíprocamente ($ 110-4, a y b). 

Los tres primeros miembros de [111-40] se escriben por 
[111-107] así: de/P = dy/Q = dz/R, y como no contienen ni 
p ni q, forman un sistema de dos ecuaciones con dos funciones 


incógnitas y = y(x), 2=Zz(x) para las curvas características 
(cfr. $ 110-4). 
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EJERCICIOS 


1. En la ecuación [111-12], con solución completa [111-11], hallar la 
superficie integral envolvente de las integrales que pasan por (0,0,1). 


2. Superficie integral de z = px 4- qy + pq (cfr. $ 111-2, ej. 1) que 
pasa por la parábola x=", y=7, 2=7, 


3. a) Hallar la ecuación diferencial de la familia de paraboloides 
z = ax’ +- Py” (cfr. $ 110, ejercicio 9); b) Verificar que z — 0, resultado 
de eliminar a y f$ en [111-28] es solución, pertenece a la familia dada, 
y no es envolvente de ella, 


4. En la ecuación z = pæ + qy +- pq, que tiene la solución completa 
[111-11] z = ax + By + af ($ 111-2, ej. 1,6 $ 111-8, ej. 3): a) Hallar solu- 
ciones poniendo B =a y B= 2a; b) Hallar la superficie integral envol- 
vente de las integrales [111-11] que pasan por el punto P(0, 0, 4). 


5. Probar que toda solución del sistema característico [111-40]: 
a) Es una franja; b) Sobre ella es f(x, y, z, p, q)= k= constante. (En- 
tonces una solución es franja característica si y sólo si k = 0). 


6. Verificar que es completamente integrable la ecuación en diferen- 
ciales totales dz —=(2/x)dxw + [(2—x)/y]dy, y hallar su solución ge- 
neral, 


7. Resolver por el método de LAGRANGE y CHARPIT: pq —2=0, 
8. Hallar una solución completa de 2pq + xyp + ya — yz =0. 


9. Hallar por el método de LAGRANGE y CHARPIT una integral com- 
pleta de p"+qy—2=0, utilizando en el sistema subsidiario [111-40]: 
a) Último miembro; b) 1% y 4% miembros; c) 2% y 4% miembros. 


10. a) Probar que una ecuación de la forma f(p,q)=0 tiene la so- 
lución completa z = mx + a: +fP, siendo f(u, O b) Aplicar a 
pq + p+ag=0 (§ 111-7, ejemplo 1). 


11. Probar: a) Que una ecuación de la forma f(z,p,q)=0 tiene so- 
luciones completas de la forma F(x + ay,z,B)=0; b) Que poniendo 
x + ay = u se obtiene la solución completa resolviendo una ecuación dife- 
rencial ordinaria de primer orden. 


12. Probar que la integración de una ecuación “con variables sepa- 
radas” (efr. § 111-8, b) f(x, p)=8 (Y, 9), conduce por el método de 
LAGRANGE-CHARPIT a una ecuación en diferenciales totales “con variables 
separadas” dz=h(x,0a)dx + k(y, a) dy, y entonces se tiene la integral 
completa 


z= | hz ajde + | ku, dy + B. 
13. Aplicando el ejercicio anterior, hallar una solución completa de: 
a) p4 = xy; b) (1 — 2 )yp = rq. 
14. En la ecuación z = pæ + qy +  -— ¢ hallar: a) Una integral 


completa; b) Una integral singular; c) Una superficie integral cilin- 
drien. 
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$ 112. ECUACIONES DE SEGUNDO ORDEN 


1. Definiciones, notaciones y ejemplos. — Si llamamos 
T = Zer, S = Zey, È = Zy a las derivadas segundas de z = z(x,y), 
la ecuación en derivadas parciales de segundo orden con dos 
variables independientes x, y, es del tipo 


[112-1] f(x, Y, 2, P, Q, T, S, t) T 


Estas ecuaciones son de la mayor importancia en las apli- 
caciones: vibraciones de cuerdas, membranas, o campos elec- 
tromagnéticos; problemas sobre el potencial eléctrico, magné- 
tico o gravitatorio; conducción del calor, difusión; movimien- 
tos de líquidos o gases, ete. Muchos de estos problemas son de 
gran dificultad. En esta obra sólo podemos dar un bosquejo 
de la teoría elemental y tratar algunas aplicaciones caracterís- 
ticas. 


NOTAS: 1, En las ecuaciones de primer orden bastaba dar una curva 
para determinar la superficie integral por la determinación de una fun- 
ción arbitraria (ver 88 110-4, d; 110-4, ej. 4; y 111-6). En las de se- 
gundo orden hay que dar una curva y los planos tangentes a lo largo 
de ella a la superficie buscada, se decir, hay que dar una de las deri- 
vadas p, q, a lo largo de lą curva directriz, fijando así una franja direc- 
triz. De ahí la importancia de obtener soluciones en que aparecen dos 
funciones arbitrarias, que se determinan por esas condiciones iniciales 
(ver. ej. 2 y § 112-7, a). A veces, mediante un conjunto de soluciones 
particulares puede expresarse la solución en serie que cumpla las condi- 
ciones iniciales dadas y cuyos coeficientes se determinan por el problemą 
(ver $ 112-7, nota 2). 


2. La eliminación de una función arbitraria conduce a una ecuación 
en derivadas parciales de primer orden ($ 110-3), pero en general una 
relación con más de una función arbitraria da por derivación un sistema 
de varias ecuaciones eliminantes en derivadas parciales. Por ejemplo, 
z=Gl[xw,y, p(x), y(y)], (G función dada, y y y arbitrarias), conjun- 
tamente con las derivadas hasta las segundas, ¡Son seis relaciones, insu- 
ficientes para eliminar las seis funciones q, y”, q”, Y, Y, y”. Si agre- 
gamos las cuatro derivadas terceras tendremos diez relaciones para eli- 
minar ocho funciones q, ..., Y”, lo que da un sistema eliminante de 
dos ecuaciones. 


3. Supuestas sucesivamente derivables las funciones f y z que figu- 
ran en la ecuación [112-1], ésta puede reducirse siempre a un sistema 
de ecuaciones en derivadas parciales, lineal en las derivadas, teniendo en 
cuenta las condiciones de conmutabilidad (§ 69-2) de la derivación. Así 
la resolución de [112-1] es E a la E sistema 


fe +- fep + fpr + fis + Lo + f. ño > 
piba o ee da — + f D 
a E a de Y a 

do Pp, dy — Y dy — “de , dy = do , 

“de > T, “dy = 8, des = 8, dy = t, 


$ 112 -1 ECUACIONES DE SEGUNDO ORDEN 293 


de diez ecuaciones lineales en las derivadas con seis funciones incógnitas 
Z, P, q, T, 8, t. 

En general y por análogo procedimiento, todo sistema de número fi- 
nito de ecuaciones en derivadas parciales de cualquier orden puede redu- 
cirse a un sistema que sólo dependa linealmente de derivadas de primer 
orden. 

De ahí la importancia, al menos teórica, que tiene el estudio de los 
sistemas lineales (véase nota III). 


EJEMPLOS: l. s=2,.y=0. Integrando respecto de y e introduciendo 
como constante de integración (constante para cada x) una función ar- 
bitraria de x (cfr. § 110-1, ej. 1), resulta, como es inmediato verificar, la 
integral primera: 

P = Zs = w(x) , 


ecuación de primer orden, de integración inmediata con otra cuadratura 
2 = aa + Y = 02) + tl). 
2. s=2.“=f(x,y). Procediendo como en el ejemplo 1 resulta 
[112-2] z = fa [16m + o(s) + F) , 
a 
siendo p y y funciones arbitrarias. 
La integral doble puede extenderse más generalmente a un dominio D 


como el de la figura 376, siendo C 


na curva de ecuación y = g(x), pues y 
e 


[112-8] 
= d d 
a $ 16m ¿dy + q(a) + v(y) 


resulta por derivación sucesiva: 


[112-4] p = 


1 + Ax y 
= iin f ar f £(E-1)dn + 
Ar—0 Az zx g(£) 


Yy 
+ p(x) = fo y Ez, 1) +9 (2) , 





A | 





O x 
Fig. 376. 
s = f(x, y). 


Para qy(1)=Y(y)=0 se obtiene la solución nula sobre la curva C 
conjuntamente con las dos derivadas primeras (cfr. nota 1), como resulta 
de [112-3], [112-4] y la expresión análoga para q. 


3. r—t—%Zsw—2%y=0. Con el cambio de variables (cfr. $ 110-1, 
ej. 2): 24+y=fE æw—y =n; z(%,y)=2[3(8+m0m, 3(£—nm1=u(£, n) 
la ecuación dada se transforma en 


ZO 
y por el ejemplo 1 resulta u(¿,n)=«q(8)+ y (n), o sea 
[112-5] z = p(x +y) + v(r—y). 


4. Ecuación de D'ALEMBERT: r—(t/¢)=0. — Análogamente al 
ejemplo anterior se obtiene la solución con dos funciones arbitrarias (cfr. 
ejercicios 2, a, y 6): 


[112-6] z = qlr 4 cy) + v(x—ey). 
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5. Para c=i= V—1 en el ejemplo anterior, resulta la ecuación de 
LAPLACH en dos variables o de D'ALEMBERT Az=r4+t=0 (§ 91-6, d). 
Por [112-6] se tienen en particular soluciones de la forma 


[112-7] (x + iy)? = Palæ, y) + Qals, y) , 


donde Pa y Qa son funciones reales que para a entero positivo se reducen 
a polinomios, y satisfacen también a la ecuación de LAPLACE (cfr. $ 114-3). 
En $ 112-2, ej. 1, obtendremos a partir de Pa y Qa una solución con dos 
funciones arbitrarias, 


6. Para cada y €s 2:: — 242. +5y42=0 una ecuación lineal de 
coeficientes constantes. Como la ecuación característica ($ 108-1) tiene 
las raíces y + 2iy, resulta 

z = e[q(y)cos 2yx + y(y)sen 2yx] , 


siendo (y), Y(y) dos funciones arbitrarias (constantes para cada y, 
o sea funciones de y solamente). 


2.:La ecuación completamente lineal. Principio de superpo- 
sición. — Llamaremos completamente lineal (cfr. S 110-4, no- 
ta 2), a toda ecuación lineal en z y sus derivadas. La de segundo 
orden es de la forma 


[112-8] Rr + Ss + Tt + Pp + Qa + Zz=F , 


donde R, ..., Z y F son funciones de x é y solamente *. 


De la linealidad rẹsultan como en el caso de ecuaciones or- 
dinarias. ($$ 107-3 y 107-1) las propiedades a) y b) que si- 
guen: 


a) Si u es una solución de [112-8], para cada solución de 
Zo(x, y) de la ecuación homogénea 


[112-9] Rr + Ss + Tt+ Pp + Qa + Zz =0 
es 2=2p9+u solución de [112-838] (cfr. $ 112-1, ej. 2 y 3). 


b) Si zi (x,y), ..., Zn (æ, y) son soluciones de la ecuación 
homogénea [112-9], lo es toda combinación lineal de ellas con 
coeficientes constantes: 


[112-10] 2= CZA(2,Y)+ ... + Caza(%, y). 


c) En las ecuaciones lineales ordinarias bastaba un núme- 
ro finito determinado de soluciones para expresar todas en la 


* Toda ecuación lineal de primer orden (es decir, lineal en las derivadas, como 
[110-3]) puede transformarse en otra completamente lineal en una nueva función incóg- 
nita de todas las variables anteriores: t = t(x=,yY,z), como vimos en $ 110-4, b. La no- 
menclatura no es uniforme; por ejemplo, en COURANT-HILBERT (citado en Cap. XVI, 
nota IV, 4) se llaman lineales y casi-lineales (quasilinearen) a las ecurciones que nosotros 
llamamos completamente lineales y lineales respectivamente. En la teoría superior interesa 
la forma de los términos en las derivadas de orden mayor, llamándose entonces lineal 
[completamente lineal] de segundo orden, a la ecuación 


Rr + Ss + Tt 4 Glevy,2.p,4) = 0, 


riendo R, S, T, funciones de z, y, z fax, y). 
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forma .[112-10]. Esto no ocurre en las ecuaciones en deriva- 
das parciales, y por eso hay que destacar las siguientes pro- 
piedades : E 


cı) Si z(x,y) son soluciones de [112-9], o es toda serie | 


z = Qiz + Cz +. © F Cna + 


en un dominio D si convergen. anme men E en. D tanto la 
serie como las series de las derivadas que figuran en la ecua- 
ción. (ver. ej. 2 de $ 112-3). 


Ca) Si z(x, y, a) es una solución de [112-9] con un pará- 
metro a que no figure en los coeficientes de [112-9], es tam- 
bién solución 02/0a, como puede verse derivando la ecuación; 
De igual módo, si ningún coeficiente de [112-9] depende de x, 
junto con z es solución 02/0%. 


ca) Conjuntamente con z(x, y, a) es solución de [112-9] to- 
da función 


b 
[112-11] H (x,y) = f p(a)z(z, y, a)da , 


obtenida integrando respecto del parámetro después de multi- 
plicar por una función arbitraria del mismo. Esta propiedad 
análoga a C,), se demuestra derivando en [112-11] bajo el sig- 
no integral ($ 86-2) y reemplazando en [112-9]. 
Análogamente, si z (x, y, a, B) es solución de [112-9], lo es 


H(z,y) = f f pla pzz ya B)dadB , 
YD 
siendo D un dominio cualquiera y q(a, ff) arbitraria. 


EJEMPLOS: 1. Poniendo x= 7 cos 0, y = r sen 0, las funciones P,(x, y), 
Qu(x, y) de § 112-1, ej. 5, soluciones de Az = 0, se escriben, en virtud 
de la fórmula de MorvrE [10-1] aplicada a [112-7]: 

[112-12] Pa (x, y) = 1° cosað , Q.(x, y) = 17° senað , 


y entonces es solución de la ecuación de LAPLACE toda función de la 
forma 
a 


[112-13] Í TTo (a) cos að + vYy(a)sen a9]da, 


a, 


2. Con [112-12] para a =n = 0,1,2,..., puede formarse una serie 
solución de Az = 0 con valores prefijados 1(0) en el contorno |z|=r= 1 
del círculo unidad (problema de DIRICHLET, Cap. XXIII, nota II, b; para 
el círculo) : 


[112-14] z(x,y) = E + y (a, cosnó + b,senn0) 7", 


n=l 


siendo (ta, db, los coeficientes de FOURIER de f (9): 


1 T 1 r 
A = Í T(m)cosno do , b,= f f (m) sen no deu. 
Tr $ -T n . T 
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En efecto, [112-14] converge AS an ies e para cada 
e< 1, y para |2|< 1 se intercambian f y zš d 


[112-15] z(x,y) = == £(0)43 + Er" cosn(9—w)hdo , 


que tiende a f(0) para r > 17 ($ 43-4, b), suponiendo convergente la s. F. 
de £(0) ($ 98-3). 

El factor de f(w) en la integral se transforma así, llamando Ru 
a la parte real del S uy h=0—0: 
1 + reih 1—7 
ol =3R y —reih — 11 1—2rcosh+rY 
dando [112-14] la o de K (cfr. § 98, ejercicios 3 y 4 y 
Cap. XXIX, nota VI, œ): 


b+ Rymeimh = a4 R; 


(1 — 72) do 
[112-16] zZ(x, y) = as f(w) — areoso — o) 7’ 
3. Ecuación lineal homogénea de coeficientes constantes. — 
Es de la forma 


[112-17] ar +- bs + ct + ap + Ba++ yz=0 , 


siendo a, b, c, a, f, y, constantes. Éste es, conjuntamente con 
la correspondiente ecuación no homogénea ($ 112-5), el tipo 
de ecuación lineal que se presenta en las aplicaciones más fre- 
cuentes. Veamos algunos métodos para obtener soluciones con 
funciones arbitrarias, o con constantes arbitrarias. Todos ellos 
son aplicables por igual a ecuaciones de orden superior al se- 
gundo (ver ejercicio 5). 


a) Método simbólico. — La linealidad ($ 32-1) de los ope- 
radores D,, D, definidos por 
[112-18] D= zr o D2 = lis 
hace aplicable a [112-17] el método visto en § 108-8 para las 
ecuaciones ordinarias lineales de coeficientes constantes. 

La ecuación [112-17] puede escribirse 
[112-19] P(Da D)z=0 , 
siendo P(D,,D,) el polinomio simbólico 
[112-20] P (D, D,) = aD? + bD, D; + cD; + 

+ aD, + PD, + y. 

a) Ecuaciones reducibles. — Si el polinomio P(D,, D,) se 
descompone (en el campo real o complejo) en el producto de 
dos factores de primer grado a(D, +AD, + k) (D: +D, + m), 
escrita [112-17] en la forma 
[112-21] [(D.-+AD,++)(D.+ 1D, + m)lz=0 , 
se ve que la satisface toda solución de la ecuación lineal de 
primer orden: 


[112-22] (D.+ID,+m)z=0, o sea p+ lg = — mz. 
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El sistema característico ($ 110-4) 
dg/1 = dy/l = dz/ (— mz) , 
tiene por solución la congruencia y — læ = a, zemz = fp, y enton- 
ces ($ 110-4, c), la solución general de [112-22] es 
z = em: (y —lx) con q función arbitraria. 


Como también verifican [112-17] las soluciones de (D, + 
+hD,+k)2 =0, tendremos por § 112-2, b, la solución con 
dos funciones arbitrarias: 


[112-23] z = emt y (y —lxr) + e* (y — hz). 


EJEMPLO 1. 
Zso + Zsy — 2Zyy —— 22s + 5z, — 3z = 0, 
El polinomio simbólico P(D.,D,) se descompone en 
(D, — D, + 1)(D, + 2D,— 3) , 
y entonces la solución es 
z = e gy +a) + e* y (y —2x). 


42) En general no es posible factorear ($ 17-5), aún en el 
campo complejo, el polinomio en dos variables P(D,, D,). En 
tal caso, ensayando (cfr. $ 108-1) una solución de forma ex- 
ponencial 


[112-24] z = ehx+ky 
resulta P(D,, D,)z = er*+*v P (h, k), y por tanto será [112-24] 
solución para todo par (h, k) que verifique P (h, k)= Q. 

Para cada k es P(h,k)=0 una ecuación en k; llamando 


k(h) a una raíz, tendremos por el principio de superposición 
de $ 112-2, c3, la solución con una función arbitraria: 


h2 
[112-25] z = f g(h) erz+k™y dh. 
hı 


En ocasiones interesa una solución en forma de serie 
(3 112-3, cı) de exponenciales, con coeficientes arbitrarios Cp, 
tomando (por ejemplo) los h = h, enteros y tales que k(h,) = 
le, sea entero: 


[112-26] z = E Cn ehrt, 


EJEMPLO 2. r =q, O Sea: Zr = Zu- 


La ecuación P (h, k)=0 es h?’— k = 0. Tomando valores enteros de 
h sc forma la serie 


[112-27] z = YC, enzrnty = Cent 4 Cery +... 


Eligiendo en cambio h = ni (n entero) y tomando la parte real se 
tiene la solución 


[112-28] z = Cievcecosx + Cs e-t cos2r + .... 
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b) Separación de variables. — Cuando la ecuación puede 
llevarse a la forma 
[112-29] P(D-)z = Q(D,)z , 


lo que ocurre con frecuencia en las aplicaciones, pueden ha- 
llarse soluciones de la forma (cfr. $ 111-8, b): 


[112-30] 2 = Z(2,y4) = X(x2).Y (y). 
En efecto, el reemplazo en [112-29] conduce a las ecua- 
ciones 


A P(D,)X = + Q(D,) Y =4A , (à = constante) 


por depender el primer miembro sólo de x, y el segundo sólo 
de y. Se tienen así dos ecuaciones diferenciales lineales ordina- 
rias de coeficientes constantes para determinar X (x) é Y (y). 


EJEMPLO 3, En la ecuación del ejemplo 2 se tiene: 
X”" (2) /X(x) = Y'(y) /Y (y) = A. 
Para } = k? resulta (cfr. [112-27])): 
X = C ehs + Cehe , Y = Cae-hy, 
Para ù} = — k’ se obtiene (cfr. [112-28] ) : 
X = Acosh + Bsenhx , Y = Ce-kv 
y la correspondiente solución, de la forma 
[112-31] z = ae-ky sen h(x — a) 
así como las formadas a partin de ella en forma de series (§ 112-2, cı) o 
integrales ($ 112-2, cs), juegan un papel importante en el problema de 


estudiar la distribución lineal de la temperatura z en función de la abs- 
cisa x y del tiempo y (cfr. $ 112-6, d). 


, 


NOTA. El método de separación de variables puede aplicarse a 
[112-29] aunque P(D,), Q(D,) no sean polinomios de coeficientes cons- 
tantes (ver nota IV). 


4. Ecuaciones del tipo de Euler. — Si en la ecuación lineal 
homogénea de coeficientes constantes [112-17] figuran sólo los 
términos en las derivadas segundas, se tiene la ecuación de 
EULER: 


[112-32] ar + bs + ct = 0, 


Esta ecuación es siempre reducible ($ 112-3, a,), pues si 
01 y 02 son las raíces de 


[112-33] a? +boọo+cece=0 , 
resulta * 
[112-34] P (D; D,) = a(D, — 01 D,) (D: — 02 D,) . 


* Formalmente, si D,/D. =p, es 
P(D,. D) = D,*(ap? + bp + c)= a D,*(p — P) (p — pa) = “AD, --p P D,—p¿D,). 
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a) Si b! — 4ac > 0, son ọı y 02 reales y 015402. La solu- 
ción es ($ 112-3, æ): 


[112-35] z = p(Yy+01%) + v(y +02%). 


EJEMPLO 1. r—5s+4 6t=—0. Las raíces de [112-33] son 2 y 3, 

luego 
z = Q(y +22) + v(y + 3%). 

b) Si bi—4ac=0 es 0.=0: real y se tiene la ecuación 
(D,—0.D,)?z=0 que tiene no sólo la solución (y + ox), sino tam- 
bién la solución z = x (y + oux), pues (D.—o01D,)2= Vl(y + 01%), y 
entonces (D. — o: D)? z = 0. Se tiene entonces por § 112-2, b, la solu- 
ción con dos funciones arbitrarias: 


[112-36] z = ly + 01%) + ar (y + 01%). 

EJEMPLO 2. r— 4s + 4t = 0. La ecuación [112-33] tiene la raíz do- 
ble 2, luego 2=q(x% +2y)+ xy (x + 2y). 

c) Si b'— 4ac < 0 son q y Q2 imaginarias conjugadas: œ =u + i, 
0a = p— ir. La solución [112-35] se escribe 
[112-37] z = ely +ux + dv) + Ẹ(y+us— ie) , 
siendo soluciones reales las partes real e imaginaria de esta expresión. 


EJEMPLO 3. r— 4s + 5t=0. Las raíces de [112-33] son 2 + i. En- 
tonces 


z = (y + 2x +i) + v(y+20— io). 

Para ọ(t)=ẹ(t)= ť se tiene la solución real z = 249° + 8xy + ôx’. 
Para q(t)=* y y(t)=0, las partes real e imaginaria dan las solu- 
ciones: 

z = (y + 2x)? — 3(y + 2x)? ; z = 3(y + 2x) x — el. 


NoTA. En los casos a y c de raíces distintas, las soluciones pueden 
obtenerse también por el cambio de variables y + 0.=f Y+0:% =D» 
z(x, y= uE n), que conduce (cfr. § 112-1, ejemplos 3, 4 y 5) a la ecua- 
ción 04 /0€ ðn = 0. 


En el caso b, 0.=02% la sustitución x+0.y=8, y=wy, da la ecua- 
ción 0%4/0y?= 0, también integrable por dos cuadraturas. 


Estos cambios de variables permiten resolver en todos los casos la 
ecuación no homogénea 
[112-38] ar + bs + ct = f(x,y) , 
reduciéndola a una u otra de las ecuaciones, integrables por cuadraturas 
(cfr. § 112-1, ej. 2): 


2u/3t ðn = F (in) ; Fun? = G ($, n). 


5. Ecuaciones lineales de coeficientes constantes, con segun- 
do miembro. — Para resolver la ecuación 


[112-39] P(D,, D,)2 = f(x, y) 


siendo P(D,, D,) el polinomio simbólico definido por [112-20], 
basta ($ 112-2, a) resolver la ecuación homogénea ($ 112-3) y 
sumar una solución particular de la ecuación completa [112-397]. 
Para hallar esta última pueden seguirse diversos métodos, de 
los que nos limitaremos a señalar los siguientes: 


300 XXVIII. EC. EN DERIV. PARCIALES. C. DE VARIACIONES g 112 -5 


a) Si P(D,, D,) se descompone en factores lineales como 
en $ 112-3, a,, la ecuación se escribe 


(D, + hD,+K)[(D.+1D, + m)2] = f(x, y) /a. 
Entonces se halla una solución u(x, y) de la ecuación 
(D. HAD, + k)u = f(x, y)/a , 
y luego una solución z de 
(D: +D, + m)z = u(x, y) , 
siendo ambas ecuaciones lineales de primer orden. 
b) Para ciertas formas del segundo miembro f(x, y) pue- 


de aplicarse el método de coeficientes indeterminados como en 
ecuaciones ordinarias ($ 108-4). 


EJEMPLO 1. 32:12: — 2, +2 =(3%* + 18)y +. Ensayando 2 = ax y + 
+ bxy + cy +dx° + ex -+ f, se obtiene 
z = 3x y — 3x + x + 12y — 6. 


c) La resolución formal de [112-39], transformada simbó- 
licamente en 


1 
P(D., D,) f(x,y) , 
conduce al resultado en términos finitos cuando f(x,y) es un 


polinomio y es posible desarrollar el operador 1/P(D.,, D,) en 
serie de potencias de D, y D, 


zZ = 


NoTA: Llamando Pa (Dx, Dy) al opctrador inverso al P(D., D,) 
cuando se aplica a polinomios de grado < n, es P>% (Dz, D,) a su vez 
un polinomio en D: y D,, no únivocamente determinado pues pueden agre- 
garse términos arbitrarios de grados > n + 1. 


EJEMPLO 2. r+2t42=xwx"y conduce a la solución 
2 =(1+D+*+2D?)*x*y =(1—D.*—2D+...)4y = y —2y , 
que puede verificarse en la ecuación. 


6. Algunas ecuaciones diferenciales de la Física. — a) Ecuación de 
la cuerda vibrante. — Como ejemplo de obtención de una ecuación dife- 
rencial parcial en un proceso físico, supongamos que una cuerda tensa 
extendida sobre el seg- 
mento 0<x<l del 
eje x se aparta de la 
posición de equilibrio, 
dándole la forma de 
una curva plana en el 
plano x, u (fig. 377) 
y luego se abandona. 
Se trata de obtener la 
ecuación diferencial 
del movimiento de la 
cuerda suponiendo que 
la deformación es pe- 
queña tanto en dis- 
tancia como en dirección (las igualdades aproximadas œ que siguen, 





Fig, 377. 
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sólo indican que llegarczmos a una ecuación para la cuerda con deforma- 
ciones de máxima elongación y máxima pendiente, infinitésimas). 

Cada punto se mueve paralelamente al eje u, y si 7 es la tensión 
de la cuerda y u(x,t) la elongación del punto de abscisa æ% en el ins- 
tante t, actúa paralelamente al eje u, sobre el arco PQ la fuerza (fig. 377): 


T[sen(w + A0)—sen 0] =7[tg(w0 + Aw)— tgw] = 
= T[u: (x + Ax, t)—u-(%,t)] = 7.422. AY. 
Esta fuerza es igual a la masa 1.Azx (A densidad lineal) por la ace- 


leración Us:, luego, poniendo c* — 7/1 resulta la ecuación diferencial de 
D'ALEMBERT (cfr. $ 112-1, ej. 4): 


du 1 Fu 
[112-40] Td = Ta e 
b) Ondas en más dimensiones. — Análogamente se prueba que las 


vibraciones de una membrana tensa, y las ondas sonoras, luminosas o de 
radio, conduc:n a la ecuación diferencial 


[112-41] pu = Lal 


siendo AU = Us: F Uyy Ó AU = Uss + Uyy + Uz, según se trate del plano o 
del espacio. 


c) Oscilaciones amortiguadas. — Si actúa una resistencia proporcio- 
nal a la velocidad ĉu/ðt, la ecuación [112-40] debe reemplazarse por 
[112-42] Uz: = (Urti + ku) /c* , 


que es como [112-40] y la ecuación del calor (ver d), un caso especial de 
la ecuación de los telegrafistas (ejercicio 9). 


d) Conducción del calor. — En una varilla homogénea sobre el eje x, 
térmicamente aislada y con temperatura u(x,t), se produce un despla- 


: du i 
zamiento de calor. En el trozo entre x y x + Ax es a Ax proporcio- 


nal al incremento de cantidad de calor, que a su vez es proporcio- 
nal a u:(x + A2,t)—u (x.t) = 4... Ax, lo que da una ecuación diferen- 
cal de la forma (cfr. $ 112-3, ej 2 y 3): 


on 1 ðu 
[112-43] a 
7, Problema de la cuerda vibrante. — Como ejemplo de aplicación de 


una de las ecuaciones en derivadas parciales de la Física al estudio del 
proceso correspondiente, y del uso de las condiciones iniciales y de con- 
torno para determinar por completo la solución, estudiaremos las vibra- 
ciones de una cuerda: a) Extendida sobre todo el eje x; b) De longitud 
finita y extremos fijos. 


a) Cuerda infinita. — La ecuación [112-40] de la cuerda vibrante 
tiene la solución ($ 112-1, ejemplo 4) 
[112-44] u = qplz—ct) + p(x + ct) 


eon dos funciones arbitrarias que pueden determinarse cuando se conocen 
(condiciones iniciales) la posición y la velocidad de cada punto en el ins- 
tante t = 0, como funciones de su abscisa x (efr. § 111-1, c): 


| 112-45] u(x, 0) = f(x) , u(z,0) = g(x). 
Resulta entonces 
elx) -+ y(x) = f(x) ; — cp (2) 4 cy"(x) = glx). 
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De la segunda ecuación resulta 
1 z 
— g(s) + (a) = S eoa, 
a 


y entonces quedan determinadas las funciones 


(x) = [to Sena: | ; 


Y (1) = 5| f(x) + - Sea | , 


y la solución [112-44] se escribe 
vyh 


[112-46] u = + fíz—cet) + f(x +et) +> “ea | a 


u—el 


La solución [112-46] es susceptible de la siguiente interpretación de 
STOKES: 1%) Si se parte del reposo g(x)=0, basta dividir en dos mi- 
tades la elongación inicial, y propagar cada una de ellas con velocidades 
opuestas + c, dando (fig. 378) la superposición de ambos ¿[f(x — ct) + 
+ f(x + ct)] la solución [112-46]. 2%) Si es nula la elongación inicial 
f(x)=0, siendo G(x) una primitiva de g(x)=dG/dx, resultará la elon- 





Fig. 378. Fig. 379. 


gación u=- [G(x + ct)— G (x — ct)] superposición de dos ondas de 
la misma forma + G(x) simétricas respecto del eje x, y que se propa- 
gan también con velocidades opuestas + c (fig. 379). 

El caso general se obtiene por combinación de los dos anteriores, 


NoTA 1. La ecuación [112-40] es simétrica en x, t, cambiando c por 
1/c. Por tanto, en lugar de presuponer las condiciones iniciales por la 
posición y velocidad de cada punto según [112-45] en un instante dado 
t= 0, pueden presuponerse la posición y pendiente en cada instante según 


u(0,t) = f(t) 5 u-(0,t) = g(t) 
en un punto inicial dado x=0. Esto es lo que hacemos cuando provo- 
camos ondas moviendo verticalmente arriba y abajo el cabo de una cuer'a. 


b) Cuerda finita, fijada en sus extremos x=0 y x=!l, — Si en 
la solución general [112-46] suponemos en x=l un punto fijo (llamado 
nodo) tal que u(!l,t)=0, será 
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l+cet 
0 = fot) lEt) fO gd, 


i—et 
y derivando respecto de t 


0 = — cf (l— cet) + cf'(l + ct) + g(l+ ct) 4- g(l —et). 
Cambiando t en —+t se obtiene 


0 = cf (I—ct) — cf'(l + ct) + gl(l + ct) + g(l— et) 
que restada y sumada a la anterior da 


Ë (l-4 ct) = f'(l— ct) , g(l + cet) = — g(l— ct). 


La primera de éstas prueba que por ser f(1)= 0, habrá de resultar 
f(l + ct) una función impar de t, como también resulta ser g(l+ ct). 
Es decir, para que x =l sea un nodo, f(x) ha de ser tal que se cumpla 
idénticamente en x la condición f(l + x)=— f(l— x). 

Ze partiendo del reposo, g(x)=0, la onda inicial u(x,0)= f(x), 
(x <l), se propaga según la interpretación de STOKES por un cilindro 
de generatrices paralelas a la recta x= ct dando f(x — ct) tal que en 


x = l resulte f (l — ct)=— f (l + ct), con elongación nula al superponerse 
a la onda — f (l— x)= u(x,0), (x > l), que se propaga por un cilindro 
de generatrices paralelas a la recta x = — ct. Todo pasa como si la onda 


se reflejase en el plano œ = l apareciendo el eco. 

Si x=0 es también nodo, u(0,t)=0, se obtiene ahí otra reflexión, 
Lo mismo ocurre para la onda debida a la velocidad inicial g(x). 

Por tanto, el movimiento de la cuerda vibrante con ambos extremos 
fijos es periódico y está formado por dos ondas que corren continuamente 
en sentidos opuestos y se reflejan en ambos nodos; después de efectuar 
el recorrido 21 repiten periódicamente la forma de la elongación resul- 
tante. 

De ahí que sea adecuado buscar soluciones del tipo sinusoidal 


[112-47] u(x,t) = k cos 2xw (t — a)sen 2xw [ (x/e)— B] , 


que resultan de aplicar a [112-40] el método de separación de variables 
de $ 112-3, b, siendo k, œw, «a y B constantes arbitrarias. 

Las condiciones de contorno: u=0 para v=0 y para x =l, dan 
respectivamente B = 0 y sen 21w)/c — 0, de donde œw = ncj (2.1), n entero, 
de modo que w (pulsación de la vibración de cada punto, ver $ 28-4) 
sólo puede tomar una sucesión indefinida de valores propios. 

lunas soluciones sinusvidales del problema de contorno que constituyen 
ln ecuación diferencial [112-40] y las condiciones de contorno, son enton- 
ces, suponiendo l= 1: 


[112-48] z = k cosnnze(t— a). sen nrg. 


Por superposición de ellas puede expresarse en forma de serie una 
solución que cumpla además condiciones iniciales como las de a, siendo 
fT(0)=g(0)=f(1)=g(1)=0. (Ver nota 3). 


Noras: 2. Significado físico. — El tono del sonido producido por la 
cuerda vibrante depende de la pulsación œ, que representa el número de 
vibraciones por unidad de tiempo. Cuanto menor sea l mayor es œw y más 
alta la nota; el menor valor posible de n es n—1; ningún punto de la 
cuerda, salvo los extremos, queda fijo, pues para todos es 2% 0, excepto 
para los valores de t en que anulándose el coseno toda la cuerda pasa 
momentáneamente por el eje x. 

Para n=2 no sólo quedan fijos los extremos, sino también el punto 
medio x = 31; el número de vibraciones es doble del fundamental y resulta 
la octava de la nota fundamental. 

Para 2=3 quedan fijos dos puntos intermedios: x = Al, x= Âl; la 
nota es la quinta de la octava; pura n—=4 resulta la segunda octuva, 
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ete. A los puntos fijos se les llama nodos. En estos casos cada trozo de 
la cuerda vibra independientemente y la nota es más alta por ser menor 
la longitud. 

Para t= 0 debe resultar una sinusoide si n= 1 y una sinusoide re- 
ducida para n > 1; pero cuando se pulsa de cualquier otro modo, la ex- 
presión [112-48] no puede representar el movimiento. Sumando integrales 
del tipo [112-48] resulta una integral más general (haciendo l =1 para 
mayor sencillez): 


[112-49] u = (a. cosact + bı. sen act) sen nx + 
+ (a:. cos 2xct + b:. sen 2axct)sen 2rx + ... 


3. Condiciones iniciales. — Si se logra determinar los coeficientes de 
modo que se verifiquen las condiciones iniciales, es decir, que para t= 0 
la cuerda tenga la forma arbitraria que se le da y la velocidad inicial 
sea la dada, esta expresión será la integral general (ver $ 23-5). Tal es 
el método de integración de BERNOULLI. 

Sean las condiciones iniciales las [112-45], es decir, se da la curva 
inicial y la velocidad inicial de cada punto: es preciso determinar los 
coeficientes de [112-49] de modo que sea: 


Qı. SEN TL + Q. sen 2ary + a1.senáne + ... = f(x). 
ac (b,.senrax + 2b1.sen2nx + 3bs.sen3rx + ...) = g(x). 


Ahora bien, esto no se logra con un número finito de términos; pero, 
si adoptamos series indefinidas, entonces cualquiera que sea la función 
continua f(x) con la sola condición de que sea de variación acotada 
(8 55-9, aı; § 98-3) existe un desarrollo y sólo uno en serie de FOURIER, y 
determinados los coeficientes a, y análogamente los b, mediante el desarrollo 
de g(x), se tiene la integral general en la forma [112-49]. 

Quizás vea el lector en la forma impar de estos desarrollos una res- 
tricción imposible de cumplir; pero variando w en (0, 1) y el arco ng 
en (0, x) basta suponer completadas las funciones en (—1, 0) poniendo 
f(— x)= — f(x), g(—x)=— g(r). 


EJERCICIOS 


1. Hallar una solución con dos funciones arbitrarias de: a) r=y; 
b) 3r + 28=0. 


2. Mostrar que la eliminación de las funciones «p y y conduce en los 
casos siguientes a una sola ecuación en derivadas parciales (cfr, $ 112-1, 
nota 2), y hallarla: 

a) z= (x + cy)-- + (x— cy), (cfr. § 112-1 ej. 4); 

b) z=g(2x + 3y)+ (x — y); 

c) 2=eqp(y)+ ey (x). 

3. Probar que la ecuación en derivadas parciales de las superficies 


desarrollables ($ 75-2), con excepción de los cilindros con generatrices 
paralelas al eje z, es rt— + = 0 (cfr. $ 70-2, c). 


4. Resolver: a) Zey + 2z, = 49 —2; b) r+4s—p=0. 


5. Resolver la ecuación de tercer orden reducible ($ 112-3, a): 
Zoey + Zryy EER, 22i G 3Zry + 22%, = 0. 


6. Obtencr la solución [112-6] de la ecuación de D'ALEMBERT 
[D.* —(Dy/c*)]z= 0 por descomposición del operadcr en factores simbó- 
licos lincales ($ 112-3, a). 
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7. Probar que si en la descomposición [112-21] ambos factores sim- 
bólicos son iguales: Da + hD, + k, la solución con dos funciones arbitra- 
rias es (cfr. § 112-4, b): z = e™ [xo (y — hx) + v (y — ha) ]. 


8. a) Para la ecuación r=q, de la solución z = zZ (x, yY, h) = ehs+hy 
(§ 112-3, a») obtener por derivación soluciones en forma de polinomios 
hasta de tercer grado; b) Probar que un polinomio solución de grado 
n es: 


Pra (x, y) = T + ní(n—1)x"*y y OD eD NS) gop q ads 


9. En la transmisión eléctrica por cables paralelos, tanto la intensi- 
daá en P o en P’ (fig. 380), como la dife- 
encia de potencial entre P y P’, son funciones p 
del tiempo t y de la abscisa OP = xv, que ve- 
rifican una misma ecuación diferencial, lla- i 
mada ecuación de los telegrafistas: Zs: = 2 
= LCz:: + (LG+RC)z: + RGz, (L, C, G y €” 
R constantes positivas). O 

Integrarla mediante la sustitución z= Fig. 880. 
= e*****, y mostrar que: a) Para h< —R/L, 

ó h >—G/C (si LG < RC como acontece generalmente) se obtienen solu- 
ciones del tipo exponencial real de la forma e'*(Cie*” y Crer*"); b) Pa- 
ra h = —a + iw imaginario se obtienen ondas amortiguadas. 


10. Resolver las ecuaciones del tipo de EULER: a) r—3s +2t=0; 
b) Zaos + Poy — Zayy — Zyw = 0; c) r— 28 + 5t=0. 
11. Probar que en la ecuación de EULER con raíces iguales a= ĝ 
($ 112-4, b) también es solución: 
z = (y +0%) + (y + vx) (y + ax) , ya. 


12. Probar que si la ecuación en a: 


ca” + aat H.. H eaa 
tiene n raíces distintas œn ..., An, la ecuación diferencial 
az 0”z 0"z 
Co Fæ" + Ci ENEE H.H Cn ay" = 0 
tiene la solución 


z = p(y +x)... + p(y + ax), (q; funciones arbitrarias). 
13. Resolver mediante cambio de variables ($ 112-4, nota) : 
Zas — Zy = YY + Y. 


14. Resolver la ecuación (de primer miembro reducible, $ 112-5, a): 
Zas — May + 2%yy — Ze + 2z, =(2% 4 1).€e”. 


15. Hallar por coeficientes indeterminados ($ 112-5, b), una solu- 
ción particular de la ecuación 2r— q = 4 sen (x + 2y). 


16. Resolver, observando que los coeficientes del primer miembro no 
dependen de x, Zer — BYZ: + 24% = (2y — 4) ev, 


17. a) Probar que Za + fZe + 92, +$f92=0, (f, g, constantes), puede 
reducirse a 4, =0 poniendo ¿=u.e%**% y hallar la solución general; 
b) Resolver la misma ecuación por el método de operadores de $ 112-5, e; 
c) Hallar una solución particular de Z,. +22, +2 =%Y + aye? apli- 
cando el método de operadores mediante división, a cada término del se- 
gundo miembro, 


` 


18. Resolver la ecuación de ondas planas (§ 112-6, b) por separación 
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do variables (§ 112-3, b) en coordenadas polares r, 0, u =u (r, 8, t), con 
la condición de contorno u(1,6,t)=0 (membrana circular de borde fijo) 

las condiciones iniciales: u(r,0,0)=f(r) (simetría central), 
u(»,0,0)=0. 


S 113. CÁLCULO DE VARIACIONES 


1. Problema fundamental. — a) Si nos preguntamos por la 
curva de longitud mínima entre dos puntos P;(x,, 41), Palxo, Ya), 
tendremos que determinar una función y = y(x) que haga mí- 
nima la integral 


[113-1] S VIFy ds, con y(%1)= Y; y (22) = Yo. 


Sabemos que la solución es la recta P,P» (cfr. $ 113-4, ej. 1). 
En cambio la solución no es intuitiva si la curva de longitud 
mínima (línea geodésica, $ 76-5, d) ha de pertenecer a una su- 
perficie curva; este problema conduce también ($ 113-5, a) a 
determinar una función de modo que resulte mínima una inte- 
gral en cuyo integrando figura. 


Éstos son ejemplos típicos de problemas de Cálculo de va- 
riaciones, el cual tiene por principal objeto la determinación 
de funciones que sustituídas en una integral definida le den 
valor mínimo o máximo relativo, es decir, menor (mayor) que 
cualquiera otra función suficientemente próxima. 


Este problema difiere de los problemas de máximos y mí- 
nimos ordinarios; pues, así como allí se trataba de determinar 
un valor numérico de x que diera valor máximo o mínimo a 
una función conocida y, aquí se trata de determinar una fun- 
ción y(x1), que sustituída en una cierta integral definida, del 
tipo 


[113-2] JEy(2)] = f f(z, yy) da 


le dé un valor máximo o mínimo relativo; otro problema es: 
Entre todas las curvas que pasan por dos puntos del plano, de- 
terminar la que engendra la superficie de área mínima al girar 
en torno de un eje (ver § 113-4, ej. 2). 

En éstos y otros ejemplos el elemento geométrico (longi- 
tud, área, etc.), que se desea hacer mínimo, viene expresado 
por una integral donde figura la función desconocida y(x) y 
su derivada y’ (x). 


NOTA 1. Supondremos que la función f(x,y,z) que figura en el in- 
tegrando de [113-2] es continua conjuntamente con sus derivadas prime- 
ras y segundas en el dominio (fig. 381): 


D)a <z <b , y(x) <y < yele) , z arbitraria; 
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y que en [113-2] se consideran solamente las funciones que cumplen las 
condiciones siguientes: 


1) y.(2)< y(2)< yal), para a<x<b; 
2) existe y es continua y'(x), para a<«x< b; 
3) y(a)=0u, y(b)=8B. 





Fig. 381. Fig. 382. 


Entonces diremos que el problema variacional es con valores de con- 
torno prefijados o con extremos fijos, por oposición al caso de extremos 
libres en que se elimina la condición 3, y en consecuencia es mayor la 
multiplicidad de curvas que se consideran al buscar el extremo de [113-2] 
(fig. 381 y 382). 


b) Si la función y(x) hace minima o máxima una integral 
en el intervalo (a,b) tiene esta misma propiedad en cada in- 
tervalo parcial (a', b'). En efecto, si la función y(x) no hace 
mínima, por ejemplo, a la integral en el intervalo parcial, y 
ésta es menor para y,(x), reemplazando en (a, b’) los valores 
de y (x) por los de y,(x), resultará una nueva función para 
la cual la integral en (a,b) toma un valor menor que para la 
función y(x), contra lo supuesto. Así, por ejemplo, las curvas 
reodésicas de una superficie, son geodésicas entre dos cuales- 
quiera de sus puntos. 


c) En el “problema del cable suspendido” (resuelto en 
S 106-3, ej. 1), se trata de hallar la forma que toma, por ac- 
ción de la gravedad, un cable flexible e inextensible, de sección 
constante, con sus extremos fijos en dos puntos A(x,,Y1) y 
L(a). Este problema puede plantearse como problema va- 
rincional en base al conocido teorema de TORRICELLI de la Me- 
cenuica, según el cual el centro de gravedad G(xo, Yo) debe to- 
nur la posición más baja posible, de modo que deberá hacerse 
minima la expresión ($ 84-6): 


Ho = [ f y yl] ya de] : f vV1I-+ y” dæ |. 
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Ahora bien, el divisor representa la longitud total 1 del ca- 
ble, y es independiente de la forma del mismo. Así llegamos a 
un ejemplo de problema variacional con condición adjunta (Al. 
Nebenbedingung)*: determinar y = y (1) de modo que 


[113-3] f yVIFy ds = mín, y(m)=Y, y(1)=9» 


entre las funciones que cumplan la condición 


[113-4] fvi Fy? de = l 


NOTA 2. El problema [113-3] sin la condición [113-4] es idéntico al 
de hallar una cierta superficie de revolución de área ($ 54-5) mínima, 
que resolveremos en $ 113-4, ejemplo 2. 


d) Generalizaciones. — d,) Puede ocurrir que la función 
incógnita y dependa de varias variables independientes y fi- 
gure en una integral múltiple cuyo extremo se busca (ver 
$ 113-5, d). 


d2) Pueden figurar en la integral varias funciones incóg- 
nitas (cfr. $ 113-5, b): 


b 
f f (2, Yi -Yn Yi -Y'n dx = extremo. 
qa 


d3) Puede que en el integrando figuren derivadas superio- 
res de la función incógnita: 


b 
il (2,4, Y4',Y”,...,Yy")dx = extremo. 


d,) Finalmente, pueden presentarse combinaciones de los 
casos anteriores. 


2. La variación primera. — Designaremos por yo(x) la fun- 
ción desconocida que para x=a, x=b, toma los valores pre- 
fijados y(a)= a, y(b)=f, es decir, representa la curva bus- 
cada que pasa por los puntos dados A (a, a), B(Dd, f). 

Consideremos las funciones del tipo y (1) = yo(1) +t.Z(x) 
siendo 2 = Z(x) una función continua de x conjuntamente con su 
derivada primera, y que se anula para x = a, x = b (cfr. nota 1). 
Elegida arbitrariamente dicha función z(x), al dar valores 
reales a t van resultando infinitas curvas que pasan por A, B 
(fig. 381). Entre ellas, para t = 0, resulta la misma yo(x). 


* Otros autores, por ejemplo GOUrsAT (citado en Cap. VI, nota VI, 5), vol. III, 
p. 573, llaman problema de extremo ligado a aquél en que la función incógnita debe 


verificar condiciones donde figuran todos sus valores en el intervalo de integración y no 
sólo en sus extremos (problema de extremo libre), Estas denominnciones uu confusas 
si no ne advierte que extremo se refiere aquí a la función y bo ni intervalo como en 


nota 1 
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Este incremento t.z(x) que se le da a yo suele llamarse la 
variación de Yo, representándose así: 3Y0. Entiéndase que esta 
letra ò indica simplemente la diferencia entre la función yo(x) 
y cualquier otra que tome los mismos valores en los extremos, 
es decir, su gráfica está formada por la diferencia de ordena- 
das entre la curva yo(x) y cualquier otra que pase por A y B. 
Así como el incremento Ay es la diferencia de valores de una 
misma función para diversos valores de xv, la variación dy es 
la diferencia de valores de dos funciones para cada valor de g. 

El valor que toma la integral [113-2] para cualquiera de 
dichas infinitas funciones Y = Yo + tz es: 


J[yo(x) +tz(z)] = f EC, Yo + tz, Y + tz'Jda , 


que depende de la función z y del número real £, pero una vez 
elegida z(x), es J función de t: J =J(t). 

Elegida arbitrariamente la función z(x) tenemos infinitas 
curvas al variar t y la integral es función de t; su valor debe 
ser mínimo para t = 0, luego su derivada debe ser nula para 
t= 0; dicha derivada resulta derivando bajo el signo integral 
(S 86-2, teor. 3) 


b 

[113-5] VH = f [£,(2,9,4)2+f,(2,4,4)2]d0 , 

de modo que se tiene la condición necesaria: 

[113-6] J’(0) = f, [fy (£, Yo Y 0) 2 + fn (z, Yo, Y'0)2']dx = 0. 


Se llama (LAGRANGE) variación primera de la integral 
[113-2] a òðJ = tJ’ (0). Entonces: Para que la integral [113-2] 
tenga extremo es necesario que se anule la variación primera. 


NoTAs: 1. En los problemas variacionales con valores de contorno 
prefijados ($ 113-1, nota 1) debe ser z(a)=z(b)=0. En caso contrario 
sólo se exige a z (1) la otra condición: tener derivada primera continua 
ena<xS< b. 

2. Con las hipótesis de $ 113-1, nota 1, tiene J(t) derivada segunda 
continua. 


3. Ecuación de Euler. — a) El segundo sumando de [113-6] 
contiene la diferencial exacta 2'.dx =dz e integrándolo por 
purtes resulta : 

b , B b b d 
[113-7] EZE . dg = [2t | — J 2 q. lv. de y 


pero z es nula para x =q y para x = b, luego se anula el mi- 
nuendo, y sustituyendo el valor [113-7] en la [113-6] resulta: 


b 
[113-8] f e| f, — E f» ) dæ 0. 
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Esta integral debe, pues, anularse cualquiera que sea la 
función z y para ello es necesario que se cumpla en todo el 
intervalo propuesto (a,b) la ecuación de EULER: 





d 
[113-9] fy (x, Yo Y'o) — Jz fy (£, Yo Yo) = 0. 


Las soluciones de [113-9] son las únicas funciones que cum- 
plen la condición [113-8], es decir: si la integral [113-8] es 
nula cualquiera que sea la función z, debe ser nula la expre- 
sión [113-9] en todo el intervalo (a,b) (ver nota 2). 


La determinación de la función yo(x) que hace mínima o 
máxima la integral J se reduce, pues, a integrar la ecuación 
[113-9] con las condiciones de contorno y(a)=au, y(b)=P. 


He aquí, pues, una ecuación diferencial ordinaria de segun- 
do orden (pues al derivar f, aparecerá y”) a la cual debe sa- 
tisfacer la función buscada y(x). Como la ecuación de EULER 
representa una condición necesaria, las soluciones del problema 
variacional deben buscarse entre las soluciones de la ecuación 
diferencial de EULER, llamadas extremales del problema varia- 
cional. 


NoTAs: 1. Toda extremal anula, pues, a la derivada J'(t) en t=0, 
y según que haga positiva o negativa a la derivada segunda, dará a la 
integral un valor menor o mayor que todas las funciones yo + tz de un 
cierto entorno |t| < e, suponiendo fijada la función auxiliar z(x). En 
la práctica no suele ser necesario recurrir a la derivada segunda, pues la 
índole del problema indica si se trata de máximo o mínimo; y como las 
únicas funciones que pueden satisfacer al problema son las extremales, 
sólo podrá haber ambigiedad cuando haya más de una solución que satis- 
faga a las condiciones iniciales, como sucede en el ejemplo 2 de § 113-4. 


2. LEMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO DE VARIACIONES. — Si F(x) es 
continua en 4<x<b y es 


b 
[113-10] f z(x)E(x)dx = 0 

ua 
para toda función z(x) con derivada primera contínua y tal que z(a)= 
=Z(b) —0, entonces F (x) =0 en [a,b]. 

Si fuera F(x)> 0, en [a,b] podemos suponer por la continuidad de 
F(x) que es, por ejemplo, F (xo) >0 en un punto xo de (a,b) (es decir, 
distinto de a y de db). Entonces ($ 26-1) existirá un h>0 tal que: 
1) Fí(x)>0 en (2. —h, to + h); 2) (xı— kh, %o + h) está contenido 
en [a,b]. La función 


f = 0 para a [X x [S xto—h, 
z(x) = = (x — xo + h)° (x — xo— h)? para xo—h<x< t+ h, 
la para xx +h<x*ws lb, 


cumple las condiciones del enunciado, y se tiene: 


b xo+h 
f z(x)F(x)dz = f (x — xe + h)° (x — xo— h) F (x)dx > 0 


a vo—h 


en contradicción con [113-107]. 
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3. La demostración dada para la ecuación de EULER exige imponer 
a la solución yo(x) del problema variacional la condición más fuerte de 
tener derivada segunda continua en [a,b] (cuando basta la existencia de 
derivada primera continua, ver nota 5 y c). 

Debe existir yo” (w) continua para que fy[x,yo(x), yo (x)] tenga de- 
rivada respecto de x, y se pueda aplicar a [113-8] el lema fundamental 
de nota 2, 


4, LEMA DE Du BOIS-REYMOND. — Si G(x) es continua en a<x<b 
y es 


b 
[113-11] n z (x)G(x)}dx = 0 


, 


para toda función z(x) con derivada primera continua y tal que z(a)= 
= z(b) = 0, entonces es G(x) = constante en [a,b]. 


Í, f, 


cumple las condiciones del enunciado. Reemplazada en [113-11] da, por 





b 
ser z (x)= G(x)—(b—a)” f G(£) di: 


b b 1 b 
f z (x)G(x)dæ = f e| z? + sirf Torat =0 


o sea 


b 1 b b 
[113-12] 1 z” dæ + na zS Gras f z dx —= 0. 
a —0 Ja a 


b b 
Como Í z’ dx =z(b)—z(a)= 0, resulta de [113-12] T z” dæ = 0, 
a a 
y por la continuidad de z’ es 2=0 en [a,b]. Finalmente, de la expre- 


b 
sión de z’ (x) resulta G (x)= (b — a)“ f G (£) dí — constante, 
a 


5. En el lema de Du Bois-REYMOND (nota 4) se basa una demos- 
tración de la relación de EULER que sólo exige a la solución yo.(w) tener 
derivada primera continua (cfr. nota 3). 


Poniendo INACETOS Yo (£)]d — H(x) resulta de [113-6]: 


b 
JU (0)2 + tr(0,10:90)718x =0, 
a 
y por integración por partes en el primer término: 
b b 
ECZA — f z' (x) [H (x)— fv (2, Yo y’)]dæ = 0. 
ES a a 


La parte integrada se anula por ser z(a)=z(b)=0. Puede apli- 
envo entonces el lema de Du BoisS-REYMOND (nota 4) que da 


H (æ) — 1, (%, Yo Yo) = constante, 
y devivando respecto de x resulta la ecuación de BULER [113-9]. 
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b) Condiciones naturales de contorno. — Reemplacemos, 
como al comienzo de este apartado, [113-7] en [113-6], pero 
ahora dejando de lado la condición z(a)=z(b)= 0 de extre- 
mos fijos ($ 113-1, nota 1). Resulta : 


b b d 
V(O) = | efre vowo | + f e — iy rlar = o. 


Si yo(x) es extremal, anula, como vimos en a, el segundo 
término y entonces debe verificar 


. b 
[113-13] | z (2) fp (£, Yo, yo) | Sih 


Esta condición se cumple automáticamente en el caso de 
extremos fijos ($ 113-1, nota 1) en que z(a)=z(b)= 0, pero 
no cuando los extremos son libres. Como caso particular de és- 
tos podemos suponer sucesivamente en [113-13] z(a) 40 = 
= z(b) y luego z(a) = 0 = z(b), de lo que deducimos: 


TEOR. Para que Yo = yo(x) sea solución del problema va- 
riacional es necesario que sea extremal, y además, o bien 


1) Cumpla las condiciones de contorno yo(a)= a, yo(b)= B, 
en el caso de extremos fijos; o bien 


2) Verifique las llamadas condiciones naturales de con- 
torno 


(113-14] f, [a, yo (a) , Y'o (a)] = 0, f, [b, Yo (b) , Y'o (b)] To 0, 
en el caso de extremos libres. 


NOTA 6. Puede que sea fijo un extremo (por ej. a) y libre el otro. 
En este caso se tienen condiciones “mixtas” de contorno: y.(a)= a, 
fy[b, yo(b), yo (b)] =0. 


c) Forma desarrollada de la ecuación de EULER; existencia 
y continuidad de yọ” (x). — En el caso general en que bajo el 
signo integral figuren x, y, y”, la ecuación [113-9] da para las 
extremales yo(x) la ecuación desarrollada 


[113-15] — Lyy (2, Yo Y) Yo” + Ly lt, Yo, Y) YO + 

+ fyz (x, Yo, Yo!) e f, (x, Yos Yo) == 0 , 
ecuación no lineal en y, pues ésta figura en los coeficientes, 
que deben deducirse derivando la función f(z, Yo, Yo). La inte- 


gración conducirá a una función con dos constantes arbitrarias, 
que se determinarán por las condiciones de contorno (ver b). 


Para que [113-15] sea efectivamente de segundo orden y sus 
soluciones puedan satisfacer las condiciones de contorno es ne- 
cesario que 


[113-16] Li (£, Yo, Y) Æ 0. 
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EJEMPLO. Curva entre dos puntos, que engendra el cuerpo de revo- 
lución de volumen mínimo, al girar alrededor del eje x. Es ($ 54-3): 


b 
V = xf y’.dæ, siendo f(x,y y) = y. 
a 


La ecuación de EULER es en este caso en términos finitos (no dife- 
rencial, cfr. § 113-4, a2) 


d 
Lt, — tr = 4 =0 , 


luego la curva coincide con el segmento (a,b) del eje x, más las orde- 
nadas extremas, como era de esperar, dadas las condiciones del problema. 
No existe ninguna solución que cumpla las condiciones de $ 113-1, nota 1, 
salvo que en las condiciones de contorno sea a =P =0, 


En $ 113-4, a, estudiaremos el caso f;yy» = 0, y ahora vere- 
mos que con las hipótesis de $ 113-1, nota 1, que sólo implican 
para una extremal yo la continuidad de yọ, [113-16] trae como 
consecuencia la existencia y continuidad de yo”. 


d ; 
Es de fy(x, Yo, Yo ) = 


= lim -+ finz +h, yole +h), yè (£ + h)] — 


h—0 
— fy[x, yo(x), yo (w)] } . 


Poniendo, para abreviar, œ (x + k) — æ (x) = Ağ, y teniendo en cuenta 
(§ 30-2) que Ağ = hg'(x)+ ho con w infinitésimo con h, se tiene para 
la llave del segundo miembro, que indicaremos por Af»: 
Afp = hyp+[x,yo(x), yo (x)] + Ayo fyy[e, yo(%), yo (2)1 + 
+ AY fyy[o, yola), yo (2)] + kor + Aho + AY’ os , 
siendo 01, 02, 03, infinitésimos con h, AYo Ayo. Sigue de aquí 


AY Api 
h fpyle,yo(x), yo ()] + 0 
Avila, yo(e), yo (e)1 + 0 + Hua [a yo (o), yo ()] + corp(AYo: h) 
fyy[o,yo(%), yo (2)1 + 0 
y por [113-16] resulta de aquí (con las hipótesis de $ 113-1, nota 1) la 
existencia y continuidad de 


. A n d r 
lim Au = y” (x) = Š fy — fps — Yo fv : py. 





A=0 dæ 


De esta relación resulta también [113-15] despejando (d/dx)f, y 
reemplazando en [113-9]. 


4. Integración de la ecuación de Euler. — a) Consideremos 
primero el caso (ver $ 113-3, c) en que 


[113-17] foy (£y, y) = 0 


para excluirlo en lo sucesivo, pues veremos ahora que entonces 
cl problema variacional, o carece de sentido, o se reduce a un 
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problema de extremos de Cálculo diferencial, o no tiene so- 
lución. 


Por [113-17] f,- no contiene y”, o sea: fp (x,y, y’) =F (x,y), de don- 
de f(x, Y, y") = F(x2,y)y + G(x, y) y [113-9] da 


j d 
F,(x,Y0)Yo0 + Glz, yo) = de Flo, yo(2)] = Fa(x, Yo) + Fy(%,Y)Yo » 
de donde 
[113-18] F: (x, Yo) = G, (x, Yo). 


a) Es F.(x,y)= G,(2,y) idénticamente en x,y. Entonces el inte- 
grando del problema variacional es ($ 89-1) diferencial total exacta, la 
integral sobre cualquier curva de extremos (a,a), (b,B) tiene el mismo 
valor J = U(b,f$)— U(a, a) si es U(x,y) la función potencial (§ 89-1). 
Por tanto: 

(1) El problema de extremos fijos pierde significación; 


41) El problema de extremos libres se reduce al de hallar los ex- 
tremos de la función de dos variables a, B: U(b,B)— U(a, a). 

az) Si Fo(x,y)= G,(x,y) no se verifica idénticamente, será una 
ecuación finita (no diferencial) para las extremales yo que deben cum- 
plir [113-18], y salvo casos excepcionales el problema variacional de ex- 
tremos fijos no tiene solución (ver $ 113-3, ejemplo). 


b) La función integrando f(x,y, y’) carece de y, [113-9] 


se reduce a ra fp = 0 de donde: 


[113-19] fp =C ; 


e integrando esta ecuación de primer orden aparece una se- 
gunda constante arbitraria. 


EJEMPLO 1. Determinar las funciones y(x%) que hagan mínima la 


integral de [113-1]. Siendo f(x, y,y')= v1 + y? la ecuación de EULER, 
por no figurar y en la integral, se reduce a [113-19], o sea 
y' de ai i 
—*—— = C0 .. Yy =€ .. Y =C%E + Ci 
Vi +y” ' 


es decir, una función lincal cuyas constantes se determinan por la con- 
dición de pasar la recta por dos puntos dados. Dado el significado geomé- 
trico de la integral, el resultado era a priori conocido. 

Si el problema variacional es de extremos libres, las constantes c y ci 
habrán de determinarse por las condiciones naturales de contorno [113-14]. 
Como fy=y'/V1+y”, y es y'(a)=y'(b)=c, se obtiene de [113-14] 
cl V1+ci=0, O sea c=0, y entonces las extremales son y = c rectas 
perpendiculares a las rectas de contorno x = a, x =b, que evidentemente 
son soluciones del problema variacional. 








NOTA 1. Si el problema propuesto impone a las extremales más con- 
diciones que las que determinan las dos constantes arbitrarias contenidas 
en la solución de la ecuación de EULER, el problema variacional no tendrá 
solución en general. Por ejemplo, no pueden darse arbitrariamente dos 
puntos de una extremal y la tangente en uno de esos puntos. Así, no 
tiene solución buscar entre las curvas de la clase antes considerada 
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($ 113-1, nota 1) que unen dos puntos A y B y tienen en A tangente 
distinta de la recta AB, la que tenga longitud mínima, pues las extre- 
males son rectas y ninguna de ellas cumple las condiciones requeridas. 


c) La función integrando f(x, yY, y’) carece de x. — cı) Es- 
te caso puede reducirse al b permutando las variables. 


EJEMPLOS: 2. Superficies de revolución de área mínima. — Entre 
todas las curvas de extremos dados, determinar la que engendra la su- 
perficie de revolución de menor área al girar alrededor del eje x. La 


expresión del área, por ser dS = 21y V dx? -+ dy, es (§ 54-5): 
S = 2n | y VIF ; 


f(y 2,0) =yVl1+ an , 


habiendo adoptado y como variable independiente y x como función des- 
conocida, para simplificar; pues la ecuación de EULER, con este cambio 
de variables, es: 





d d 
3 — — 3 Ir = —— fr, = 0 
f dy 0, que se reduce a de , 
e integrando resulta: 
fe =a, o sea: =e =0, 
Vl+x” 
de donde: 
ha a : a. dy 
x” (y’— a) = a’, y separando variables dx = —~ 
Vy — a 


Hagamos el cambio de variable y =achz; entonces: 
dy = a.shz.dz Vy; —a = a.shz 
La ecuación se reduce a 


dx = a.dz de donde z = AE 
y la curva buscada (fig. 383) es la ca- 
tenaria ($ 29-1) cuya base es el eje x: 


x+<C 





y = a.ch 





Las constantes a y C se determinan 
por la condición de que la curva pase 
por los dos puntos dados. En particular, 
si éstos son simétricos respecto del eje y, para x = + a deben resultar va- 
lores iguales de y; como el ch es función par, deben ser opuestos los 
arcos a + C, — a + C, luego C = 0. 

Un estudio completo permite discutir los tres casos que pueden pre- 
sentarse, según que por los dos puntos pasen dos catenarias, una o nin- 
guna. 


Fig. 383, 


3. Problema de la braquistócrona. — Un grave cae desde O(0,0) a 
A (£a jo) por una curva OA y se trata de encontrar ésta de modo tal, 
que el ticnipo invertido en recorrerla sea mínimo, 

La velocidad, después de haber descendido la ordenada y, es: 
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_ de 
V 29y i 


y el tiempo transcurrido es, llamando l a la longitud de OA: 


l ds A 
r= [| zF Ere dy , 
v V2g 0 29y 


Para obtener la función que hace mínima la integral, hemos adop- 
tado y como variable independiente y la ecuación de la variación primera 
que es: 


v = V2gy, luego dt = 





d 
dy 


. Ga 
se reduce a f. =const; o sea, poniendo la constante en la forma 1:V2r, 
se tiene: 


f: — Í. = 0 





’ 


v 


ze a i Vy 
ara Var? de donde œ = -a F" 
Pongamos para racionalizar: 
y = r(1— cost) = 2r sen? łt 
y el segundo miembro se simplifica así: 


Vy _ _ V2rse it 
V2r—y V2rcosiat 
que se reduce a tg 3t; por otra parte: 
dy = rsent.dt — 2rsen ¿tcosát.dt ; 
luego la ecuación se transforma en ésta: 
de = 2rsen* it.dt = r(1—cost)dt , 
cuya integral general es: 





æ = r(t—sent)+ C , 


y esta constante debe ser nula, pues para y =0, t=0 debe ser x=0. 
Resultan así las ecuaciones: 


æ = r(t — sen t) >; y = r(1—cost) , 
que representan una cicloide, cuya base es el eje x. 


Esta rampa cicloidal se llama curva braquistócrona, que significa: 
curva de tiempo minimo. 

¿Cómo construir o determi- 
nar la cicloide que pasa por O 
y A? No es fácil resolver este 
problema algebraicamente, pero 
en cambio es muy sencilla la so- 
lución gráfica representada en 
la figura 384. Dibújese una on- 
da cualquiera de cicloide y deter- 
mínese el punto A” de intersec- 
ción con la semirrecta OA. La 
homotecia de centro O que trans- 
forma A’ en A da el arco de ci- 
cloide OA que resuelve el pro- 
blema. La figura indica asimis- 
mo cómo se determina su radio 
r y se deduce fácilmente el argumento t que corresponde ad punto A. 





Fig. 384. 
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c») El artificio usado en c, exige que x sea función de y 
en el intervalo [a, f]; es decir, que la solución buscada sea 
función monótona, y tal condición puede no cumplirse, por des- 
gracia, en los dos problemas de la superficie mínima (ej. 2) y 
de la braquistócrona (ej. 3). Veamos la solución rigurosa. 

Si la función integrando carece de x, es decir, es del tipo 
f (y, y'), la ecuación de EULER [113-15] se reduce a ésta: 


[113-20] frw y” + Loy y — fy = Q. 


Designando por D la derivación total, respecto de la única 
variable independiente x, y comparando el primer miembro de 
[113-20] con las expresiones: 


Df = fp. y +H fp- y” , 
D(f. y) = fp. y” + fpr Y2 -+F fy. Yy”, 
se ve que la diferencia de éstas es precisamente aquel trinomio 
multiplicado por —y”; luego de la ecuación [113-20] se deduce 
D(f—fp py) =0 . f— fp. y =a , 


ecuación de primer orden que suministra la integral general, 
con dos constantes a, b. 


EJERCICIO. Aplíquese la ecuación [113-20] al problema de la super- 
ficie de área mínima y al de la braquistócrona. 


NoTA 2. Fácilmente se pasa de este método al aplicado en c,, que- 
dando así justificada la permutación de variables. En efecto, allí proce- 
díamos así: 


Sí(yy)de —= Soly, a )dy , 
y suponiendo que w = x(y) fuera uniforme en el intervalo [a, $], obte- 
níamos como integral la ecuación de EULER cp» = c; pero siendo: 
g = f.x -. qe = f + fe.x' 
y como y'= 1/x', este binomio vale: 
f + fp. x’ (—1/x"), o sea f— fy».y. 


.. Por ambos métodos se llega, por tanto, a la misma ecuación diferen- 
cial, quedando así justificado aquél, si es y función uniforme de x, aun- 
que no exista función inversa. 


5. Otros problemas variacionales. — a) Geodésicas de una 
superficie. — Problema muy importante en Geometría y en 
Física relativista es el de las geodésicas de un espacio curvo. 
En el caso más sencillo, que es el de las superficies del espacio 
euclidiano ($ 76-5, d), la expresión de la diferencial de arco 
[76-3] es 


ds = Y 9 dul + 2912 du du + gas dv? , 
adoptando u como variable independiente, la función integran- 
do es: 


f Vancl 2912 0'=1- Gus 0 
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y la ecuación diferencial de las geodésicas resulta inmediata- 
mente aplicando la ecuación de EULER: 


q $ 2 a p eye 0 yr? - 9f a 


= sd ): f]. 


EJEMPLOS: 1. Si la superficie es plana, gnu =92=1, gu = 0, la 
ecuación se reduce a ésta: 


d mr f ; 
——[v: Vi] + v] = 0 . “== `. v = au b 
es decir, las geodésicas son rectas. 


2. Geodésicas de la superficie esférica. — Si u es la latitud y v la 
longitud, el elemento de arco en la superficie esférica de radio 1 es: 


ds? = du? + cosu. dv? . gn=1, Ye=0, Ye= cos cu. 


Como no contiene la variable v, la ecuación de EULER, después de una 
primera integración, da: 


v’. cos’ u Z dl 
Vi Fotosu u VI+ e 
poniendo en esta forma la constante, para facilitar la integración, 





Despejando: 
E 1 ; 1 


e A (1 + «)costu—costu ’ S cosu Væ tgu ; 
la integral es inmediata con el cambio de variable tgu=t y resulta: 
c.sen (v +a) = tgu o bien acosv + bsenv = tgu 


que representa un arco de circunferencia máxima, sección por el plano 
ax + by =z. 


b) Curvas exztremales en forma paramétrica. — La teoría 
que hemos expuesto es muy restringida, por considerar sola- 
mente arcos de extremos A, B, que son cortados en un solo 
punto por cada recta paralela al eje y. Para poder considerar 
todos los arcos AB, es preciso adoptar la forma paramétrica: 


r=x(t) , y=y(t) 
y considerar las integrales del tipo: 


[113-21] J f(x, y, 2’, y) dt. 


Al cambiar el parámetro t por el u, la diferencial queda di- 
vidida por u”, mientras que x' e y” quedan multpilicadas por u”. 
Para que la integral tenga significado intrínseco, independien- 
te del parámetro elegido para representar el arco, es preciso 
que la función f(x, y, x', y') quede multiplicada por w’; y como 
esto vale para todo número u’, debe ser homogénea de grado 1 
respecto de las variables r’, y’. 
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EJEMPLOS: 3. La función integrando para la longitud del arco 
(8 113-4, ej. 1) es Va”? + y”, que cumple esta condición de homoge- 
neidad. 

4. Lo mismo sucede a la función y Vx" + y? que aparece en el 
área de la superficie de revolución ($ 113-4, ej. 2). 


Para hacer variar el arco AB incrementaremos las coorde- 
nadas poniendo +", 21, Y + Y12Za en lugar de x, y. Las fun- 
ciones Z,1(t), za(t) son continuas con sus derivadas primeras, 
y nulas en los extremos A, B (en el problema de extremos fi- 
jos), y por comodidad las supondremos positivas en los puntos 
intermedios. Los números fı, fə son reales y al anularse de- 
terminan el arco AB. 

La integral [1183-21] es una función e(r,, 12) de los pará- 
metros fi, fə y sus derivadas parciales primeras respecto de 
ellos deben anularse para r,=0, 72 =0, si es máxima o mí- 
nima en el arco AB la integral [113-21]. Es decir, debe veri- 
ficarse: 


9, (0,0) = f (f.z tfs. zi) dt = 0, 


æ (0, 0) = ff, 2+ty.2oJdt aiu 


Transformando por partes el segundo sumando de la se- 
gunda integral resulta, como ya se vió ($ 113-3, a), la condi- 
ción [113-9] de EULER; y lo mismo para la primera integral. 
Resulta así el par de ecuaciones diferenciales de segundo orden 


d d 
[113-22] f, — a for =0 ; y — af fp = 0. 


NOTA. Como consecuencia de la homogeneidad de f(x,y, x,y’) se 
verifica la identidad fácil de demostrar: 


d pua d , 
(ad) o =—(6 e to)s 
y por tanto, basta resolver una de las ecuaciones. 


La demostración se reduce a derivar respecto de t los dos miembros 
de la igualdad: 


f = wfe + yfr 


que expresa la homogeneidad de f por el teorema de EULER (§ 67-3), 
y simplificando la igualdad obtenida por reducción de los términos 
æ” fe + y” fy que aparecen en ambos miembros, resulta la igualdad pro- 
puesta. 


EJEMPLO 5. Problema de NEWTON. — Determinar el cuerpo de revo- 
lución que, al moverse en la dirección de su eje en un flúido, encuentra 
resistencia mínima suponiendo que la resistencia normal es proporcional 
al cuadrado de la componente normal de la velocidad. 

Il área engendrada por el elemento ds, al girar alrededor del eje a, 
es 2ry. ds; la componente normal de la velocidad v es v.dy/ds, luego, la 
resistencia de la corona de superficie es 2xv"y.dy"/ds por un factor nu- 
MEOE 
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Como la componente normal al eje es nula, basta considerar la com- 
ponente paralela, la cual se obtiene multiplicando por dy/ds, lucgo la re- 
sultante de todas es la integral 


27w? fu .dy .ds*?* = 2x S y sde 
a +y 
expresando las coordenadas en función de un parámetro cualquiera t. 
La ecuación de EULER que debe integrarse es por tanto: 
yey?” 
GF T 
y adoptando como parámetro ¿—x'/y' resulta inmediatamente: 
= a(t 4+ 1)°:t 
cuya derivada: 
y = a(t* + 1) (38 —1):t* 
permite despejar: 
a” = a(t* 41) (3 —1):t = a(3 4 2t—t*) 
e integrando resulta: 
a = a(3* 4 t—Int) + b. 


Estas expresiones paramétricas indican que 
y no puede anularse, es decir, la curva no cor- 
ta al eje x. El estudio de la curva permite cons- 
truirla y la figura 385 muestra claramente que 
el arco buscado debe pertenecer a una sola ra- 
ma de la curva. Dados los extremos A, B, la construcción del arco AB 
puede hacerse gráficamente por semejanza. 





Fig. 385. 


c) Principios extremales de la Física. — Desde la antigiie- 
dad se ha intentado edificar la Física sobre postulados de ca- 
rácter extremal, de los cuales se deducen las ecuaciones y leyes 
fundamentales, y esta tendencia se acentúa más cada día. He 
aquí los más importantes: 


PRINCIPIO DE MAUPERTUIS DE LA ACCIÓN MÍNIMA (1740). — Un punto 
móvil de A o B sigue el camino tal que la integral de la velocidad a lo 
largo del mismo, es decir, f v.ds, es mínima, 

De este principio, perfeccionado por EULER y modernamente genera- 
lizado por HÓLDER (1896), pueden deducirse las ecuaciones de la Mecá- 
nica. Por ejemplo, para el movimiento libre, las ecuaciones de EULER apli- 
cadas a la integral que expresa la acción f(x” -+ y)dt dan x'=a, 
y' =b, es decir, el principio de inercia de GALILEO, 


PRINCIPIO DE FERMAT (1629). — Una generalización importante del 
problema de la braquistócrona es ésta, que llamaremos problema de FER- 
MAT: 

Siendo la velocidad de un móvil una función conocida víx, y), deter- 
minar el camino más breve entre los puntos A, B, es decir, el arco tal 
que sea minimo el tiempo total: 


OR 


En el problema de BERNOULLI, que conduce a la braquistócrona, esta 
velocidad es proporcional a Vy, pero en cl de FERMAT es una función 
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cualquiera. Si v es la velocidad de propagación de la luz (es decir, si 1/v 
es el índice de refracción) se tiene el auténtico principio de FERMAT (o 
de HERON), fundamental en Óptica, y que permite demostrar fácilmente 
las leyes de la reflexión y de la refracción. 


PRINCIPIO DE HAMILTON (1834) Y ECUACIONES DE LAGRANGE (1788). 
— Un sistema mecánico con n grados de libertad está caracterizado por 
n parámetros o coordenadas: qı, 42 ..., qn funciones del tiempo. La 
energía potencial U es función de ellos; la energía cinética o fuerza 
viva L es función de ellos y de sus n derivadas respecto de t; la dife- 
rencia L—U se llama potencial cinético, y con esta denominación, se 
enuncia así el principio de HAMILTON: 

Entre todos los movimientos posibles que en un tiempo dado hacen 
pasar un sistema de uno a otro estado, se realiza aquel movimiento para 
el cual es estacionario el potencial cinético medio: 


ti 
f (L—U)dt. 
to 


Las ecuaciones de EULER [113-22] son en este caso las n siguientes: 
d 
dt 
que son precisamente las ecuaciones de la dinámica de LAGRANGE. 
Las ecuaciones de la Estática resultan como corolario: 


U: = 0 (q = Qn q2 -e.s Qn) 


es decir: Condición necesaria y suficiente para que un sistema mecánico 
de energía potencial U (qu Qz, ..., qn) esté en equilibrio para ciertos va- 
lores de estas coordenadas, es que la energia potencial sea estacionaria 
para esos valores. 

Otros principios, también importantes en Mecánica, son éstos: 


Lı — (Lı — Ua) = 0 (4 = Qu qo - + -, Qu) 


PRINCIPIO DE GAUSS DEL ESFUERZO MÍNIMO. — El movimiento de un 
sistema material con vínculos bilaterales, está caracterizado entre todos 
los movimientos compatibles con los vínculos por la condición de esfuerzo 
mínimo de éstos. 


PRINCIPIO DÉ HERTZ. — El movimiento de un sistema material de n 
puntos con vínculos bilaterales independientes del tiempo y no solicitado 
por fuerzas, se verifica con velocidad constante y con curvatura mínima 
de la gráfica representativa en el espacio de 3n dimensiones formada por 
los puntos cuyas coordenadas son las coordenadas de los n puntos por las 
raices cuadradas de sus masas. 


d) Variación de las integrales múltiples. — El problema 
fundamental es análogo al resuelto en $ 113-3. Entre todas las 
funciones u(x, y) definidas en un recinto D, que toman valo- 
res prefijados en el contorno C, determinar aquellas que dan 
valor máximo o mínimo relativo a'la integral: 


[113-23] TT Í (2, Y, U, Ur, Uy) dg . dy. 
D 


Gcométricamente: determinar los casquetes de contorno da- 
do C que hacen máxima o mínima a la integral. Haciendo va- 
rinr v, es decir, poniendo u4-|- 720, donde r es un número real 
y de(x, y) una función continua que se anula en el contorno C, 
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la integral es función de la variable real r y anulando su de- 
rivada se llega a la condición necesaria de EULER: 
d d 

113-24 id Pa ; 
[ 3 ] f, dæ p + dy f; 

(P =Us q= Uy). 

He aquí algunos ejemplos muy importantes: 


EJEMPLO 6. SUPERFICIES DE ÁREA MÍNIMA. — Aplicando la condición 
[113-24] al área de un casquete de contorna C 


S = TN + z +z. dæ. dy = T VI+ p? + ¢ . dx. dy 
resulta inmediatamente la ecuación de las superficies de área mínima: 
Zas (1 + 2y) sa. Days Zr Zy + Zyy (1 +2.) = 0. 








EJERCICIO. Compruébese que la satisface la ecuación 


E a eno EEC 
y +H ze a= aeh 
a 
de las superficies mínimas de revolución (superficies catenoides), obte- 
nida en § 113-4, ej. 2. » 
PRINCIPIO DE DIRICHLET. — Dado un recinto A, cualquiera que sea la 


función u(x, y) que en el contorno tome valores prefijados, hace positiva 
a la integral: 


1= ff 13400) dedy , 


luego el conjunto de valores de I tiene un extremo inferior. ¿Será accesi- 
ble, es decir, existirá alguna función u que dé a la integral I valor mínimo? 
Este postulado famoso se llama principio de DIRICHLET. Tal función debe 
satisfacer a la ecuación [113-24] de EULER, que en este caso es: 


AU = Uss + Uy =0 ; 


pero aun demostrada la existencia de solución de esta ecuación de LAPLACE, 
no queda probado que haga mínima a la integral. En cambio, admitido el 
principio de DIRICHLET (que se puede demostrar directamente, nota X, 2), 
se deduce, como hizo RIEMANN, la solución de Au= 0. 


EQUILIBRIO Y MOVIMIENTO DE CUERDAS, MEMBRANAS Y PLACAS. — Si 
se alabea el contorno de una membrana elástica situada en el plano xy, 
el área de la superficie z = f (x,y) que forma la membrana es: 


MEETS dy 


= f f azau + ZS f EG + GI de. ay 


tomando solamente los dos primeros términos en el desarrollo de la raíz 
cuadrada. La dilatación sufrida por la membrana viene expresada por el 
segundo sumando; y como la energía potencial es proporcional a la dila- 
tación, resulta como condición de equilibrio: la función z debe hacer mí- 
nima la integral: 


el [ (2)? + (2,)"] dz. dy. 
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La ecuación de EULER [113-24], aplicada a esta integral, es: 
Za F zm 0 
es decir, la ecuación de LAPLACE. 
Análogamente resulta la ecuación de equilibrio de la placa elástica: 
AAZ + f(z,y)= 0, siendo f la fuerza exterior y representando A el 


laplaciano ($ 91-6, d) que, al aplicarlo dos veces, da una ecuación de 
cuarto orden, 


También conduce el Cálculo de variaciones a las ecuaciones de los 
movimientos vibratorios de cuerdas, placas y membranas; la primera, que 
es la de D'ALEMBERT, ha sido ya estudiada en $$ 112-6 y 7. 

Ecuación de la cuerda vibrante: 2.211 — TZoz. 

Ecuación de la membrana vibrante: Q .Ziı: — f(x,y, t) =r. AZ. 

Ecuación de la placa vibrante: 0.211 + f(x,y, t) +47. AAz =0. 
(Cfr. nota VIII, con significación de q y 1). 


6. Variación segunda y condición de Legendre. — a) Como 
la integral J ó [113-2] es función de t, desarrollada por la 
fórmula de TAYLOR resulta : 


t (dJ e œJ 
Sólo hemos considerado (§ 113-2) el término llamado va- 
riación primera: 3J=t.J'(0); el estudio completo exigiría 
considerar las variaciones sucesivas (LAGRANGE) 


&J = £J” (0) ; $J]=t8J"(0) , ... 
llamadas variación segunda, tercera, etc. 


Pudiera creerse, por analogía con la teoría de los máximos 
y mínimos ordinarios, que el análisis de las variaciones suce- 
sivas permitirá resolver completamente el problema; pero no 
acontece así, pues el ser, por ejemplo, mínima la integral para 
cada tipo de variación, es decir, dentro de cada haz yo(1) + 
+ tz(x), siendo z una función prefijada, no implica que lo sea 
para el conjunto de todas ellas; de igual modo que acontecía 
con la teoría ordinaria, en ejemplos como el puesto en $ 70-2, 
Ej. 3; pero aquí el conjunto de direcciones de variaciones, es 
decir, el conjunto de funciones z, es mucho más amplio y el 
problema mucho más complejo. 


EJEMPIO. Determinar la curva de extremos (0 y 1, que haga máxima 
o mínima a la integral siguiente: 


1 
i (y — y”) de. 
La ecuación de EULER se reduce en este caso a la siguiente: 
d , , y» 
2y — qr 6Y) = 0 ; 2y + 6yy =0 , 


que se satisface por la solución y = 0, la cual cumple, en efecto, la con- 
dicion de hneer minima la integral paran variaciones del tipo t2(r), pues 
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cualquiera que sea la función elegida z(x), con derivada finita en (0, 1), 





tomando 
1 1 
jt] < y 2 dx : [feas 4 
0 0 
es la integral positiva. Sin embar- 
y go, existen funciones tan próxi- 


mas a 0 como se quiera, que hacen 

negativa la integral. Basta cons- 

truir curvas como la indicada en 
A la figura 386, formada por un seg- 
mento rectilíneo unido al arco de 
sinusoide y = a sen (x/a), y al aná- 
logo en el otro extremo. Un cálculo 
fácil conduce a este resultado: 


1 Zra 
T ds =2 f? cos’ -Z dg = A a, 
0 





T 
O a-7 


Fig, 386. 


3 
luego, para valores de a suficientemente pequeños, la integral resulta ne- 
gativa. 


Note el lector que la distinción entre entorno y aproximación radial 
es la misma estudiada en $ 70-2. 


1 4 4 
Í aas < e — pam ala) <0 sia>0, 


b) En cambio, toda condición necesaria para extremo de 
J(t) en t=0 dentro de un haz y+ tz, es también necesaria 
para extremo del problema variacional, y es así como obtuvi- 
mos la ecuación de EULER como condición necesaria. 


bı) Supongamos ahora que buscamos un MÍNIMO de la in- 
tegral [113-2]. Como una condición necesaria para el mínimo 
de la función J(t) con derivada segunda es (§ 33-9) J” (0) > 0, 
tendremos: 


Para que una extremal yo (x) que cumpla las condiciones de 
contorno (ver $ 113-3, b) sea solución del problema variacio- 
nal es NECESARIO que para toda función z(x) admisible (cfr. 
$ 113-1, nota 1) la segunda variación sea no negativa: 
t J” (0) > 0. 


b2) Si en un punto x, tal que a<x,<b es 
fyy[%1, yo (21), yo (21) ] =—h?<0 , 

existe una función z(x) con derivada primera continua, tal 
que 82 J < 0. 

Por la continuidad de f,»» podemos suponer que œ, es interior 
(a< xı< b), y además existe un e >0 tal que 

1) a<zxi—3e, y %i+3<b; 

2) fyy[x%,yo(x), yo(2)] < — 1h”, para gzı— 3e <7 L rx -j- 3e. 

Debemos hallar una función z(x) tal que: 
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[113-25] J” (0) = 

= $ fulx,yolxw), Y ol) 12 + 2,22 + fyyz2 "de < 0, 
para lo cual buscaremos que sea z' grande donde f,»y < 0, y z pequeño, para 


que el tercer término, que es negativo, prive sobre los otros dos. Esto se 
logra con la función (fig. 387): 





a x-3€ Xi x+3E b 
Fig. 387. 

0 para a [x< x — 3e, 
(x — xı +- 3£)*/ (4e?) >i xı — 3e < vx < xı — 2E, 
ł + (x — zı + 2e)/ (2e) si £ı — 2e < x < %ı—E , 
z(x%) = 1 — (x — 21)?/ (4e*) 3 gı — ELL +E, 
ł — (x — xı — 2e) / (2e) ,, a+ e<r<x+2e, 
(x — xı — 3e) (4e*) $ a+2e<x<x1+38e, 

0 »  %“%+3e<xw<b. 


m Para esta función z(x), que en [a,b] tiene derivada continua y ve- 
rifica 

lz (x)| < 1/(2e) 5 0<z(xr)<1 , 
la integral en [113-25] se extiende al intervalo (xı — 3e, xı + 3e), donde 


por la continuidad de f,y y de fu» es |fy|<K, |f| <K para un 
cierto K, y entonces se tiene para los dos primeros términos: 


w1+8€ K 
f [ly 2? + 2f zz ]dæ | < se| x + = | = 6K (1+2) , 


1—3e 








y para el tercero 
xı + 3e LIE x1+2e 1 |” —h: h 
Íyy 7” du 2el—| .—T = = — 
de des s aia a < ( 2e | 2 de 


y eligiendo e > 0 suficientemente pequeño para que h?/(4e) > 6K(1 + e), 
resulta J”"(0)< 0. 





ba) De b, y bə sigue el teorema: 
Necesaria para que la extremal yo(x) haga minima la in- 
tegral J es la condición de LEGENDRE: 
[113-26] — fox, yo(x%),y'0(2)1 > 0 para a< x< bd. 
Notas: 1. Excluyendo el caso fyy =0 (ver $ 113-4, a), se tiene la 
condición fuerte de LEGENDRE: 
[113-27] Tyy[x, yol(x), yo(x)1] > 0 para a<z<b. 


2. Cambiando f en -—f se tione la condición necesaria para máximo, 
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EJERCICIOS 


1. Resolver con la ecuación de EULER el problema variacional: 
Qa . 
Ls 1 VIF y ds = min;  y(a:)= b: ; 
a 


(camino más corto entre dos puntos del plano). 


2. Demostrar que la curva que uue dos puntos A, B del semiplano 
superior y > 0 y hace mínima la integral 


O [RD in, 
a y 


es el arco AB de circunferencia con centro sobre el eje x. 
3. Considérese el siguiente problema variacional: Entre todas las 


curvas y=y(x) que unen dos puntos A,(a;,, b,), Az(a», b2), hallar la que 
hace mínima la integral 


Co 

[113-28] Ily] = f ge (x).y?dx > 0, glx) función dada, 
a 

Su ecuación de EULER: — [2g"(x).y  =0 se resuelve por: 


z 
[113-29] y’ = C/g’ (a) , y =/ Cig*(t)dt + Cz , 
a 
y por las condiciones de contorno: 
Lo 
[113-307 C =b , Q= m5) / f g*(x) dx. 
us 


a) Probar, utilizando la desigualdad de ScHWARZ (§ 96-2), que el 
mínimo de [113-28] es 


[118-31] m1 / fas , 


alcanzable cuando y' verifica la primera [113-29]; b) Verificar que 
[113-31] es el valor de [113-28] al reemplazar y’ por la primera [1138-29] 
con el valor de Cı dado por [113-30]. 


4. a) Utilizando el ejercicio 3 hallar las extremales del problema 
variacional: 


a 
I = f w'y" de = mín., y(a,)= bi ; 
A 


b) Probar que si n>1 y ad.<O0 los puntos A, (a,,b,) no pueden 
unirse por una extremal. 


5. Hallar las extremales de 
1 
I = y yYy"dx , 
0 


6. Hallar la ecuación diferencial de un rayo de luz en cl plano xy, 
cuya velocidad v(x,y) es independiente de la dirección, 


con p y q enteros pares. 


C. XXVIII -I ECUACIONES EN DIFERENCIALES TOTALES 22 


7. Aplicando el principio de HAMILTON ($ 113-5, c), demostrar que 
las geodésicas de una superficie S son sus trayectorias dinámicas cuando 
no actúan fuerzas exteriores, es decir que en tal caso un punto obligado 
a moverse en S, describe una geodésica de S. 


8. En base al ejercicio 7, caracterizar geométricamente las geodési- 
cas como curvas tales que su normal principal n es paralela a la normal 
m a la superficie. 


NOTAS AL CAPÍTULO XXVIII 


I. Ecuaciones en diferenciales totales. — a) Definiciones. — La ecua- 
ción diferencial total o en diferenciales totales 


[XX VIII-1] P (x,y, 2)dx + Q(x,y,z2)dy + R(x,y,z2)dz =0 , 
escrita también en forma asimétrica 


[XXVIT-2] dz = — = dias dy =Ude+Váy , 

suele interpretarse como una ecuación en una función incógnita de dos 
variables z = z(x,y), tal que ésta convierta la ecuación en una identidad 
en x, y, de, dy. 

La [XXVIII-1] como ecuación diferencial ordinaria contiene más de 
una función incógnita y entonces se presenta, en general, una multiformi- 
dad de soluciones expresable mediante funciones arbitrarias; lo mismo 
ocurre en un sistema ($ 109) con más incógnitas que ecuaciones. Por 
ejemplo, en y =f(x,y,2,2'), fijada arbitrariamente z=z(%) derivable, 
resulta una ecuación y' = g (x,y). 

En P+Q.(dy/dxw) + R .(dz/dx)= 0, es decir, en [XXVIII-1], hay 
dos funciones incógnitas, siendo solución o integral todo par y = y(x), 
2=Z(%) que anule idénticamente el primer miembro de [XXVIII-1], que 
como expresión lineal homogénea en las diferenciales, se llama pfaffiano. 


b) Interpretación geométrica. — Puede asociarse a [XX VII1-1] un 
campo planar ($ 111-1, a), pero 
(a diferencia del campo de una 
ecuación en derivadas parciales 
de primer orden) con un solo ele- 
mento plano para cada punto. En 
efecto, [XXVIIT-1] expresa que 
toda curva integral I: y = y(x), 
z=z(x) es en cada punto M (v, 
y,z) ortogonal a la curva C de la 
congruencia característica (§ 110- 
4, a) de 


[XXVIII-3] -~~ ===> 


que pasa por M. Entonces las cur- 
vas integrales de [XXVIII-1] son 
las que resultan tangentes en ca- 
da punto al elemento plano nor- 
mal a la curva característica de 
[XXVIII-3] en dicho punto (fig. Fig. 388. 
388). 
En general, cen una superficie arbitraria S: 


[XXVIiI-4] z = f(x,y) 
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el campo planar de [XXVIII-1] determina un campo de direcciones: para 
cada punto M de S, la dirección de la intersección de S con el elemento 
plano en M. Como las líneas de campo de este campo, son soluciones de 
[XXVIII-1], habrá, en general, un haz de soluciones en cada superficie 
arbitraria [XXVIII-4]. Analíticamente: si con z =f(z,y) se eliminan 
z y dz de [XXVIII-1], queda una ecuación de primer orden en x é y 
cuya solución general 


[XXVIII-5] g(x,y,C)= 0 


representa en el espacio un haz de cilindros con generatrices paralelas al 
eje z, que cortan a S según curvas integrales de [XXVIII-1]. 


c) Integrabilidad completa. — Un haz de superficies 


[XXVIII-6] F(x,y,z) =C , 
conduce a la ecuación en diferenciales totales 
[XXVIII-7] F,dx + Fydy + F.dz=0 , 


que tiene por solución toda curva regular arbitraria perteneciente a una 
superficie del haz determinado por [XXVIII-6]. 


Toda ecuación [XXVIII-1] que pueda obtenerse de este modo se 
llama completamente integrable, llamándose a [XXVIII-6] solución o 
integral general, de la que son integrales particulares las funciones 
2=Z(x%,Yy) que convierten [XXVIII-1] en una identidad. La integrabi- 
lidad completa equivale a cada una de las tres propiedades siguientes: 


1%) Los elementos planos envuelven un haz de superficies; 
2%) La congruencia característica de [XX VIII-3] admite un haz or- 
togonal de superiicies (cfr. $ 110, ejercicio 11, b); 


39) P, Q y R son respectivamente proporcionales a las derivadas 
parciales de una función de tres variables, es decir, existen dos funcio- 
nes, la integral general F(x,y,z) y el factor integrante p(x, y, 2) tales 
que: 


[XXVIII-8] F.=uHP , F,=HmHQ >», PF =quR. 


Obtendremos de [XXVIII-8] una condición sobre los coeficientes P, 
Q, R. Se tiene, en efecto: 


(uP), = Foy = Fy = (pQ)s , 
es decir: 
(P, — Q:) = Qu — Puy 
y análogamente 
1(Q: — Ry) = Ruy — Qu: ; p(R.—P,) = Pu: — Ryu. 


Eliminando pu entre estas tres ecuaciones, para lo cual basta multi- 
plicarlas respectivamente por R, P, Q y sumar, se obtiene la condición 
necesaria para la integrabilidad completa (EULER, 1770): 


[XXVIIMI-9] P(Q:—Ry) + Q(R.—P.) + R(P,—Q:2) = 0. 
Probaremos que esta condición es también suficiente, dando a la vez 
un método de integración de [XXVITI-1] cuando ella se cumple, Si se 


deja constante una variable, por ejemplo z, la ecuación [XXVII1-1] se 
reduce a 


[XX VII1-10] P(x,y,7)dx + Q(x,y,2)dy = 0 
donde z entra como parámetro. Si la solución es 
[XXVIIT-11] u(r,y,2) = u = const., 


, 
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siendo q(w,y,z) un factor integrante de [XXVIII-10], será u,= ọP, 
uy = QQ, pero en general 4, QR. Pongamos 


se tiene entonces por [XXVIII-9] 09(S,u)/9(x,y)=0, y como esta re- 
lación vale para toda función [XXVIIT-11] resulta S función de u, y del 
parámetro z. 

i Por ser e(P dx + Q dy + R dz) = du + S dz, es [XXVIII-1] equiva- 
ente a 


[XXVIII-12] du + S(u,z)dz = 0. 


Si G(u,z)=C es la solución de [XXVIII-12] y » un factor inte- 
grante tendremos 


v(du + S dz) = re(P de + Q dy + R dz) = dG(u,z) =0 ; 
y expresando en G(u, z), 4 en términos de x, y, z resulta 
F (x,y,z) =C 


cuya diferencial total del primer miembro es proporcional al primer miem- 
bro de [XXVIII-1], con factor integrante u = ?Q. 


Obsérvese que si se cumple la condición [XXVIII-9], cualquier curva 
de las superficies [XXVIII-6] verifica [XXVIII-1], y que dado un punto 
M, sólo los puntos del entorno de M situados sobre la superficie 
[XXVIII-6] que pasa por M son accesibles mediante una curva solución, 
existiendo infinitos puntos del entorno de M que no son accesibles desde 
M en esta forma. En cambio, si no se cumple [XXVIII-9], no existen 
superficies [XXVIII-6], ni factor integrante u, y entonces se dice que Ia 
ecuación [XXVIII-1] tiene soluciones impropias dadas por la intersec- 
ción del determinado haz [XXVIM-5] con la superficie arbitraria 
[XXVITT-4], pudiéndose demostrar que cualquier punto del entorno de 
un punto M es accesible desde M por una solución impropia. Esta ob- 
mica, en particular, a la formulación de su segundo principio según CA- 
mica, en particular a la formulación de su segundo principio según CA- 
RATHÉODORY (véase k). 


EJEMPLOS: 1. 2yz dx + xz dy + 3xy dz =0. Se cumple la condición 
de integrabilidad [XXVIII-9]. Para z constante es 2y dæ + dy = 0, e 
integrando: 
[XXVIII-13] u(x,y,2) = xy = a(z) , 
siendo un factor integrante ọ calculable por us = ọP, de donde ọ= x/z. 
Entonces 

S = oR — u: = (x/z).3xy = 3u/z. 
La ecuación en u y z, du+3(u/z)dz=0 da uz =C con factor 


integrante »=2, y entonces por [XXVIII-13] es x*%yz= C, con factor 
integrante pu = xz* respecto de la ecuación propuesta. 


2. —yde+xdy+kdz=0 con k%0 constante, no es completa- 
mente integrable, pues el primer miembro de [XX VIII-9] vale —2k =Æ 0. 
Directamente, si se busca un factor integrante y que cumpla [XXVIIT-8], 
es decir, 


F. = — w , F=u , TF.=uk , 
las condiciones 

Fas = T,, , F,, = F- , F., = Fs 
son aquí 


Quo ps — Py y y (0 ; Ms == —(y/k) ns, 
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de donde resultaría u(x, y,2)=0. Sobre la superficie arbitraria z= 
= f(x, y), las soluciones impropias son las determinadas por el haz de 
cilindros solución de (kf.— y)dx +(kf, + x)dy = 0, curvas ortogonales 
a la congruencia de hélices 


2 + Ca 


z = Caos ==, y= gsn e, 


k ? 
solución, aquí, del sistema [XXVIII-3]. 


d) La condición [XXVIII-9] admite una interpretación sencilla, con- 
siderando el campo de los vectores V de componentes P, Q, R. Si existe 
un haz [XXVIII-6] de superficies para las cuales se verifica [XXVIII-1] 
para todo desplazamiento (dx, dy, dz) sobre una de ellas, es nula la cir- 
culación de V sobre toda curva de una tal superficie, y por el teorema 
de STOKES (§ 92-3), nulo el flujo de rot V sobre un trozo cualquiera de 
una tal superficie S, y como por [XXVIII-1] es V normal a S, esto 
equivale a V.rotV =0, que es [XXVIII-9], mostrando además que ésta 
es una propiedad intrínseca, invariante respecto de un cambio de coorde- 
nadas, 


Si rotV=0, se verifica [XXVIIT-9] por anularse los paréntesis, y 
las superficies [XX VITT- 6] son las equipotenciales del campo; pero een 
bién puede existir un haz de superficies ortogonales a las líneas del cam- 
po, sin que éste admita potencial. 

En efecto, buscar un factor integrante up del primer miembro de 
[XXVIIT-1] es buscar un escalar u tal que uV sea un gradiente, para 
lo que es necesario y suficiente ($ 91-5, nota) que se cumpla rot(uV)= 0, 
equivalente según [91-37'] a (gradu) AV + u rot V = 0, y al multiplicar es- 
calarmente por V se vuelve a encontrar [XXVIII-9]. 


e) Forma asimétrica. — Si R æ 0, es frecuente escribir [XXVIII-1] 
en la forma [XXVIII-2], es decir dz = U dx + V dy, reduciéndose la con- 
dición [XXVIII-9] de integrabilidad completa a: 


[XXVIII-14] U, + U.V = Vs + V.U. 


Por ser dz = p dx + q dy, [XX VIII-14] equivale al sistema de ecua- 
ciones en derivadas parciales: 


p = U (x, y, 2) , q = V(x, y, 2). 


f) Método de integración de MAYER (1872). — El método de inte- 
gración dado en c) exige la integración sucesiva de dos ecuaciones dife- 
renciales [XXVIII-10] y [XXVIII-12] en dos variables. Probaremos aho- 
ra el siguiente teorema de MAYER: Cuando la ecuación en diferenciales 
totales 


[XXVIII-15] dz = U(x, y,z)dæ + V(x, y,z)dy 


es completamente integrable, su integración depende de la de una sola 
ecuación diferencial ordinaria con un parámetro arbitrario. 

Sea zo el valor arbitrario de z en el punto (xo Yo), tal que las cuatro 
derivadas parciales U., U», Vz, V, existan y sean continuas en un entorno 
de (£o Yo Z0). Si la ecuación es completamente integrable, su solución 
z= z(x,y) quedará completamente determinada por su valor zo en (£o, Yo); 
entonces el valor de z en (x,y) podrá obtenerse siguiendo la variación de 
z a partir de su valor inicial zo, cuando un punto M se mueve en el plano 
xy en línea recta de (xo Yo) a (x,y). 

Supondremos, para simplificar la escritura Y. = Yo= 0, es decir, que 
se elige el origen de coordenadas como punto inicial en el plano xy (para 
reducir el caso general al precedente basta cambiar x por Xa+ x, é y por 
Ya +y, en la ecuación, lo que equivale a una traslación de ejes en el 
plano xy). 

Sea y = mg la ecuación de la recta que une el origen con el punto 
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(x,y). En ella es dy =mdx, y [XXVIII-15] se reduce a la ecuación en 
dos variables 


[XX VTI1-16] de = [Un(x,2) + mVn(x,2)]dx , 

siendo 

[XXV111-17] Un(x,2) = U(x,mx,2) , Vní(x,z2)= V(x,mx, 2). 
Bastará integrar [XXVIII-16] para obtener la solución de [XXVITI- 


15]. En efecto, la solución general de la ecuación en dos variables 
[XXVIH-16], resuelta en la constante de integración, será de la forma 


G(x,z, m) = const., 
y como para x = Q es z= Za será 
G(x,zım) = G(0, zo, m). 
Reemplazando m por y/x resulta de aquí una relación entre v, Y, Z, 
es decir, la integral de [XXVITI-15] : 
[XX VITT-18] G(x, z, yix) = G(0,20,y/x) , 
con una constante arbitraria zo. 


EJEMPLOS: 3. La ecuación 
— 202 de y ya" dy 
PS 1+x*— y 
verifica [XXVIII-14] y es, entonces, completamente integrable. Poniendo 
y = mg, dy =m dx resulta la ecuación en dos variables: 
2xz dæ + (1 + r°)dz = m (x2 dx + x°z dz). 


Como ambos miembros son diferenciales exactos [de (1+ «°)z y de 
imix"z"] la ecuación se resuelve de inmediato, dando 





(1 + x%)z2 — imez? = const. 
Llamando z, al valor de z para x=0 resulta 


(1 + e)z — mrz? = z , 
y, finalmente, la solución de la ecuación en diferenciales totales será: 
[XXVIII-19] (14+x%)2 — Iy? = z. 


Observemos que puesta la ecuación dada en la forma 
[XXVIII-20] 2x2 de — yz dy + (1 + x? — y’z)dz = 0 


cumple no sólo la condición de integrabilidad completa [XXVIII-9] sino 
también P, = Q; Q: = R, R. = P., por lo que [XXVIII-20] es una ecua- 
ción diferencial total exacta ($ 89-3) en tres variables. Calculada la fun- 
ción potencial ($ 89-3) se encuentra el primer miembro de [XXVIII-19] 
y entonces ($ 101-6) la solución es [XXVITI-19]. 


4. Para la ecuación completamente integrable del ejemplo 1 no puede 
tomarse g.= Yo = 0, punto excepcional que anula el segundo miembro de 
[XX VIII-18] (y los tres coeficientes P=Q=R=0 de [XXVITT-1]). 
Sin embargo, basta tomar y — yo = m(x — xo) para obtener la ecuación 
en dos variables 


3x[ya + m(x — xo) Jdz + 22[y0 + m(x— xo) + molde =0 , 
con factor integrante wz”, que lleva a la solución 
PY + m (e — x) ] = 2% 20 Yo , 


es decir, n la ay == 227 y, que es la ya vista en cl ejemplo 1. 


332 XXVIII. EC. EN DERIV. PARCIALES. C. DE VARIACIONES C.XXVITI -l 


g) Integrabilidad incompleta. — Si la ecuación [XXVIII-1] no cum- 
ple la condición [XXVIII-9] de integrabilidad completa, no se la podrá 
verificar por una relación [XXVIII-6] entre x, y, z con una constante 
arbitraria, pero puede ocurrir que se la verifique por una relación 


[XXVIII-6.] F (x,y,z) = 0 


sin constante arbitraria. En tal caso, por c) deberá cumplirse [XXVIII-9] 
para todos los puntos (x,y,z) que verifiquen [XXVIII-6.]. Entonces, 
cuando exista una tal relación [XXVIII-6.], debe poder deducirse de 
[XXVIII-9]. Lo mismo cabe decir de [XXVIIL-15] cuando [XXVIII-14] 
no se cumple idénticamente. Si existe una función z = z(%,y) (sin cons- 
tante arbitraria) para la cual se cumpla [XXVIII-15], será solución de 
la ecuación [XX VII1-14]. 


EJEMPLO 5. La ecuación 
[XXVIII-21] dz =2 de + xz dy 


no es completamente integrable, pues [XXVIII-14] no se reduce a una 
identidad sino que da: 


[XX VI1IT-22] gz = 2 + xz. 


La ecuación [XXVIII-22] tiene Ia solución única z = 0 (geométrica- 
mente: plano xy), que por verificar [XXVIII-21] es la única superficie 
integral. 


h) Problema de PFAFF. — Cuando no se cumple la condición de in- 
tegrabilidad completa, la ecuación en diferenciales totales puede admitir 
soluciones aisladas, como hemos visto en g). Puede probarse que fuera del 
caso de integrabilidad completa, la ecuación equivale a un sistema de dos 
ecuaciones finitas (no diferenciales) llamado sistema integral equivalente, 
y el problema de determinarlo se conoce con el nombre de problema de 
PFAFF. 


Mostremos primero que la ecuación [XXVIIT-1] puede llevarse a la 
llamada forma canónica: 


[XXVIII-23] du + vdw = 0 


con 4, v, w, funciones de æ, y, z. Los primeros miembros de [XXVIII-1] 
y [XXVIII-23] serán idénticos si 


[XXVIII-24] P = Uus HV. W, Q= U, v.w, R= u + 0.w,, 
y en tal caso los coeficientes de [XXVIII-9] serán: 


Q: — Ry = VeWy — VW: , 
[XXVIII-25] f R: — P, = VW, — VW , 
P, — Q: = VyWoy — UgWy 


Sigue de aquí: 
(Q: —R,)V + (R:—Ps)u, + (P,—Qs)0: 0, 
XXVIII-26 
[XXVIIL26] } (Q.—R)ws + (Re—P)w + (Pr— Qw = 0, 


es decir, v y w son soluciones de la misma ecuación en derivadas par- 
ciales lineal de primer orden, cuyo sistema adjunto ($ 110-4) es 


dæ dy dz 


l {l 


[XXVIII-27] Q- —R, = A = TP. 


Sean q(x, y, z)= const., YF(x,y, 2) =const., dos soluciones indepen- 
dientes de [XXVIII-27]; entonces v y w son funciones de q y y. 


Por otra parte, multiplicando la segunda [XXVILH-26] por v, y reem- 
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plazando tWw., VW, vw, por los despejados de [XXVIII-24] resulta la 
ecuación que debe verificar u: 
[XXVII -28] (Q. — R,) Us + (R,. — P;)u, + (P, — Q.:) Us = 

= P(Q:—Ry) + Q(R:—P,) + R(P,—Q;) , 
y como el anularse del segundo miembro es justamente la condición de 
integrabilidad [XXVIII-9] supuesta no satisfecha, u no satisface a la 
misma ecuación diferencial que v y w. 

Sea ahora w una función cualquiera de q y Y, por ejemplo: 


[XX VIII-29] w=0 , 
entonces si entre x, y, z se establece una relación de la forma 
[XXVIII-30] (x,y,z) = «a , («a constante), 


tal que hace dw = dọ = 0, al aplicar [XXVIII-24], [XXVIII-1] se reduce 
a la ecuación diferencial total exacta 


[XXVIII-31] du = 0. 


Entonces la relación [XXVIII-30] se usa para expresar cualquier 
variable, digamos z, y su diferencial dz, en términos de las otras dos va- 
riables y sus diferenciales, y reemplazando en la ecuación [XXVIII-1], 
ésta se transforma en una ecuación diferencial total exacta dw(x, y, a)=0 
reemplazando a por qp(x,y,z) esta ecuación se convierte en du = 0. Así 
se obtiene u, conocidas u y w se calcula v por una cualquiera de las 
ecuaciones [XX VII 24], y así se obtiene la forma canónica [XXVII1-23]. 

Esta ecuación canónica [XXVIII-23] se puede verificar de varias 
maneras, obteniéndose diversos sistemas equivalentes; por ejemplo: 


[XX VI11-32] u = const., w = const.; 
[XXVIII-33] u = const., v = 0; 
[XXVIII-34] o (u, w) = 0, Vos — Quv = 0, 


[e = o(u, w) función arbitraria]. 

Este último [XXVIII-34] incluye [XXVIII-33] pero no [XXVIII-32]. 

EJEMPLO 6. En la ccuación z dæ + xdy 4 ydi=0 es P=z, Q=zx, 
R = y, de donde: Q: — R; = Re — P, = P, — Q = — 1 y no se cumple la 
condición de integrabilidad completa, pues el primer miembro de 
[XXVIII-9] se reduce a — z — x — y. 

El sistema [XXVIII-27] es ahora dx = dy = dz; como una solución 
del mismo puede tomarse p(x,y,2)=2—y=o0, (a constante). 

Poniendo w = ọ y eliminando z y dz de la ecuación dada se obtiene 


(y + 0)de + (x + y)dy = 0. 
La solución de esta ecuación diferencial total exacta es 


w = 2y + x(y +0) = const. 
Reemplazando en o, a por z—y resulta u: 
u = iy + xz , 
y de la tercera [XXVIII-24] resulta: v =y — z. 
De la forma canónica: 
du + vdw = d(3y +22) + (y—u)d(z—y) = 


resultan los sistemas integrales equivalentes: 


e 


| 4 + zz = const. f ly’ + xz = const. 
| 2 — Y = const, ? l y — r= 0. 
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i) Es fácil ver que si [XXVIII-1] es completamente integrable, las 
curvas de la congruencia definida por el sistema [XXVIII-27] están so- 
bre superficies integrales. Pues son “curvas integrales”, es decir, verifi- 
can la ecuación [XXVIII-1], pues al reemplazar en ella numeradores por 
denominadores de [XXVIII-27] se anula el primer miembro por la con- 
dición de integrabilidad [XXVIII-9]. Con la interpretación dada en d), 
[XXVIII-27] da las líneas de campo de rot Y y el resultado anterior es 
evidente pues por [XXVIIT-9] es V perpendicular a rot V. 


j) Para el caso general de la ecuación de PFAFF en n variables 
[XXVIII-35] Xi dx, + Xadxs + ... + Xadzn =0 , 


donde las X, son funciones de las variables æ, %s, .., &n, Se dirá que 
[XX VIII-35] es completamente integrable si existe una integral general 
de la forma 


[XXVIII-36] E (£1, Lo, s. o, £n) = C 
y entonces deberá también existir un factor integrante u tal que 
[XXVITI-37] 0F/0%, =WX; , (i=1,2,...,2). 
Aplicando las eondiciones 
OF /00,0%; = 0%F /0x,0%) , 
resultan como condiciones necesarias y suficientes para que [XXVITI-35] 


, 


sea completamente integrable, las ( S ) identidades 














5 dX. dX; ) dX: IX: ) 
[XXVINT-38] — X,( A) E E) + 
3X; X \ 
ES L(a — y ) =g f 
para tres índices ¿, 7, k cualesquiera tomados entre los 1, 2, ..., n. Sólo 
un . ) de las 3 ) identidades [XX VIII-38] son independientes entre sí. 


En el caso de integrabilidad completa, la obtención de [XXVIII-36] 
se efectúa en forma análoga a la vista en c). Se integra [XXVIIT-35] 
como si todas las variables menos dos fueran constantes, reemplazando la 
constante de integración por una función arbitraria de las variables que 
se han supuesto constantes. La ecuación así obtenida se diferencia res- 
pecto de todas las variables y las condiciones necesarias para hacer coin- 
cidir el resultado con la ecuación dada, sirven para determinar la función 
arbitraria introducida y con ella la integral general [XXVIII-36]. 


EJEMPLO 7. Para la ecuación 
(20 + y + 2xt—2)dx0 + 2xy dy — dz + x’dt = 0 , 


se cumplen las 4 condiciones [XX VIII-38] de las que hay sólo 3 indepen- 
dientes. Suponiendo æ é y constantes, se obtiene la integral 


— xz + xt = a (x,y) , 
cuya diferencial total 
(— 2+ 2xt) dx — x dz + x° dt — da = 0 
si se hace coincidir con la ecuación dada, muestra que debe ser 
— da = (2x + y’)dx + 2xy dy. 
Así, en lugar de una ecuación en 4 diferenciales, se ha de resolver una 


en 3 diferenciales: dx, dy, da, a la que se vuelve a aplicar el mismo método. 
Supuesta x constante, la integral xy" + a =P (xv), diferenciada: 
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y dev + 2xy dy + da — d8 = 0 , da — db = 2rd , 
es decir, 4=—P+C y por tanto, xy? + a=" + C, para llegar a la 


integral general 
+ xy — az + t= C. 


k) Al estudiar el equilibrio del estado térmico entre las distintas par- 
tes de un sistema aislado adiabáticamente del exterior y expresar que es 
nulo el incremento total de la cantidad de calor añadida, se llega a una 
ecuación diferencial de PFAFF, cuya integrabilidad completa depende de 
la existencia del factor integrante, lo que se supone ocurre (cfr. c) en 
virtud del segundo principio de la termodinámica que en la forma de C. 
CARATHÉODORY dice: 

En cualquier entorno de todo estado de un sistema aislado adiabáti- 
camente, existen siempre estados próximos no alcanzables desde él. 

Este segundo principio, así formulado, es de verificación experimen- 
tal inmediata; por ejemplo, si se considera un gas a presión y volumen 
dados inicialmente, puede ser sometido adiabáticamente a compresión o 
expansión, pero el estado final del sistema no puede escogerse arbitraria- 
mente; en el entorno del estado inicial existen como no accesibles todos 
aquellos no situados sobre la adiabática que pasa por el estado inicial. 

El factor integrante puede escogerse de modo que coincida con el 
valor recíproco de la llamada temperatura absoluta (o termodinámica o 
de KELVIN) y convierta el incremento de calor en una diferencial exacta 
de la función termodinámica llamada entropía, cuya importancia radica 
en que es una función de estado, independiente del proceso seguido para 
llegar a él, lo que no ocurre para la cantidad de calor (cfr. $ 101-1, 
ejemplo 4). 


II. Transformaciones de contacto. — a) La ecuación general en de- 
rivadas parciales de primer orden 


[XXVII-39] f(x,y,z, p,q) = 0 


puede concebirse como una relación entre las 5 variables x, y, 2, p, q, si 
se prescinde de la particular significación [110-1] de p y q respecto de 
una superficie integral de [XX VIIT-39]. 

Consideremos una transformación unívoca invertible, es decir biuní- 
voca, dada por 


t = f: (X. Y, Z, P,Q), 
y = f: (X, Y, Z, P,Q), 
IXXV11T-40] z = f(X, Y, Z, P,Q), 
| p = f(X, Y, Z, P, Q), 
q = f(X, Y,Z, P,Q), 
yonu VEPSA 
F X. = qulx, y, 2, Pp, 0), 
] Y = p.(x, y, 2, Pp, 9), 
[XXVI AI] Z = qu(x, y, 2.p,0), 
| P = g(x, Y, z, p,q), 
= ps (x, Y, z, p,q), 
tal que transforme [XXVIII-39] en 
IXAXV1T1-42] F(X, Y,Z,P,Q)= 0. 
Diremos que los elementos planos ($ 111-1) dados por funciones deri- 
viables de dos parámetros A y p! 
c = x(t), 
y = y(t), 
INXVI1143] +z malhe), 
| p pO), 


q q0,1) 
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forman una multiplicidad de LIE de dos dimensiones, si verifican idénti- 
camente la ecuación de PFAFF: 


[XX VITI-44] dz — pde —qdy=0 , 


equivalente al cumplimiento simultáneo de [111-583] y [111-597]. 

El conjunto de puntos (x,y,z) dado por las tres primeras ecuaciones 
[XXVIII-43] forma el sostén puntual de la multiplicidad. Si el sostén 
degenera en una curva, el cumplimiento de [XX VIT[-44] significa que la 
multiplicidad [XXVIII-43] está formada por los œ” planos tangentes a 
la curva, dando así un concepto más amplio que el de franja ($ 111-4). 

Se llama solución generalizada de Lib de la ecuación [XXVIII-39] a 
una multiplicidad de Lie de dos dimensiones que verifique idénticamente 
dicha ecuación, Caso particular es el de una superficie integral con sus 
planos tangentes ($ 111-6), pero, por ejemplo, en el caso de ecuación lineal 
[110-9], la multiplicidad de LIe definida por una curva característica y 
sus co“ planos tangentes forman una solución generalizada de LIE sin 
que constituyan “superficie”. Desde este punto de vista, una ecuación 
f(x,y,2)=0 de una superficie S es caso particular de [XXVIII-39] y 
admite como solución no tan sólo la multiplicidad formada por los ele- 
mentos planos tangentes a la superficie S, sino también cada multiplici- 
dad formada por la radiación plana cuyo vértice sea un punto de $, 

Si sustituimos [XXVIII-43] en [XXVI!I-41], el conjunto planar 
transformado 


| X = qı[x (à, u), MS X (u), 
Y = Y (Au), 
[XXVII-45] ZZZ u, 
| P = PU u), 
Q = Q, u) 


será solución generalizada de Lı de [XXVIII-42] cuando y sólo cuando 
formen multiplicidad de LIE, es decir, si cumplen idénticamente 


[XX VI11-46] dZ — P dX — QdY = 0. 


Toda transformación T tal que [XXVIII-46] se deduzca de 
[XXVIII-44] y recíprocamente, transforma toda solución de Lim de 
[XXVIII-39] en solución de [XXVIII-42] y recíprocamente. De ahí la 
importancia de la siguiente definición: 


Der. Una transformación biunívoca T dada por [XXVIII-41] y su 
inversa [XXVIII-40] se llama transformación de contacto, si se cumple 
idénticamente en las variables independientes x, Y, 2, P, q: 


[XXVIH-47] dZ — PdX — QdY = 0.(dz —p dx —q dy), 
donde (excepto en puntos aislados) no es nula la función arbitraria 


Q = Q (x%, Y, 2, Pp, 9) #0. 


El conocimiento de las posibles transformaciones de contacto permite 
refer.r ta imegración de [XX VIII-39] a la de [XXVIII-42], aunque pue- 
de ocurrir que una superficie integral se transforme en solución genera- 
lizada; por ello se ha introducido este último concepto, para así obtener 
mediante las transformaciones de contacto todas las soluciones de la ecua- 
ción propuesta [XXVIII-39]. 


b) Igualando coeficientes en dx, dy, dz, dp, dq, la [XXVITI-47] 
equivale a cinco ecuaciones finitas, de las que mediante los símbolos 


d ə 0 d a 9 
a O A A 
se deducen 

dz dX dY dz dX JY 
LARV] dæ 7 de +Q de ? dy — dy ka dy 
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Éxtns pueden servir para determinar P y Q mediante las X, Y, Z; 
tnl on el caso de transformación puntual dada por las tres primeras 
XX V111-41] dependientes sólo de x, y, 2. Así resulta (cfr. teor. 1) que 
unn transformación biunívoca puntual dada mediante funciones derivables 
ea enso muy particular de una transformación de contacto. 

Recordando el símbolo [111-97], llamado corchete de POISSON, que 
por | XX VIII-48] puede escribirse 


q df de df 


purn una función derivable pR Ví(x,y,2,P,0) y X, Y,Z, PQ 
vorrespondientes a una transformación de contacto, se demuestra fácil. 
mente que es: 


[X X VIII-51] [V,Z] = P . [V,X] + Q. [V,Y]. 


_ Vara funciones derivables cualesquiera f, g, h de æ, y, 2, P, q, me- 
dinnte un engorroso cálculo, se prueban las identidades: 


[X XVIII-52] [[f£,g],h] + [[g,h], f] + Eb, f], g] = 
= h: . [g,f] + g:. [f,h] + f. [h,g] , 

[XXVIIT-53] [fg,h] = f . [g,h] + g . [f, h] 

que sirven para demostrar el siguiente teorema: 


Tror. 1. En toda transformación de contacto se cumplen las relacio- 
nes características: 


f RY =m E Ae iea = 
IX X VIII-54] = P, Y] = [Q, X] = 0 
L [P,X] = [QY] = o [P,Z] =0P, [Q,Z] = oQ 


keciprocamente, es suficiente que tres funciones X, Y, Z distintas 


($ O8 3, nota 1) de x, y, z, p, q estén dos a dos en involución ($ 111-7), 
vn devir, cumplan 


XX V 0111-55] [X,Y] = [Y,Z] = [Z, X] = 0, 


pura que resulten univocamente determinadas funciones P, Q que junto 
con lau ires dadas constituyan una transformación de contacto, es decir, 
ne cumpla [XXVIII-47] con 040, 

ll teorema recíproco se simplifica en el interesante caso particular 
de que X, Y, P, Q no dependan de z. Entonces, se demuestra muy fácil- 
mente que en [XXVIII-47] o es constante (pudiéndosela tomar igual a la 
nonbad) y que U =z— Z tampoco depende de z. También se simplifica 
doewchele [XXVIII-50] si f, g no dependen de z, convirtiéndose en el 
Matando paréntesis de POISSON 


PSN VE 156] (1,2) = 108» — Bufo + fogy — Bufy- 

Vo adlietto teorema recíproco se convierte en: 

Vior 2, Si se dan dos funciones X, Y distintas ($ 68-3, nota 1) de 
poo que estén en involución, es decir cumplan (X, Y)= 0, entonces 
odon determinarse univocamente otras tres funcioncs U, P, Q de x, Y, 

touy moo lun que sea 
[ANA 111 0] dU 4- PdX + QdY = pdx + qdy , 
eatu ho lan reluciunes 

Eo a » Y) =(0,X) =0, 
NN VI0D bm] (P, X) > a =a 


U, X] o fk 
P 


| Y] -0, 
[Pz -U] : ds =Q. 
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Supuesto 0(X,Y)/0(p,q)+0, pueden despejarse de X=6, Y= 
las p= (£, Y; c, 6&2), q =V(%,Y; C1,C:) COn Pr = Yo, al ser (X, Y)=0, 
es decir (p—«w, q —v)=0. Entonces ¢ dæ + y dy es una diferencial 
total, dz, de una función z = @ (x, Y; &,&). Basta tomar U (x,y, p,q)= 
=0(x,y;X, Y) para determinar P y Q por [XXVIII-49], es decir por 

p — U:-= P.X: + Q.Y. , qg=U<=P.X,+0Q.Y 
de modo que se cumpla [XXVIII-57]. 

c) Aplicación a la resolución de la ecuación de primer orden. — 
&) Para resolver la ecuación [XXVIII-39], se busca una transformación 
de contacto [XXVIII-41], donde sea Z = f. Para aplicar el teorema 1 se 


han de encontrar dos funciones X, Y que cumplan [XXVIII-55] (lo que 
suele ser muy difícil) y entonces 


[XXVIII-59] Z=0 , X=a , Y=Bß 
dan una integral completa de [XXVIII-39] (cfr. $ 111-8, a). 


cz) Si el primer miembro f de la ecuación [XXVIII-39] no depende 
de z, la cuestión se simplifica al poder aplicarse el teorema 2. Se toma, 
entonces, X =f y se busca una función Y(x,y,p,g) en involución con 
X, es decir, cumpliendo (X,Y)=0. De X=0, Y=a se obtiene 
p= g(x,y, a), q= (2,4, œ) con p= Y. y por una cuadratura se de- 
duce z = U (x,y, p,q) + B tal que para X = 0, Y =a se cumpla dz= 
= p dx + q dy. Entonces 


[XXVIII-60] X=0 , Y=a , z— U=Bß 
da una integral completa de f(x, y, p, q)=0. 


ca) Conociendo muchas transformaciones de contacto puede intentar- 
se aplicar el siguiente método general. Supongamos puedan darse tres 
funciones X, Y, Z de x, y, z, p, q en involución dos a dos, que determi- 
nen además la función f, de modo que 


[XXVIII-61] f(x, Y, Z, p.q) = F(X,Y, Z). 


Entonces, por el teorema 1 quedan determinadas las funciones P, Q 
que junto con las X, Y, Z dan vna transformación de contacto que reduce 
la solución de [XXVIII-39] a la de 


[XXVIII-62] F(X,Y,Z)=0 , 
con solución de LIE, cumpliendo [XXVIII-46]. De ésta y 
FxdX + FydY + FzdZ = 0 


(Fx + P.F)dX + (Fr+4Q.FYdY =0 , 
y por tanto el sistema 
[XXVITI-63] X=au , Y=ß , F=0 


da una integral completa de [XXVIII-62] que por el método de $ 111-3, b 
origina la integral general, En efecto, recordemos que la relación arbi- 
traria [111-19], es decir, 


[XXVIII-64] (X,Y) = 0, 
da [111-21], es decir, 
[XXVIII-65] (Fx+P. Fo, — (Fr + Q. Fo, = 0. 


Las [XX VIII-62], [XX VII1-64], [XX VITI-65] definen la integral ge- 
neral buscada, 


Si, finalmente, las ecuaciones 
[XXVIII-66] F=0 , Fx4 P.TF=0, Fr Q.F;=0 


, 


se deduce 
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determinan aún una multiplicidad, ésta acaso sea la integral singular, 
pues las [XXVIII-66] son equivalentes a las [111-31], ($ 111-3, nota 5). 


d) Ejemplos de transformaciones de contacto. — Dada una transfor- 
unción de contacto [XX VITI-41], es muy fácil ver que también son trans- 
formaciones de contacto, bien 


| XXVIII-67}] P; Y, Z — PX, —X, Q, 
o bien 
IXXVIII-68] X, X + Y, Z, P — Q, Q. 


Así, de la identidad X=x, Y=y, Z=%, P=p, Q=9, por 
[XXVII-67] se obtiene la transformación de LEGENDRE: 


rxxviure9 / =P» Y=9 Z=2—p—qu, 
LP=-—.w, Q = — Y, con e= l. 


Esta transformación hace corresponder a una ecuación de CLAIRAUT 
($ 111-8, ejemplo 3) (p, q, z — px — qy)= 0 la ecuación $(X, Y,Z)=0 
y recíprocamente. Antes hemos dicho (a) que la solución de LIE de 
(X, Y,Z)=0 está constituída por los elementos planos tangentes a la 
superficie que define esta ecuación y por las radiaciones planas cuyos 
vértices son los puntos de esta superficie; la transformación [XXVIII-69] 
les hace corresponder la integral singular de la ecuación de CLAIRAUT y 
sus planos tangentes, respectivamente. 


La transformación de LEGENDRE [XXVIII-69] es caso particular de 
la transformación por polares recíprocas: 


X = (P, q, z — px — qy), 

Y = (P, q, z — px — qy), 
[XXVIII-70] Z = (p,q, z — p£ — qy), 
| P p(x, Y), 


; Q = P(X, Y2), 


donde las funciones «q, son fracciones racionales de términos de primer 
grado en las variables indicadas. Así, si se parte del paraboloide œ+ 
-+ y” — 2z = 0, su forma polar xX + yY —2—Z=0 da X =p, Y =9, 
P=x, Q=4Y, y por tanto Z=— px + qy — z, ligera variante de la trans- 
formación de LEGENDRE [XXVIII-69], correspondiendo al paraboloide, la 
solución singular de la ecuación de CLAIRAUT P* 4 Q*—2(PX + QY — 
—Z)=0 (cfr. $ 111-6, ejemplo 1). 


Otras transformaciones de contacto son 








f ap a 
set r i e 
vi-+ +g Vi+p+q 
| XXVIII-71] 


O 
Vi Ep 
=p , Q=q com e=1 ) 


mM 
Il 
a 


IXXVII-72] 1P = ppv Fei , Q= vVP Fei, 


econ o=—1/Vp+q—1. 
Si [XXVII-41] es una transformación de contacto, también lo es 
X, Y, (7), P.g'(2), Q.g'(2), donde la función arbitraria g es tal 
que pr(Z) 7 0, ; 
Cunndo dhc pdh} qgdf:, entonces, es una transformación de con- 
tacto 


Z 

P 
[X= ap — 2 y Y =% Y , Z = VP + @—1 , 
z 
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X = x + fı(p,4), Y = y + falp, 9), 
Z= z + f(p,9) P=p Q=q con q=1. 


e) Clasificación de las transformaciones de contacto. — En general, 
será posible eliminar p y q entre las tres primeras ecuaciones [XXVIII-41] 


de una transformación de contacto, para obtener una sola relación ge- 
neratriz: 


[XXVIII-74] F(x,y,2,X, Y,Z) = 0. 

Ésta hace corresponder, en general, a un punto (x,, Yo, zo) una super- 
ficie F (xo, Yo, Zo X, Y, Z)= 0. 

, Si la eliminación de p y q entre las [XXVIII-41] da Iugar a dos re- 

laciones generatrices 
[XXVII-765] F(x,y,z,X, Y, Z) = 0, G(x, Y,2, X,Y,Z) = O, 
a un punto del espacio (x,y,z) corresponderá, en general, una curva del 
espacio (X, Y, Z). 

Si, finalmente, la eliminación de p y q entre las [XXVIII-41] da 
lugar a tres relaciones generatrices 
[XXVI111-76] F(x,y,z, X, Y,Z) = 0, G=0  H=0, 


quedarán, en general, definidas X, Y, Z como funciones de x, y, z y ten- 
dremos una transformación puntual como caso particular de una trans- 
formación de contacto. 

Veamos cómo, con ciertas restricciones, pueden deducirse de las re- 
laciones generatrices dadas arbitrariamente, las ecuaciones [XXVIII-41] 
de la transformación de contacto de cada una de las tres especies fun- 
damentales anteriores. 


[XXVIII-73] f 


e) Diferenciando totalmente [XXVIII-74] se obtiene la relación 
[XXVIII-47] que caracteriza una transformación de contacto, si se hace 


= — Fx/Fz , Q = — Fy/F, , g = — F.,/F, 
= — F./(F.F:) , q = — F,/(F,/F). 


De estas dos últimas y F—=0 pueden determinarse X, Y, Z como 
funciones de x, y, 2, P, q, para sustituir en las dos primeras [XXVI111-77] 
y completar así las ecuaciones [XXVITI-41] de la transformación de con- 
tacto. Teniendo en cuenta los teoremas de existencia de las funciones im- 
plícitas ($ 68-2) resultará: 


, 


P 
[XXVI111-77) f 
p 


TEOR. 3. Dada una relación [XXVIII-74] tal que F., Fz y el deter- 
minante funcional 9(F, F,,F,)/0(X, Y,Z) sean distintos de cero, queda 
entonces definida univocamente, a partir de valores iniciales dados, una 
transformación de contacto [XXVIII-41], para la que [XXVIII-74] se 
verifica idénticamente. 


ea) Dadas dos relaciones distintas [XXVIII-75] respecto de x, y, es 
decir, con 0(F,G)/0(x,y)+0, si se diferencian totalmente, debe dedu- 
cirse [XXVIII-47] como combinación lineal de dF = 0, dG =0, para po- 
derse obtener una transformación de contacto [XXVIII-41] que verifique 
idénticamente las [XXVIII-75]. Así, deben existir coeficientes A, % no 
simultáneamente nulos tales que 


AFz + leGz — 1 , 


dae + MGs = — 0, 
MF x + Gx = — 

[XXVIII-78] AF. + da =0. , 
MFy + ¿Gr =_—_ , 


HF, + G, = oq 
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De las tres últimas se deduce 

Mu (Fs + pF) + (G+ PG:) = 0 , 
f M(F, +qF,) + (G + Gs) = 0 
y por tanto debe ser nulo 


[XXVIII-79] 


F, + pF: G. + pG, 
F, + gF, Gs + qG: 


De ésta y las dos relaciones generatrices F =G = 0 pueden dedu- 
cirse X, Y, Z como funciones de x, y, z, p, q, dando las [XXVIII-79] y 
la primera [XXVIII-78] a % y 4. que permiten, mediante la segunda y 
tercera [XXVI11-78], completar las ecuaciones [XXVIII-41] de la trans- 
formación de contacto. Teniendo en cuenta los teoremas de existencia de 
las funciones implícitas ($ 68-2) y que debe ser 0340, resulta: 


[XXVII1-80] A= 





TEOR. 4. Dadas dos relaciones [XXVIII-75] tales que no se anulen 
simultáneamente Fz, Gz, y además sea 


0(F,G)/0(x,y) 40 , 3(F,G,A)/2(X,Y,2) #0 , 


donde A viene dado por [XXVIII-80], queda entonces definida univoca- 
mente a partir de valores iniciales dados, una transformación de contacto 
[XXVIII-41], para la que las [XX VIII-75] se verifican idénticamente. 

Ejemplo interesante es el de la transformación de AMPERE que parte 
de las dos relaciones generatrices 


[XXVIIT-81] X=% , Z+42-y4Y=0», 

obteniéndose por el procedimiento explicado, la transformación de contacto 
[XXVIII-8] X=x% Y =q, Z=Y4gq-—2% P=—Pp Q=Y, 
con =p, lhl=1, e=—1l. 


e) Dadas las tres relaciones [XX VIII-76] tales que 
0(F,G,H)/0(X,Y, 2340 , 


a partir de valores iniciales dados, se determinan X, Y, Z como funcio- 
nes de x, y, z, cumpliendo por tanto [XXVIII-55] al no depender de 
P y 4, y mediante [XXVIII-49] acaban de determinarse P y Q, dando 
así uniívocamente una transformación de contacto (b, teor. 1). 


En resumen, por elección de relaciones generatrices arbitrarias, pue- 
den formarse transformaciones de contacto cualesquiera de cada una de 
las tres especies establecidas. 


III. Sistemas de ecuaciones en derivadas parciales. — a) Reducción 
del sistema. — En su sentido más general un tal sistema es un conjunto 
finito de ecuaciones y, = 0, donde Y, es función de n variables indepen- 
dientes %1, Ya, ..., Cn, de k funciones incógnitas 21, Za, ..., Za de esas zx 
y de las derivadas parciales de las z hasta un cierto orden. 


Pero así como en el caso de ecuaciones finitas ($$ 67 y 68) o en el 
caso de ecuaciones diferenciales ordinarias ($$ 105 y 109), el número de 
ecuaciones del sistema tenía que ser “en general” igual al número de 
funciones incógnitas, aquí, en cambio, hay, a priori, completa independen- 
cia entre ambos números. Más aun, aumentando el número de ecuaciones, 
puede siempre suponerse que la función incógnita es única. En efecto, 
introduciendo k nuevas variables independientes £as, ..., nex, basta de- 
finir 
[XXVITI-83] Z= n1 21 + XCn+2 Z2 + aa + Enik Zk p 


a 
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sustituir en el sistema dado z; por 02/0%,+, (1=1,2,...,k) y agregar 
k +1 ] 
las nuevas ecuaciones 


2 | 
XXVI] — 0, Gi=12..,É) 
E i ] OL n+i Onr — 7 ,) — dj æj eseji , 





pata que determinar Z en el nuevo sistema sea, entonces, equivalente a 
determinar las k funciones z; en el primitivo. 

Por otra parte, aquí también (cfr. $ 105-2) es siempre posible re- 
ducir un sistema de ecuaciones en derivadas parciales a otro de primer 
orden que sea lineal en las derivadas. Basta para ello introducir como 
nuevas funciones incógnitas las derivadas de las z, designando 


Pise = 02,/0%, , Pi, st = 0% ,/0%, dx; , ete., 
tener en cuenta la conmutabilidad de la derivación (§ 69-2): 


Dr. dpi 
[XXVIII-85] S ko Lao 2 
t ve 
0p;, tt OPi, tyu OPi, use 
a —= de, — da » Etes 


y considerar las ecuaciones lineales en las derivadas obtenidas al derivar 
“parcialmente” las Y —0 respecto de cada variable independiente w., en 
relación a las demás variables independientes ($ 67-2, nota), obteniéndose 


vr. Ar, dv. z 
[XXVIII-86] 0 = (5) a A led 


0%, lea 027 lx, 
dF, Üzr Opr OPi , 
a r a a 
donde puede aún sustituirse 
A dLa = Pias ss DU = Pryse , EDU E Piire o. 


subsistiendo sólo las derivadas respecto de wx, de las últimas p. Véase 
como ejemplo § 112-1, nota 3. Las soluciones del sistema [XXVIII-85], 
[XXVIII-86] conservan constautes a las y, y si se eligen los valores 
iniciales 2%, 2%, Pira Pirri +. ., de modo que las y, sean nulas, así 
se conservarán, y por tanto, mediante las soluciones del sistema lineal 
[XXVIII-85], [XXVIII-86] se obtienen todas las soluciones del sistema 
primitivo. 

Si se efectúa la reducción que se acaba de explicar y después se 
efectúa la reducción [XXVII-83] a una sola función incógnita Z, que- 
dará también demostrado que: Todo sistema de ecuaciones en derivadas 
parciales puede siempre reducirse a un sistema de segundo orden con 
una sola función incógnita, lineal en las derivadas segundas (aunque 
acaso no lo sea en las derivadas primeras). 


b) Sistemas de ecuaciones de primer orden con una sola función in- 
cógnita. — bi) Designemos por p, la derivada parcial de la función 
incógnita z respecto de xi, (1=1,2,...,n). Basta estudiar sistemas de 
ecuaciones de la forma 


[XX VI11-87] frl Ei, aee, Eny Piy eces Pa) = 0, (ri = 1,2, 4:54), 


que no contengan la función incógnita z. En efecto, si sẹ tienen las ecua- 
ciones T,-(%,, ...,%,2,P1, --», Pr) = 0, puede buscarse la solución en for- 
ma implícita Z(x,,...,%.,,2)=0, y siendo (0Z/0x,)+ p.(02/0z)=0, la 
Z será solución del sistema 





YA REA VALEA ) E 


y ( ARPA y a ES 


que no contiene Z. 
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Supondremos, además, que en el sistema [XXVIII-87] las f. tienen 
derivadas parciales segundas continuas y que son distintas (§ 68-3, nota 
1) respecto de las p. 


b.) La condición de conmutabilidad en la derivación ($ 69-2) toma 
ahora una importancia esencial, pues al aparecer ahora derivadas parcia- 
les mixtas, calculadas por diferentes conductos, deberá afirmarse su igual. 
dad, no como consecuencia algebraica de las ecuaciones dadas, sino por 
el teorema dicho de conmutabilidad. Las nuevas ecuaciones que así se 
presenten se llaman consecuencias diferenciales del sistema dado. El ejem- 
plo más sencillo lo proporciona el estudio de las condiciones de integra- 
bilidad de una diferencial total (nota 1). 

Las consecuencias diferenciales del sistema dado se formulan me- 
diante los corchetes o paréntesis de Poisson (nota II, b) como nuevas 
ecuaciones también de primer orden, para así llegar a un sistema en in- 
volución (porque los primeros miembros de cada dos ecuaciones estarán 
en involución, $ 111-7), si antes el sistema no se ha demostrado incom- 
patible o se ha encontrado directamente una solución. Nuestro objetivo 
aún en el caso de que el sistema conste de una sola ecuación en derivadas 
parciales, es aplicar el siguiente teorema: 


TEO0R. 1. Si las n funciones Í,(%1, ..., Ln, Pr --., Pu), (r=1,2,...,2) 
tienen derivadas parciales primeras continuas respecto de las xi, Pi, son 
distintas respecto de las p, es decir, 3 (fu, ..., fn) /3 (Pis . -3 Pa) Æ 0, y es- 
tán dos a dos en involución, es decir, son idénticamente nulos los parén- 
tesis de POISSON 


n paf af, a A O 
[XXVI] a= 2 a TN pı de, ) Pa 
(r,s=1,2,. ..,2), 


entonces, al definir algebraicamente p, Pz ..., Ph mediante el sistema de 
ecuaciones 


[XXVIII-89] fi = a , f= 0 Lis, 
con (1, Qz, ..., An Constantes, resulta que 

dz = pida, + pedee + ... + pudx, 
cs una diferencial total. 


En efecto, se debe demostrar que 
dp,/dx, = 9p,/0x, , (r,s=1,2,...,1). 
Dichas derivadas vienen dadas por 
of, 2. 04, CP) 
= A. — =0 
dx, dE CP; Ce i 


de donde, multiplicando por 0f,/0%p, y sumando en i: 

















t of, of, n n cf, of, 0p; 
= - _— 0 
¿2 îy; p; i ¿=1¿=1 p; Ôp, dx, i 
:| permutamos r y s, y restamos, por [XXVIII-88] queda 
n n of. of, Pp; 0p; 
fn fi) = n ( E A) = 
( a ) ¡2 j=l py 0p; xi 0%; 


Como 0(f, ...,1,)/0(p, ...,P.) 0, las n ecuaciones homogéneas 


u of, n of. pj cpi 
y OS e ES EE 
¿A ep, ¡51 0p, CL; cry )) Pe a )» 


nonnlen sólo sulución nula ($ 15-6, b); y esto para cada r. Por tanto 
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2  0f, / %p, dp: \ — Z s; 
D (52 — a ) = 0, (r=1,2,... n; i=1,2,... n), 
y el mismo razonamiento prueba que 
dy — Pi ES L an 
T T. G= h2 n eE ran) 


como queríamos demostrar., 


b:) La demostración anterior muestra también que si tenemos un sis- 
tema de ecuaciones de primer orden [XXVIII-87], una solución común z 
de cada dos ecuaciones f,=0, f,=0, debe ser también solución de 


(£,,f,)=0. Si agregamos al sistema dado [XXVIII-87] las (OTE 


ecuaciones (f,,f,)=0 y del sistema obtenido consideramos sólo las ecua- 
ciones funcionalmente independientes ($ 68-3, nota 1), podemos ir repi- 
tiendo este proceso hasta llegar, bien a un sistema de más de n ecuacio- 
nes y entonces el sistema es incompatible por deducirse de él una rela- 
ción entre las solas variables independientes x, o bien a un sistema en 
que los paréntesis de POISSON no proporcionan ecuaciones distintas ($ 68-3, 
neta 1) a las anteriores, en cuyo caso el sistema se llama completo. 

Si el sistema [XX VII-87], supuesto por numeración conveniente que 
0(fa, ...,fm)/0(p:, ..., Pm) 0, se resuelve respecto de las p,...,Pm, 
se obtienen las ecuaciones 


[XX VIIT-907] Dr — Qrl[Lir...,Laj Pms e.a) = 0, (r=1,2,...,m). 


Los paréntesis de POISSON (pi — Qi, P3— py) no contienen las va- 
Tiables Pi, Pr ..., Pm. Si dicho paréntesis es función G(p.—Qr, ..., 
Pn—Qm) de los demás, ésta se reduce a una constante por tener deri- 
vadas nulas respecto de los 1mm argumentos Pr—«qy. Si la constante no 
es nula, el sistema es incompatible. Así pues, en otro easo, diehos parén- 
tesis, o son idénticamente nulos, o igualados a cero dan ecuaciones distin- 
tas a las [XXVIII-907. Siguiendo este proceso, se llegará a un sistema 
o bien de más de n ecuaciones distintas y por tanto incompatible, o bien 
a un sistema en involución, llamado también sistema jacobiano, donde los 
paréntesis de POISSON correspondientes a cada dos ecuaciones serán idén- 
ticamente nulos. 


bi) Si tal es el sistema [XXVIII-87], (m <n), (lo es evidentemen- 
te, si el sistema eonsta de una sola ean veremos luego eómo pue- 
den determinarse funciones distintas fm», ..., fn, que junto con las del sis- 
tema eumplan las eondiciones [XXVIII- 88]. "Entonces, por aplicación del 
teorema 1, puede determinarse mediante euadraturas (nota I), una fun- 
ción 2=F(%,...,%3 1, ...,0,) + Gara que satisface las ecuaciones 
[XXVIM-89]. La función 


[XXVIII-91] Zg= F (x,, cr) Ens 0, ...) 0, Am+tis -3 An) + ana 


verifica entonees el sistema jacobiano [XXVIII-87] para constantes @m+r 
(r=1,2,...,.n—m-+1) cualesquiera, dando así 00””*! integrales. Por 
analogía ($ 111-3) la solución [XXVIII-91] se llama una integral com- 
pleta. En general, una integral completa es una funeión 2=F(%,,..., %n; 
Cmrty + ><, lay Ansa) con n—M +1 constantes arbitrarias tal que las n +1 
ecuaciones z = F, p, =9F/%x,, conduzcan, por eliminación de las constan- 
tes Amity <»; On, An al sistema [XXVII 87]. 

La integral general de este sistema se obtiene de una integral com- 
pleta en forma análoga a la vista anteriormente (§ 111-3, b). Así, se 
toman k relaciones distintas y arbitrarias (h < n— m + 1) entre las 
constantes 


[XXVITT-92] Pr (Amo, ...p Un, Qnn) = 0, ...) Pn (Amis ...3 Un, an1) = 0, 
y a ellas se añaden las n— m + 1 ecuaciones 
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IF ob, db, 
[XXVIII-93] ETA H.a.. H Ar — a 0, 
(r=1,2,....n—m-+1), 
donde 21, ..., A. son indeterminadas que se eliminan de [XXVIII-92], 
[XXVIII- 93] para dar lugar a n— m -+ 1 ecuaciones, de las que se des- 


pejan las @m+r como funciones de las x y que introducidas en la integral 
completa originan una integral 














y ==] Fln, ..., Ca; Amilo), ...3 arta), An (ax) ]. 
En efecto, fácilmente se demuestra que 
oF OA m+ dF dan IF Dan 
da Oo A A O aa a 


(¿=1,2,...,2), 
de donde p, =9F'/0x%,, (i=1,2,...,2). 


Aún puede obtenerse una eventual integral singular (cfr. $ 111-3), 
eliminando las constantes entre 


rxxvim9] 2 P=0; E IF IF 


Dams 


sin que dichas ecuaciones determinen necesariamente una variedad, ni 
tampoco una solución de [XXVIII-87]. 


bs) Dado un sistema jacobiano [XXVIII-87], (m <n), existen mé- 
todos debidos a JACOBI, MAYER, LIE, IMSCHENETSKY y otros, que permiten 
determinar funciones distintas fm+, ..., fa que junto a las m del sistema 
cumplan las condieiones [XXVIII-88]. El método de JACOBI se apoya en 
la identidad de Porsson (cfr. [XXVIII-52], nota II, b) 


[XXVIII-95] ((£, g), h) + ((g,h),f) + ((h, £), g) = 0 , 


respecto de tres funciones f, g, h de las x,, p; (1=1,2,...,1n) que ten- 
gan derivadas segundas, identidad que se demuestra fácilmente obser- 
vando que en ella se anulan los términos en que figuran las derivadas 
segundas de eada función, por ejemplo, de la f 

Para determinar las funciones fm, ..., fa se opera por reeurrencia 
y basta, por tanto, dado el sistema [XXVIII-87] cumpliendo las eondi- 
ciones [XXVIII-88] (r,s8=1,2,...,m), estudiar cómo se encuentra una 
función q distinta de ellas, tal que (f-,p)=0, r=1,2,...,m. 

Si se pone X-()= (fr, p), la identidad de Poisson [XXVIII-95] 
para f., f,, y se escribe (con (f,,f,)=0 por hipótesis) : 


[XXVIII-96] X.(Xr(0))— X-(X.(9))= 0, (r,s=1,2,...,m). 


Por tanto, debemos encontrar una solución común > a un sistema de 
m ecuaciones lineales homogéneas X-(p)=0, (r=1,2,.. E en 7 
derivadas parciales respecto de las 2n variables PE , Las 
tomadas como independientes, cumpliendo las condiciones XVIIL sil 
Sea, pues, un sistema jacobiano de m ecuaciones lineales homogéneas 
en las derivadas primeras 


k 9 
[XXVII-97] X,(ọ)= >] Onlan iot) =0, (1=1,2, ...,m) 
j= J 





en k >m variables independientes xı, ..., ær, cumpliendo las condiciones 
[XXVIII-96], y veamos cómo se halla una solución común. 
Un cambio de variables de determinante no nulo transforma este sis- 


tema en otro sistema jacobiano lineal homogéneo. En efecto, si Yı, ..., Ya 
son las nuevas variables, con 
Xi = X (Yy Y) = Xy) , (j=1,2,..., F) , 


será: 
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X, (p) = E en (aly), -e x(V) ). ES A | = 


Ys dx) Ya dx; 
0 e d ð 
XXVIII-98 =i Cr, qe) in ( es SA) E 
[ ] a le, 


dep Ip ae 
= X, (y) Fy., +... + X. (y:) Ye = Y. (p) , ( = 1,2, . ., M) , 


y si se cumple 
X,(X-(9)) = X-(X.(9)) , 
claro está que también será 


Y.(Y.(4)) = Y-(Y.(0)) , 
como habíamos afirmado. 

Para integrar el sistema [XXVII1-97] se procede por reducciones su- 
cesivas. Se toman para Y» ..., Y: k— 1 integrales primeras distintas 
de la primera ecuación X.(q)= 0, solución del sistema adjunto ($ 110-4): 
do, dx» dez 


[XXVIIT-99] 


ela) aa) CT epa) 

que junto con otra nueva variable y, =y.(x) den un determinante fun- 
cional no nulo respecto de las x;. El nuevo sistema será también jaco- 
biano, y siendo X.(y/)=0, (j=2,3,...,k), la primera ecuación, según 
[XXVIII-98], se reduce a 


ð 
[XXVIII-100] Yalp) = X(n a =0, 
1 
es decir, la posible solución œ debe ser independiente de yı. 
Los coeficientes de las otras ecuaciones Y,(p)=0, (r=2,3,...,m), 
son C., (Ys... Y) =X- (y), (j=1,2,...,k), y entonces la condición 
Y. (Y. (¢))— Y.(Y.(¢))=0, equivale al cumplimiento de las identidades 


k 20... ; 
[XXVIIL-101] $ | cns Cirt c Sye] =0, 
zm i 


(r,s =1,2,... m; î=1,2,..., k), 
es decir, de 


[XXVIII-102] E [xn : 


3= 


PX, (y) IX, (y:) | = 
NS A A E 
dy; vs dys 


Pris= lso MA rel. 


Tomando r=1, ¿>1, s>1, al ser X.i(y,)=0, (=2,3,...,k), 
queda — X: (yı) (0X.(y:) /2y1)=0, es decir 0C,,¡/0y=0, y por tanto, 
las [XXVIII-101] se convierten en 

F dC, $ 3C, = 
[XXVIII-1083] 5 | Co, aa — Cr =| = 
j=2 Y; 
(r,s =2,3,... m; i=2,3,...,k), 
con las Co, independientes de yı. Por tanto, en las ecuaciones Y,(¢)= 0, 
(r=2,3,...,m), podemos suprimir el primer término, para obtener un 
sistema de m— 1 ecuaciones 


k A 
[XXVIIT-104] Y Crji(9a.. Y) ——=0 , (r=2,3,...,m), 
j=2 oy; 
en k— 1 variables yz, ..., Ya que es también jacobiano por cumplir las 


[XXVIII-103]. Toda solución de este sistema reducido, por no depender 
de y,, verificará también [XXVIII-100] y las Y.(q)=0, (r=2,3,...,.m). 
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Reiterando el procedimiento m — 2 veces, llegaremos a una sola 
ecuación 





k ð 
[XXVIII-105] A A e 
j =k—m Ns 
que integraremos mediante el sistema adjunto de ecuaciones ordinarias 
burma” A a o ¿OE 
Tm, k-m Tm,k-m+1 Tr,x 


Mediante las transformaciones inversas a las realizadas anterior- 
mente, obtendremos la solución del sistema [XXVIII-97]. 


bs) Caso analítico. — Si buscamos sólo soluciones analíticas, esto es, 
desarrollables en serie de TAYLOR ($ 69-5, nota 4), de ecuaciones euyos 
primeros miembros sean también analíticos, puesto el sistema jacobiano 
en la forma [XXVITI-90], pueden darse arbitrarios no tan sólo los valo- 
res iniciales x%, ..., a, sino también las derivadas parciales primeras 
Pino .«., P'n, quedando ya determinadas las p”,, ..., P"n por dichas ecua- 
ciones [XXVIII-90]. Por derivación sucesiva de estas ecuaciones y apli- 
cación de adecuados valores iniciales, van obteniéndose los coeficientes 
de un desarrollo de TAYLOR que verifique formalmente el sistema pro- 
puesto. Viendo cuáles son los valores iniciales de las derivadas sucesivas 
que quedan arbitrarios y los que se determinan por derivación del siste- 
ma, se concluye que un sistema en derivadas parciales de primer orden 
con una función incógnita conteniendo en su forma. jacobiana m ecuacio- 
nes analíticas independientes, tiene solución analítica de las n variables 
independientes, univocamente determinada en cuanto se asigne arbitra- 
riamente la función analítica de n— m variables a la cual se reduce la 
solución buscada sobre una determinada variedad analítica de dimensión 
n—m (condiciones de CAUCHY). La justificación rigurosa de lo afir- 
mado y estudio de la convergencia de la serie obtenida, puede efectuarse 
en las obras citadas en la bibliografía (nota XI-3). 


c) Sistemas generales de ecuaciones en el caso analítico. — Daremos 
sólo idea de las cuestiones que se suscitan en su resolución, remitiendo 
para mayores detalles a la notable memoria de B. Levr sobre el tema 
(citada en nota XI-3 y en Cap. XXVII, nota IV-2). 


cı) Al considerar sistemas de ecuaciones en derivadas parciales de 
orden cualquiera, hecha la reducción al caso de una sola función incóg- 
nita (a), surge el hecho nuevo y muy importante de que la aparición y 
número de nuevas consecuencias diferenciales del sistema dado, depende 
ahora esencialmente de la ordenación de las derivadas, es decir, de la 
determinación de una altura para ellas. Una ordenación de las derivadas 
se llama normal si se tiene en cuenta: 19) el orden de derivación; 2%) en 
caso de dos derivadas del mismo orden, el primer orden de derivación 
diferente que afecta a las variables colocadas en sucesión determinada. 
Si la ordenación fijada para las derivadas sólo cumple la primera con- 
dición, se tiene una ordenación casi normal. En otro caso, se tiene una 
ordenación no-normal; puede obtenerse una tal ordenación dando un peso 
o cota a cada variable (por ejemplo, números primos distintos) y consi- 
derando pesos totales crecientes. 

Además, es importante hacer corresponder a cada derivada el mono- 
mio entero en las variables independientes que figura eomo índice infe- 
rior al suprimir las 9% en la notación de dicha derivada. Con ello, las 
derivadas que nacen de una dada, por sucesivas operaciones de deriva- 
ción, son precisamente las que corresponden a los monomios múltiples del 
monomio correspondiente a la derivada inicial. Fijada arbitrariamente 
nuna ordenación en altura de las derivadas, puede considerarse cada ecua- 
ción resuelta respecto de la derivada de máxima altura que ella contiene. 
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Aparecerán así, después de fáciles simplificaciones, como primeros miem- 
bros, derivadas que iremos llamando principales. Irán apareciendo otras 
mediante las consecuencias diferenciales del sistema a agregar a éste si 
son algebraicamente independientes. 

Llamaremos derivadas paramétricas a las no deducibles por deriva- 
ción sucesiva de las principales; son aquellas cuyos monomios correspon- 
dientes no son múltiplos de ninguno de los monomios que forman el con- 
junto M correspondiente a dichos primeros miembros. Un primer lema 
algebraico fundamental dice que es finita toda sucesión de monomios de 
n variables en que ninguno es múltiplo de uno anterior. Este lema ase- 
gura que después de un número finito de pasos, se llega siempre a un 
sistema que también se puede llamar completo, por no deducirse de él 
nuevas consecuencias diferenciales, Obsérvese que en el caso de ecuacio- 
nes diferenciales ordinarias, la finitud del sistema normal ($ 105-2) se 
obtiene por el hecho de que el número de ecuaciones ha de ser igual al 
de funciones incógnitas ($ 105-3); en el caso de ecuaciones en derivadas 
parciales de primer orden, con una función incógnita (b), el número fi- 
nal de ecuaciones no puede sobrepasar al de derivadas primeras, es decir, 
al de variables independientes (bs); aquí es este primer lema algebraico 
el que asegura la finitud del sistema completo. 

Se concluye así, que un sistema dado de ecuaciones analíticas en de- 
rivadas parciales equivale al conjunto de uno o más (en número finito) 
sistemas completos dependientes de una determinada ordenación de las 
derivadas en altura, sistemas completos que se separan de él mediante 
una sucesión finita y determinada de operaciones de derivación, elimina- 
ción y obtención de soluciones numéricas de sistemas analíticos en térmi- 
nos finitos, 

Fijado ya un sistema completo con respecto a una determinada or- 
denación en altura de las derivadas, se extiende el nombre de derivadas 
principales a todas las que se deducen de los primeros miembros por de- 
rivación sucesiva; todas las demás se llaman paramétricas. 

Entonces las condiciones iniciales del sistema dependen esencialmente 
de la manera como se distribuyen los monomios correspondientes a las 
derivadas paramétricas según el siguiente segundo lema algebraico fun- 
damental: Dado un sistema finito M de monomios de n variables x, 
Xo --.,) Xn) tales que cada dos de ellos, nunca uno sea múltiplo del otro, 
se puede entonces determinar (generalmente de varios modos en número 
finito) otro sistema N de monomios y correspondientemente a cada uno 
de éstos un grupo de variables (llamadas muliiplicatrices), en forma tal 
que todos log monomios que no son múltiplos de ninguno de M y sólo 
ellos, se obtienen una y una sola vez por multiplicación de un monomio 
de N por un monomio adecuadamente formado con las correspondientes 
variables multiplicatrices. 

Este segundo lema algebraico fundamental permite ahora construir 
formalmente la serie de TAYLOR que da la solución, definida siempre que 
se fijen apropiadas condiciones iniciales para las derivadas paramétri- 
eas, condiciones que dependerán de los distintos sistemas N que se pue- 
den construir en el lema, apareciendo como funciones arbitrarias o re- 
duciéndose a constantes también arbitrarias, según haya o no variables 
multiplicatrices en correspondencia al monomio respectivo. En definitiva, 
para completar la determinación de una función incógnita de un sistema 
de ecuaciones en derivadas parciales, hay que dar condiciones iniciales 
que se traducen en asignar los valores de funciones (eventualmente cons- 
tantes) a las que se reducen determinadas derivadas de la función incóg- 
nita (eventualmente la función misma) sobre determinadas variedades 
de puntos del espacio E, de las variables independientes %ı, 2, ..., Ln. 
Las condiciones iniciales se llaman de CAUCHY cuando se refieren a los 
valores dados sobre una misma variedad. Aquí, ni la estructura de las 
variedades (que pueden no ser lineales) ni su dimensión, es algo intrín- 
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seco al sistema, sino que dependen no tan sólo de la ordenación de las 
derivadas en altura, sino también del sistema N que se haya construído 
en el segundo lema algebraico antes citado, 

Obsérvese que así como en los sistemas de ecuaciones diferenciales 
ordinarias, se da particular importancia al número finito de constantes 
arbitrarias de que depende su integración y, por consiguiente, al de con- 
diciones iniciales que pueden fijarse ($8 105), en cambio, en el problema 
de la determinación de las condiciones iniciales para individualizar la 
solución de un sistema en derivadas parciales, condiciones representadas 
generalmente por funciones arbitrarias, resulta que según el proeedi- 
miento de resolución que se adopte, pueden variar el número de estas 
condiciones y el número de variables de que dependen las funciones que 
las representan. Por lo tanto, el número de las funciones arbitrarias 
que completan la definición de un problema en derivadas parciales debe 
considerarse estrechamente vinculado al significado que estas funciones 
van a tener. 

También la existencia de un campo de convergeneia suficientemente 
restringido de la serie de TAYLOR obtenida formalmente para la solu- 
ción del sistema, está estrechamente vinculada a la determinada orde- 
nación en altura que se adopte para las derivadas, tomando ahora impor- 
tancia la ordenación normal, por asegurar siempre dicha existencia. 


C,) Otro método de resolución de un sistema de ecuaciones en deri- 
vadas parciales se refiere a su reducción a otro de primer orden lineal 
en las derivadas (a) eon k funciones incógnitas 21, Za, ..., 2x4 y n varia- 
bles independientes %1, Y2, ..., Yn. Se prueba fácilmente que el núniero 
m de ecuaciones puede siempre suponerse m < k.n con ecuaciones lineal- 
mente independientes. Por procesos lineales y “adecuada numeración de las 
funciones incógnitas, todo sistema puede reducirse a una forma conónica 
en la que las m ecuaciones 092,/0x%x; = Y, tengan sus segundos miem- 
bros Y,,: funciones lineales de las derivadas que contengan sólo deriva- 
ción respecto de x, con índice j>i, o bien derivación respecto de x; 
para funciones Z, con $ >r. Entonces, las derivadas que figuran en los 
primeros miembros se llaman principales y las restantes paramétricas. 
Una derivada segunda 0%,/0x,0x, se llama doblemente principal si 
02,/0%, y 02z-/0%, son ambas principales; cuando sólo una de ellas es 
principal, aquella derivada segunda se llama simplemente principal; se 
llama paramétrica, si ambas derivadas primeras son paramétricas, 

Por derivación del sistema dado se ve que las derivadas segundas 
simplemente principales quedan univocamente determinadas mediante las 
paramétricas, mientras que las derivadas segundas doblemente principa- 
les dan lugar a consecuencias diferenciales o relaciones entre derivadas 
paramétricas que deben cumplirse idénticamente. En este caso, el sistema 
de ecuaciones se llama completo. Si el número de ecuaciones del reducido 
sistema canónico completo es el máximo posible m = k .n, entonces la so- 
lución Zi, Ze ..., 21 queda unívocamente determinada para valores ini- 
ciales dados 2%, 2%, ..., 24 €n 2%, %, ..., 2%, y por tanto la integral 
general depende de k constantes arbitrarias, es decir, existen 00* solu- 
ciones. 

En cambio, si m< k.n, eonsideremos funciones analíticas arbitra- 
rias q, de todas las variables x; para las que 0z,/0x%, son paramétricas 
y que tomen valores z°, en el punto inicial x”, x%w, ..., 2%; entonces, 
existe una solución analítica unívocamente determinada z,, Za, ..., 2, tal 
que la función z, se convierte en la función o, cuando en z, se atribu- 
yen a todas las variables principales æ; los valores iniciales x*,. 

En efecto, con las q», quedan determinados los valores de todas las 
derivadas paramétricas de cualquier orden de z, en el punto inicial 
o Xa, ..., Xan Mediante el sistema se obtienen las derivadas primeras 
principales. Las derivadas segundas principales dependen'sólo de deri- 
vadas paramétricas y son, por tanto, conocidas. Si todas las derivadas 
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de orden (q—1) se han determinado mediante las derivadas paramé- 
tricas hasta de orden (q-—-1), por derivación simple del segundo miem- 
bro resultan, junto con las derivadas de orden menor que q, derivadas 
de orden q, bien paramétricas, bien simplemente principales. Basta pues, 
expresar las derivadas de orden q con una sola variable principal me- 
diante derivadas paramétricas, lo que se logra inmediatamente en las 
simplemente principales obtenidas por derivación de la última ecuación 
del sistema canónico, sustitución de ellas en la derivación de la penúlti- 
ma ecuación, siguiendo así de atrás a adelante, En esta forma las deri- 
vadas de orden q quedan univocamente determinadas como funciones de 
las derivadas paramétricas, y dadas éstas, quedan formalmente determi- 
nados los desarrollos de TAYLOR de las funciones incógnitas. 


Para la demostración de su convergencia, justificación rigurosa del 
método y detalles aclaratorios del mismo, pueden consultarse las obras 
incluídas en la bibliografía, en particular como clara y muy asequible, 
la de ecuaciones en derivadas parciales de IHoHEISEL (citada en nota 
XI-3 y Cap. XXVII, nota IV-2). 


IV, Funciones de Ferrers y armónicas esféricas de superficie. — El 
método de separación de variables expuesto en $ 112-3,b para ecuacio- 
nes de segundo orden de coeficientes constantes es también aplicable a 
ciertas ecuaciones de coeficientes variables. Consideremos, por ejemplo, 
la ecuación diferencial [93-28] de la armónica esférica de superficie 
Y (4,0) (8 93, ejercicio 20): 


2 a n a 2 
sen 0 -x (seno) + a de + n(n+1)senoY,=0 , 
0 00 
que con la variable independiente cos 0 — t se escribe: 
0? Y, s 
[XXVIII-107] + (1 — $) E (a — E) =— x + n(n+1)Y, p = 0. 


En algunas aplicaciones interesan soluciones de [XXVIII-107] de la 
forma Y, =L(1).T(t) lo que conduce a igualar a una constante cada 
término de [XXVIII-107]. Así resulta L de la forma cos ri, ó sen 7), 
ó erk. Sólo las dos primeras con + entero conducen a funciones Y, uni- 
formes en la esfera: 


[XXVIIT-108] Y, = cosrA,T(t), Ó Y, =senv..T(t). 
Para T(t) resulta de [XXVIII-107] la ecuación diferencial 


d „n dT E ZE 
[XXVIII-109] dE (1— £*) e + | n(n +1) — 14 ] T = 0. 


Derivando r veces la ecuación diferencial [93-29] de los polinomios 
de LEGENDRE escrita en la forma 


d*P,, dP, 
(1— t) -5 = + n(n+1)P, = 0, 
y multiplicando luego por (1—+t')'/? se llega a que la ecuación 
[XXVIII-109] admite la solución: 
[XX VIIT-110] T = (1—6)r/? -4 P(t) = Px (t), 


no idénticamente nula sólo si r < n, El último miembro de [XXVIII-110] 
indica la notación usual para esa solución de [XXVIII-199], que se ex- 
presa como producto de sen” 9 por un polinomio de grado n—T cn cos ð, 


La función P,’ (t) se llama función de FERRERS de orden r, asociada a 
la función de LEGENDRE de grado n. 
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De [XXVIII-108] y [XXVIII-110] resultan para r=0,1,...,2, las 
2 +1 armónicas esféricas: 


P.(t), Pr (t)cosA, P.'(t)send, ..., P,"(t)cos nA, P,"(t)sen 1). 


Se demuestra que cualquier otra armónica esférica de grado n se 
expresa como combinación lineal de ellas. Integrando el producto de dos 
distintas respecto de A, de 0 a 2x, se ve que forman un sistema ortogonal 
sobre la esfera, Cada función P,"(t)cosri, ó P,"(t)senrá, (0<r<n), 
se anula en la esfera sobre una red ortogonal de meridianos equidistan- 
tes (correspondientes a cosrà=0 ó senri =0) y ciertos paralelos [co- 
rrespondientes a los ceros de P,"(t)]. Esta red divide a la esfera en 
trozos rectangulares y las funciones, llamadas «armónicas teseladas (in- 
glés: tesseral harmonics), resultan adecuadas para problemas en cone- 
xión con estos trozos rectangulares o con dominios espaciales que resul- 
tan de proyectarlas desde el origen O, y limitar con esferas de centro O. 
Para r=0m, P,*(t) se anula para t= +1, 0= + x/2, la esfera queda 
dividida en sectores comprendidos entre meridianos equidistantes, y por 
eso P,”(t)cos 11, P,"(t) sen n) suelen llamarse armónicas sectoriales. Para 
r=0 se tienen zonas esféricas comprendidas entre los paralelos 8 = 9; 
con P,(cos6¡)= 0, por esta razón los polinomios de LEGENDRE P,(t) se 
llaman también armónicas zonales, 


V. Vibraciones y equilibrio de hilos y varillas. — a) Cuerda vibrante 
no homogénea. — Fué éste el problema físico estudiado por STURM y 
LIOUVILLE, quienes abordaron en él por primera vez los problemas de 
contorno de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Por eso lleva sus uom- 
bres la teoría desarrollada en Cap. XXVII, nota III, acerca de las ecua- 
ciones del tipo [XXVIII-56], que son una generalización no esencial de la 
On original de STURM-LIOUVILLE [XXVIII-113] que vamos a es- 
tudiar. 

Si es ọ(x) la densidad de masa en el punto æ (o masa unitaria, o 
derivada de la masa respecto de la longitud) y r(x) cel producto del 
módulo de elasticidad por la sección, la ecuación de la cuerda x = u (x, t), 
por el mismo razonamiento usual para el caso de masa homogénea, debe 
satisfacer a la ecuación 


[XXVIII-111] o(x)un(x, t) = [r(x)u.(x, t)].. 


Con el método usado en § 112-3, b, pongamos u =z(t)y(x) y la 
ecuación obtenida: 


0(2)2"(t)y(u) = (ry'’)’z(t) 


se desdobla en dos ecuaciones, y para el caso de extremos fijos [XXVII-47] 
tendremos: 


| XXVIII-112] z”(t) = — ùz (t), z(t) = acoskt + bsenkt, (k*=1); 
I XXVIII-113] (ry)? = — helx)y (a), y(0)= 0, y) = 0, 


problema lineal de contorno de donde sacaremos los valores de ) para 
ponerios en [XXVIII-111]. 


Que los autovalores Az sean todos positivos como resulta de Cap. 
XXVIII, nota III, teor. 5, por ser r(x) > 0 tiene especial importancia en 
unlo como en todos los problemas vibratorios. Si fuesen negativos los va- 
lores suministrados por la ecuación [XXVIII-113], al sustituirlos en la 
ecuneción temporal z” = — ìz resultaría z(t) no periódica, de tipo expo- 
vencinl infinitamente creciente. Esto sólo puede acontecer en otros pro- 
blemas físicos donde es q(x) >0 en [XXVIl-56] y aún en ellos, sólo un 
número finito de veces. 

lFinnlmente, observemos que una vez normalizadas las solueiones 
wo qu de |XXVIIT-113], con las soluciones Z.(t)q,.() de [XXVI111-111], 
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se pueden eomponer soluciones polinómicas de variables disoeiadas, y se- 
ries del tipo: 
[XXVIII-114] u(x,t) = (a, cosdk,t + bn, sen knt)oal(æ) p (Fen? = hn) 


eon las que se pueden satisfacer las eondiciones iniciales u(x,0)= f(x), 
u: (%,0)= g(x), siendo f(x) y g(x) funciones continuas que cumplen 
las condiciones f(0)=f (1) =0, g(0)=g8(1)=0; pues basta elegir los coe- 
fiecientes a, y b, tales que para t—=0 sea: 
[XXVIII-115] f(x) = Saori) , g(x) = Sarría). 

Si estas series eonvergen absoluta y uniformemente, también 
[XXVIII-115]; y por tanto es la solución del problema. 


Análogamente se estudian las condiciones de contorno de tipos B y C 
de Cap. XXVII, nota III, c,, que corresponden a extremos libres y a 
extremos ligados elásticamente. 


b) Vibración forzada de una cuerda homogénea. — Si sobre la cuer- 
da vibrante actúan fuerzas exteriores h(x,t), la ecuación del movimien- 
to es (cfr. § 112-6, a): 

[XXVIIT-116] Un = CU + h(x,t) , u(0,t) = ulx,t)=0 

refiriéndonos especialmente al caso de la euerda tensa en [0,1]. He aquí 
un problema no homogéneo (Cap. XXVII, nota III, a) en que la separa- 
eión de variables debe hacerse también en la h(x,t). Sin presuponer 


que sea desarrollable en sevie de FOURIER, sean h, sus C.F. y Cn los de 
u(x,t), es decir: 


| Ca (t) = 2 | Tu(e,t)sen nz. da £ 
[XXVIII-117] | 


a d 
| ho) = f (a, t)sennx.dx ; 


para dedueir los c, de los h, que son funciones conocidas, multipliquemos 
[XXVII1-116] por (2/x)sen nx integrando después en (0, 1) 


2 T 2c* T 
- - uy sennx.de = ——| Us¿sen nx .dx + 
n 0 JU 0 


2 T 
+ 2f h(x, t)sennx.dxe ; 
Jo 


la primera y tercera se expresan mediante [XXVIII-117]; la segunda 
también, previa integración por partes que la transforma en 


— nè fu sen ng. de ; 


luego, la ecuación en derivadas parciales se ha reducido a esta ordinaria: 
[XXVIII-118] e”, (t) = — wee, (t) + h(t). 
Como la integral general de la ecuación homogénea c”, + nèc, = 0 


es: a, cos nct + b, sen nct, basta sumarle una integral particular de la 


ecuación eompleta ($ 107-3) para obtener la solución general de 
[XXVIII-118]: 


t 
[XXVI111-119] e, (t) = +f sennc(t —s)h.(s)ds + 
0 


+ a,cosnct + bn sen net. 


Para t=0 es c,(0)=4,, c,(0)=1ncb,, números que según 
[XXVIIM-115] son los ec. F. de las funciones iniciales: f()--u(x, 0), 
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g(x)=u:(x,0); luego con la expresión [XXVIII-119] quedan unívoca- 
mente determinados los c. F. de u(x,t). 

Si converge uniformemente la serie Xe.(t)sen nex, esta función es 
la única solución del problema, y en easo contrario la funeión u(x,t) 
queda determinada por convergencia cuadrática, que es segura por ser 
función eontinua, y ser completo el sistema ortogonal sen nx en (0,7), 
(§ 97-6). 

El caso en que la fuerza h(x,t) sea periódica en t y por tanto 
h,(t) = a cos wt + B sen œt tiene gran interés. Si es œ Æ nc, el e. F. ex- 
presado por [XXVIII-119] se eompone de una parte periódica de fre- 
cuencia nc y otra de frecueneia w. En cambio, si para algún n es 
w=mnc (caso de resonancia), cn(t) no está acotado ($ 108-5, b). 


c) Varilla homogénea vibrante. — Como ejemplo de problema lineal 
homcgéneo expresado por una ecuación de orden superior a 2, estudiemos la 
del movimiento vibratorio de una varilla homogénea (cfr. § 113-5, d): 


[XX VII1-120] Ust F Urn = 0. 

Se hace la usual separación de variables poniendo u=y(x).z(t) 
y la ecuación se desdobla en estas dos: 
[XX VIIT-121] z” + ìz = 0, z = a cosk*t + bsenkt, (à= k’) 
[XXVIII-122] y™ — ìy = 0, cuatro condiciones de contorno, 
donde el parámetro à está determinado por las cuatro condiciones de 
contorno. Suponiendo elegida la unidad de longitud tal que la longitud 
de la varilla sea x, la integral de la primera expresa el movimiento vi- 


bratorio de cada punto, y la integral general de la segunda, mediante su 
ecuación característica 1*= k*', es: 


[XXVII11-123] y = acos kx + fBsenkx + ychkx + ôsh kg. 
Si las condiciones de contorno son 
[XXVIIT-124] y(0) = y'(0) =0, y(x) = y(x) = 0, 
(extremos empotrados), 
las constantes se determinan así: 
au + y=0, a (eos kr — eh kr) + RB (sen kn — sh kx) = 
B += 0, —a (sen kr + sh kx) + B(cos kr — ceh kr) = 
y los autovalores A. (o bien kx) vienen definidos por la ecuación, obte- 
nida anulando el determinante del sistema homogéneo en (a, B) (§ 15-6, b): 
[XXVII1-125] A = 2(1—cos kx. ch kx) = 0 
es dectr coskx.ehkr= 1. 


La solución k=0, o sea 1=0, invalida la expresión [XXVII1-123], 
pues la ecuación [XXVIII-122] cs ahora y'""=0 y su integral: 


|IXXVIIT-126] y = a + Be + yx + da , 
condiciones a=B=0, y + ôr= 0, 2y +83ô8r=0 (incompatibles). 

Por tanto, el número A=0 no es autovalor. 

lar sucesión de autovalores 2, o bien k, se obtiene gráficamente 
(Vip. 589) y es con buena aproximación kan ~ (n + 3)x. 

“i las ccndicioncs de contorno son 

y0): y” (0) = 0, y”(a) = y” (a) = 0 (extremos libres), 
derivadas segundas de [XXVIIT-124], resulta la misma ecuaeión 
XXVII 125]; pero k-=0 o seca A= 0 es autovalor, pues las condicio- 
nen de contorno sólo imponen y= 8 = 0, resultando las autofunciones 


“no ln æ, y toda combinación lineal a-f- Be. Es decir: à = 0 es auto- 
vnlor doble, 


0, 
0, 
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J=CO5 x 


Fig. 389. 


Otras eondiciones de eontorno son, por ejemplo, éstas: 


y(0) = y” (0) = 0, y(x) = y” (x)= 0 (extremos fijos), 
y(0) = y” (0) = 0, y) = y (m=0 


(extremos fijo y empotrado) 


En todo easo, resultan cuatro ecuaciones lineales para œ, f, y, 0, e 


igualado a O el determinante, se obtiene la ecuación que determina los 
autovalores, 


EJERCICIOS: 1. Demostrar para cada par de autovalores 2n, %, y sus 
correspondientes autofunciones 


T rv 
(hm == ra) S Y mYn dæ = | YY m E YnY”n A YY + va) ` 
2. Deducir la ortogonalidad de Ym é ya en (0,1). 


d) Equilibrio de vigas y varillas. — Si una viga elástica cuyos ex- 
tremos tienen abscisas =a, =b, está sometida a eiertas fuerzas 
(carga continua o bien cargas aisladas en eiertos puntos, reaeciones de 
apoyos, etc.), la teoría elástica de NAVIER-KIRCHHOFF admite que la fi- 
bra neutra de los baricentros de las secciones carece de tensiones y esa 
linea elástica tiene en cada punto x, curvatura proporcional al momento 
flector M (momento de las cargas y reaeciones a uno u otro lado de x), 
e inversamente proporcional al momento de inercia I de la sección; y 
como para pequeñas deformaciones la curvatura es muy aproximadamente 
y”, la ecuación de la línea elástica es ($ 106-2, b): 


[XX VI11-127] y" =—kM(x); (k=1/El), E = módulo de elasticidad; 


(momento flector a la izquierda retrógrado positivo; y positivas haeia 
abajo). 

El caso más seneillo es el 
de una earga aislada P en el 
punto £ (fig. 390); suponiendo 
la viga apoyada en los extre- 
mos. es decir, condiciones de 
eontorno de tipo A (Cap. 
XXVII, nota III, c), y(a)= 
=y(b)=0, las reaceiones A, 
B de los extremos están deter- 
minadas por la doble condición 
(fuerza hacia abajo positiva): 


Fig. 390. —A —B P 





pg T pa T ba" 
En (a,$): M(x) = (x—a) .(— A); 
En (£,0): M:(x) = (b— x) .(— B). 
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Las integrales son del tipo: 


a os M 2 

y =kA( 2 3 Y Ferte, 
= kB (-y at — 3 a) + cr e 

y = 2 6 i 3 d , 


y las cuatro constantes se determinan por las condiciones de contorno, y 
la igualdad de valores y”, y” en $, pues los de y” lo son por la propor- 
cionalidad arriba escrita. 

Si la carga es continua y es f(x) la carga unitaria, o sea, la deri- 
vada de la función de carga yı(x) o esfuerzo de corte, se tiene esta 
escala de funciones: 


y = f(x) función de cargas unitarias 
(continuas), 
a 
Yı = Tras función de esfuerzos cortantes, 
0 


g x 
Ya = i (€) (ax — £) dí = sto) an función de momentos flectores. 
0 70 


La ecuación de la línea elástica es, por tanto, y” =— ky:(x) y sus 
primitivas sucesivas son: 
T 
Yı = y = — e | va(=)de función de pendiente, 
0 
Xx 
Vi =Y= | seras función de la línea elástica. 
0 


Si se parte de la función f(x) de cargas, la ecuación será 
[XXVI11-128] y” = — kf(x) 
y el problema de equilibrio está íntimamente ligado con el de la vibra- 
ción tratado en c), presentándose en ambos estos tres casos importantes 
de problema de contorno, que generalizan los tipos A y B de Cap. XXVII, 
nota III, c: 


Ecuación f 
y (0)= y(1)=0 
Apoyada en los extremos; ,, » 
PENO EET lUy”(0)=y"(1)=0 
Yulibri = — 
; ¡e (e Empotrada en los fy(0)=y(0)=0 
iliución Baz == extremos | y (0)=y'(1)=0 


y”(0)=y”(1)=0 
y" (0)=y”()=0 


stas últimas expresan que en los extremos es nulo el momento flector y 
el esfuerzo cortante. 


Extremos libres f 


e) Equilibrio de cuerdas. — Si en una cuerda tensa (tensión 7) actúan 
en hn punto de abscisa x una 
cargn q, la condición de equilibrio, 
que resulta de considerar la com- 
ponente vertical de la tensión en 
nmbos trozos a partir de P (fig. 
01) os: 


[y (e) y e)l] = — q. 


De aquí se deduce la ecuación 
de equilibrio: Vig. 401, 





356 XXVII. EC. EN DERIV. PARCIALES C. DE VARIACIONES XXVIII -V 


Carga aislada en £: Ty (E)— y (E)] =— q 
Carga continua q(x): Ty”(x) = — q(x) 


Consideremos solamente el caso de carga aislada; si la línea elástica 
de equilibrio se compone de dos segmentos rectilíneos: 








yl) = y0 ETE , pe) = yO PE 
de la condición de ES Tly'(8)—y'1(£)] =—q se deduce y(¿)= 


=(4/71) (b —£) ({— a). 

Para poner de manifiesto la dependencia del punto £ en que actúa la 
carga, designaremos por V(x,£) la deformación en el punto æ debida a 
la carga 1 en el punto ¿. A uno y otro lado es: 


Ce<E Vi )= (65 (2—a) 
[XX VII1-129] 7 


Gat vae 2, (6—e) (£—a) 


ve D— VEDE, 

donde salta a la vista la simetría V(x,£)=V(£,x); pues si x<¿ es 
aplicable la primera en el primer miembro y la segunda en el segundo, 
y al revés si x >. Este hecho notable, que se generaliza a casos más 
complicados, se enuncia así: la deformación en un punto x producida por 
una carga en £ es igual a la deformación en £ por la misma carga en x. 

Si la cuerda soporta varias cargas aisladas q;,, en £;, por el principio de 
superposición, viene expresada así la deformación: y(x)= 3V (%,£:)g;, 
y en el límite: 


b 
y(a) = J Vea a , 


función que satisface a la ecuación Ty” =—q (x). En efecto, 


% b v b 
= f + i: , yY = y Va + f V'g + términos nulos, 
“a r a x 


y” = Ve, wal) —V (2, 0)a(u), 


, 


pues siendo V E es V” = 0. Resulta, pues, y” = —q/7. 

De la ecuación del equilibrio se pasa a la del movimiento por el mé- 
todo de D'ALEMBERT, poniendo en vez de q(¿) la fuerza de inercia, Si se 
pone y (x,t)= p(x)cos kt, la aceleración es — kip(x)cos kt, y llamando 
u a la masa unitaria, la resistencia de inercia es Auqp(x)cos kt, luego 
la ecuación homogénea que determina q(x) en el caso de cuerda no ho- 
mogénea, es la ecuación integral homogénea (Apéndice IT): 


b 
[XXVIII-130] ọ (x) = e f V(x, £)u (£) g (£) dż. 
a 
VI. Problemas de Sturm-Liouville en varias variables. — a) Proble- 
mas lineales, — a,) Homogéneos. — Gran parte de la teoría expuesta en 


Cap. XXVII, nota III, se traslada paralelamente a las ecuaciones parcia- 
les con cualquier número de variables, aunque estudiaremos especialmente 
el caso de dos: x, y, llamando D a su dominio de variabilidad y TP a su 
contorno, que supondremos formado por una o varias curvas con tan- 
gentes en todos sus puntos, pero con leves cambios de palabras se ex- 
tiende la teoría a n variables. Un “problema lineal homogéneo” está de- 
finido por una ecuación lineal homogénea L[u] = 0 y una condición li- 
neal homogénea de contorno: 1(u, 4n)= 0, indicando con tu, la derivada 
según la normal interior n. Estas condiciones de contorno se clasifican 
análogamente a las de una variable (Cap. XXVII, nota 1lI, c,) así: 
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Problemas puros de contorno: 


Tipo A. Ordenadas nulas: u = 0 en T; 
Tipo B. Pendientes nulas: un = 0 en T. 


Problemas mixtos de contorno: 


Tipo C. au + Pun = 0 siendo a y B funciones del punto en T; en 
particular, si cada una es nula en uno o varios arcos, que en conjunto 
forman TI, se tiene: 4=0 en TI, y 44=0 en el complemento T; = 
=T—T,. Algunos autores se refieren a este caso particular al hablar 
de condiciones mixtas. 


a.) No homogéneos. — Se clasifican análogamente. Por ejemplo, 
igual que en el caso de una variable, llamaremos condición de tipo C 
no homogénea a la que liga los valores de u y un en cada punto de T 
por una relación lineal au + Bun = y, cuyos coeficientes a, f, y varían 
sobre T, siendo y +0; en particular: u=— y en uno o varios arcos y 
Un = ô en el complemento en T. 


da) Relación entre problemas homogéneos y no homogéneos. — El 
estudio previo de los problemas homogéneos permitirá pasar a los linea- 
les no homogéneos, siendo sorprendente la analogía con las relaciones ya 
conocidas del Álgebra elemental (cfr. Cap. XXVII, nota III), explicable, 
sin embargo, por el tránsito a la ecuación integral (Apéndice II), que 
engloba en una sola expresión la ecuación diferencial con la condición de 
contorno, expresión única que es caso límite de aquel sistema de ecuacio- 
nes algebraicas lineales. Tres distantes cuerpos de doctrina aparecen así 
en íntima relación, reveladora de una identidad de esencia, 


41) El paso de un problema no homogéneo L[u] — g (función de 
las mismas variables que 4), con condición 1(u, un) = y, al correspondiente 
problema homogéneo L[u] = 0, l(u, u,)= 0, se efectúa, como en Álgebra, 
partiendo de una solución particular u*, es decir, tal que L[u*]= g, 
l(u*, u*,)= y; adoptando como nueva función v=u-—Qu*, la cual debe 
satisfacer a L[v] =0, 1(v,v,)=0, problema que ya es homogéneo (cfr. 
$8 107-3, 112-2 y 5). 


a:) La no homogeneidad de la ecuación o de la condición de con- 
torno son equivalentes; refiriéndonos al tipo A, he aquí dos problemas 
no homogéneos: 


19) L[u]=0, u=y; 22) L[vl=g, v=0 en T. 


Sea u una solución del primero; suponiendo que y está definida en 
todo el dominio D, o es prolongable en él, y llamando L[y] = g, la fun- 
ción v = y— u satisface al segundo. Recíprocamente, si v es solución del 
segundo, la función u = y —v satisface al primero, 

En general, toda ecuación homogénea, con condición no homogénea 
de contorno, es equivalente a una ecuación no homogénea con condición 
homogénea de contorno, 


«..) La relación alternativa entre un problema no homogéneo y el 
vorrespondiente homogéneo se ve muy clara en el importante problema de 
Diacunkr (o primer problema de contorno) de la teoría del potencial 
(Cnp. XXIII, nota II, bz), donde A es el laplaciano: 


En el dominio D: Au(x,y)=0. 
En el contorno T: u(x,y)= y. 


ll correspondiente problema homogéneo «s éste: 
En D: Au(wr,y)=0. En T: u(e,y)=0. 


Cono por la propiedad extremal de Ias funciones armuónicas ($ 114-3 
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y 6; íd. $ 115-7, nota 2), el máximo y el mínimo de u lo alcanza en el con- 
torno, y en él es u = 0, resulta u(x, y)= 0 en D; el problema homogéneo es, 
por tanto, imposible (es decir, sólo admite solución trivial), y entonces 
(Cap. XXVII, nota III, b) debe poderse probar que es determinado el pro- 
blema no homogéneo. Una solución u* de Au = 0 con la condición u* (x,y) = 
= y en T se construye por diversos métodos, y poniendo u = u* + v debe ser 
Av = 0 en D, v= 0 en T, luego v = 0, lo que confirma que la solución u es 
única, si existe. Resulta así una parte del teorema de la alternativa (Cap. 
XXVII, nota III, b). La extstencia de solución del problema no homogé- 
neo, y por ende la conclusión de que éste es determinado, se logrará, en 
ciertos casos, mediante el tránsito a la ecuación integral equivalente 
(Apéndice I1-2, b). 


a) ¿No hay contradicción con el teorema de existencia de CAUCHY, 
que exige dos condiciones iniciales sobre una curva, mientras aquí sola- 
mente damos una? En efecto, damos la condición u= y sobre T, pero 
además imponemos la condición de ser u regular en D, sin excepción. 
Admítase un punto excepcional, uno solo, interior a D, y el problema de 
contorno es indeterminado, aún exigiendo otras condiciones complemen- 
tarias. 


EJEMPLO. En el círculo 0<r= Va? + y < 1, sin el punto (0,0), 
satisface k.Inr a la ecuación de LAPLACE Au = 0, y en la circunferencia 
es 4u=0; hay, pues, infinitas superficies armónicas de revolución ade- 
más del plano u=0, única solución, según x, si se impone la regulari- 
dad. El problema de CAUCHY es local, es decir, sólo exige regularidad en 
un entorno de TP, mientras que el de STURM-LIOUVILLE es integral, 

Los problemas no homogéneos reaparecerán en la nota IX sobre la 
función de GREEN; en lo que sigue y en las notas VII y VIII nos limi- 
taremos al estudio de problemas homogéneos, muy especialmente al tipo 
A, u=0 en T. 

db) Problemas de tipo STURM-LIOUVILLE. Propiedades fundamentales. — 
Repasemos los resultados obtenidos en Cap. XXVII, nota III, d, para el 
caso de una sola variable, destacando analogías y diferencias, Aunque el 
tipo más importante de operador diferencial de segundo orden es L[u] = 
= Au, incluído cuando r es constante en los dos primeros términos del 
tipo más general, análogo al de STURM-LIOUVILLE: 


[XX VII1-131]  L,[u] = (1%:). + (14y), + [a(o,y)+ hole, y) Ja = 0, 


como esta generalización no complica en nada el cálculo, preferimos abor- 
dar esta teoría paralelamente a la desarrollada en Cap. XXVII, nota III, 
para una variable, incluyendo así algunas otras aplicaciones físicas, tales 
como la vibración de membranas y placas no homogéneas (notas VII y 
VIII). A partir del teor. 2 de Cap. XXVII, nota III, podemos seguir 
mutatis mutandis el camino ya transitado. 


Sean u, v dos autofunciones correspondientes a los autovalores % Æ hes 
es decir: 


[XXVIII-132] Lpi] =0 , LD] = 0 ; 


restando estas relaciones después de multiplicarlas por v y u respectiva- 
mente, se obtiene: 


[v (14) .— u(ros).] + [v(ruy)y— 4 (roy) y] = (he: — hi) owv. 


Integrando por partes en D ($ 83-6, nota 3) aparece otra integral 
goble, de integrando: 


[0,74 — Utv] H [Vp ty — uv] Z0 , 
luego sólo queda la integral curvilínea sobre T, cuyo integrando: 
(rU. — Urvo dy — (vrny — urt) dæ 
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es nulo en T por ser allí u—v=0 (también es fácil protar que se anula 
con las condiciones generales de contorno de tipo C homogéneas), y re- 
sulta : 


[XX VII1-135] Oa— h) f f ouv dz dy = 0 ; 
“D 


finalmente, como ıı ds, es nula la integral, es decir: Son ortogonales 
cada dos autofunciones, respecto del núcleo o sobre el dominio D (teor. 2). 


Por el mismo razomiento resulta: Todos los autovalores y autofun- 
ciones son reales, en la hipótesis o > 0 (teor. 4). 


La normalización de cada autofunción u se hace dividiéndola por la 


raíz cuadrada de la norma 
f for dx dy , 


y las autofunciones «q así normalizadas, forman un sistema ortoncrmal. 


Con el mismo artificio de Cap. XXVII, nota III, teor. 5, se tiene, 
despejando 2%oq de la ecuación [XXVIII-131], suponiendo q =0: 


L= FS oq" dex dy = — f f [elrpd: + otro) ide dy, 
Y YD Jn 
e integrando por partes ($ 88-6, nota 3): 
[XX VIIMT-134] 4= f er (e dy — ey dx) + J f r(p. +0, dx dy. 
r “D 


Pero siendo p=0 en T (tipo A), es nula la integral a lo largo de 
r, y lo mismo sucede en el tipo B, luego queda la segunda, de integrando 
pusitivo. El sumando q introduce una integral: 


=; f f asara 2 0 porr ser q<0, 
v D 


luego, subsiste la conclusión 4 > 0. El primer integrando de [XXVIII-134] 
puede escribirse así: — r ads, siendo s una abscisa curvilínea en T, 
luego, también es à œ> 0 si la condición, de tipo C, es n =— ap (donde 
a > 0). Problema importante en el que se presenta esta última condición 
de contorno es el de la irradiación del calor. 

Conclusión: Si r>0, q< 0, el problema lineal homogéneo de tipos 
A ú B, o también C con ọn =— up, (a > 0) en T, tiene sus autovalo- 
res positivos (teor, 5). 

Nótese la ausencia del teor. 3 de Cap. XXVII, nota III. Los autova- 
lores en los problemas lineales bidimensionales pueden tener cualquier 
orden de multiplicidad, y en nota VII veremos problemas en que todos 
non múltiples. 


VIT. Autofunciones y líneas nodales de membranas. — a) Problemas 
de contorno para la membrana. — ¿Por qué se concede tanta atención a 


ln ecuación del tipo de STURM-LIOUVILLE (nota VI), (1rv.).+(1W,), + 
(y | 20)v=0, y muy especialmente, para r constante, a la Av+ 
Je 0? 

la contestación está dada por la frecuencia con que se encuentra, 
purticido de problemas tan distintos como los de vibraciones elásticas, 
von o sin fuerzas exteriores, gobernados per la “ecuación hiperbólica de 
lu onda”? (efr. $ 112-6, b): Ua = A8u [con un término p(x,y,t) si hay 
Prerzas exteriores], y por otra parte los problemas de propagación del 
elor y de difusión, regidos por la ecuación parabólica i = Au (efr. 
A 0120, d). 
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La razón es obvia, pues al aplicar el método ideado por BERNOULLI 
para el caso más simple, consistente en buscar soluciones de variables se- 
paradas (cfr. $ 112-3, b): 


u(x, ... t) = víx,...).w(t), 


el factor espacial v debe satisfacer a una ecuación de este tipo Av + 
+ w= 0 (cfr. nota V, a), y la distribución en el dominio D, sea de la 
elongación, temperatura, u otra perturbación en cada momento, sólo de- 
pende de los autovalores y autofunciones, que están determinados por la 
forma y tamaño de D. El factor temporal que expresa la variación en 
el tiempo (periódica o exponencial amortiguada), es el que distingue unos 
de otros fenómenos físicos. 

La determinación de los autovalores àn de la ecuación Av+1v=0 
para cada dominio es, por tanto, previa y esencial para la integración de 
aquellas ecuaciones; y esos números An, o bien V2,, tienen importante 
significado físico, distinto en cada problema, donde expresan magnitudes 
muy diversas (frecuencias de vibración, coeficientes de enfriamiento, etc.). 


También las curvas v(x,y)=0 (en el caso de dos variables espa- 
ciales) tienen significación diversa en cada problema; pues siendo en 
ellas u(x,y,t)=0 para todo t, son curvas nodales, que permanecen in- 
móviles en la vibración de la membrana o lámina, o isotermas en el pro- 
blema de la propagación del calor. 


La determinación de los autovalores y autofunciones, es decir, la re- 
solución de la ecuación con condición de contorno y la consiguiente deter- 
minación de las líneas nodales, solamente se ha logrado para pocos tipos 
de recinto, especialmente los rectangulares y circulares, que vamos a es- 
tudiar. 


b) Membrana rectangular homogénea. — b,) Si el dominio es 
0<x<a, 0< y < b, se obtienen infinitas soluciones de Av + àv = 0 del 
tipo v = sen ax . sen By, pues cada derivada segunda reproduce v salvo un 
factor —a?, —f?*, luego a, B pueden ser números reales cualesquiera tales 
que a+ P= y (para el problema homogéneo de tipo A) queda satis- 
fecha la condición v = 0 en los lados x= 0, y=0 (por eso hemos elegido 
senos y no cosenos). Para satisfacerlas en los lados x =a, y = b, deben 
ser a y f del tipo mx/a, nu/b (m, n enteros), luego, el problema sólo 
es posible para estos autovalores y autofunciones: 


m? n? 
Amy n = 7 ka + A] , 


nm an 
Um)n = sen Ta *.sen— > Y 


b 
(m,n=0,1,2,...). 


[XXV111-135] 


Con estas autofunciones, que forman sistema denso ($ 97-3), se 
construyen todas las demás como combinaciones lineales: 


[XXVIII-136] v= >> Cm)» Sen e æ. sen = Y. 

Si a/b es racional, puede haber varios valores enteros m, n que 
produzcan el mismo 1. Por ejemplo, para el cuadrado a = b = x son al 
menos dobles todos los autovalores no principales (m&n), pues para 
Àm,n = Ànm corresponden dos autofunciones Vm, = sen mx. sen ny, 
Uam = Sen nx. sen my. Los autovalores son de orden superior si la suma 
m’ +n’ se puede formar de varios modos; por ejemplo, la triple descom- 
posición del número 50: 1247 = 5: + 57*= 741? da un À triple: 


Az = As = A s 
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Las curvas nodales de la vibración definida por una solución u del 
problema lineal, es decir, las curvas v(x,y)= 0, salvo en el caso Um,n =0 
en que están formadas por rectas paralelas a los ejes (fig. 392), adop- 
tan formas variadísimas. Algunas curvas del tipo %n,n+h.m=0 se 
representan en la figura 393. 


DAA 


Fig. 392. 
ve+va=0 va +t va = 0 vu + wa = 0 va Hivi =0 vis — vn = 0 
va + va = 0 vz + }ł vaa = 0 vu tva 0 vut Viva = 0 vu +b Vĝvaz=0 
Fig. 393. 
b:) Crecimiento asintótico de los autovalores. — En virtud de 


|XXVIII-135] el número de autovalores < An,, es igual al número de 
puntos de coordenadas ente- 
ins contenidos en el cuadran- 
te de elipse: 
de F Yo => + 2 
u b a b 

Para los valores k = 1/2, 
1, 3/2, clegidos en la figura 
304, esos números son 3, 8, 
lb, respectivamente, y Cada 
uno Heva su número de orden. 


111 valor que corresponde 
n enda punto, es el mismo 
de orden de la elipse en que 
eú siluado, y multiplicando Fig. 894, 
h’ por a” resulta cl autovalor 
+. Núlese cuán lentamente crecen, y obsérvese este hecho importante: 
mo nolución que en [XXVIII-136] hemos expresado por una serie doble, 
poele durse eomo serie simple si los autovalores se ordenan en sucesión 
eteciene, cono en la figura 394, 
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Asintóticamente, el número de autovalores < à = ak? es el área del 
cuadrante de elipse, o sea: n = nabk”/4 = kab/ (4r). Esto se puede ex- 
presar de otro modo: 2,/n —> 41/ (ab). 


Resulta así este hecho singular: el crecimiento asintótico de los au- 
tovalores de la lámina rectangular, no depende de su forma (es decir 
de la razón a/b), sino de su área a.b, y es inversamente proporcional 
a clla, Esta propiedad se puede generalizar a toda forma de recinto: el 
crecimiento de A,, o la expresión asintótica de A, depende del área y no 
de la forma. En general, si es A el área se verifica: )2,/n —> 4x/A. 


El significado matemático del mayor o menor crecimiento de los au- 
tovalores es el mismo en los problemas de vibraciones y de propagación 
del calor, que se traduce en el crecimiento rápido o lento de las series; 
en cada problema físico tiene importancia distinta. Así, en la membrana 
vibrante, la anulación de armónicos graves (frecuencias pequeñas) será 
tanto mayor cuanto más extensa, y una membrana pequeña produce so- 
nidos agudos. 


c) Membrana y lámina circular, — Pasando a coordenadas polares 
(r, q), la ecuación cartesiana Av +w = 0 se transforma por [92-33] 
en ésta: 


y 1 v 1 əv 
(e id artesa 
v(r, p +21) = v(r, q), 


expresando esta periodicidad que v es función uniforme del punto. Hay 
dos casos que conducen a fórmulas muy distintas: 


[XX VII1-137] 


c.) Problema circular. — Llamamos así al problema en que v no de- 
pende de q; tal sucede cuando el recinto es circular, y no sólo la condi- 
ción de contorno (que supondremos de tipo A), sino también las con- 
diciones iniciales, son independientes del argumento q; y también lo es, 
por tanto, v. Reducido así el problema a una sola variable r, la función 
v(») está determinada por estas condiciones: 


[XXVII1-138] Vrr + v + kw = 0, v(1)= 0. 


Dividiendo por k* y poniendo k.r=«*, se obtiene la ecuación de 
BESSEL (Cap. XXVII, nota 1): 


[XXVIH-189] J” (£) + E Hades Ri 


cuyas soluciones Ja (x)= Ja(kr) vienen dadas por la función de BESSEL 
de primera especie de orden 0, 


La condición de contorno v(1)= Ja(k)= 0 indica que los autovalores 
del problema [XXVIII-138] son los ceros de Jo: 
kı = 2,40; ka = 5,52; k, = 8,65; kı = 11,79; 
y las correspondientes autofunciones son Jo(k.ar). 


Como consecuencia de lo que hemos de ver en nota IX, g, existen 
infinitos ceros, que por Cap. XXVII, nota III, d, son positivos y cada 
par de autofunciones son ortogonales en [0,1] respecto del núcleo 7r, es 
decir: 


1 
[XX VI111-140] 1 r. Jo(kir)Jo(k;r)dr = 0, (Æj); 
0 


en efecto, el termino e de [XXVII-56] cs aquí la variable r, como se ve 
escribicudo [XXVIIT-138] así: (ru,)r-H Aroz: 0. 
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e.) Problema general sobre recinto circular. — Si la condición de 
contorno en [XXVIII-137] no es circular, sino del tipo C general: 
[XXV111-141] vr (1,9) + a(p)v(1,q) = 0, 


el problema es muy difícil; la teoría se limita al tipo A: v(1,p)=0, 
o al tipo B: v,(1,q)=0, que trataremos sucesivamente. 


Cn) Tipo A. — Ecuación y condición de uniformidad [XXVIII-137], 
yv condición A de contorno: 


[XX V111-142] v(1,p) = 0. 


Ensayemos la separación de variables v(»,q)= y(").w(q), que 
conduce, en efecto, a una solución con dos factores de distinta variable, 
debiendo ser, por tanto: 

Aly yO) + y (mdd w” (p) 


A A uas = constante. 
y(r) w(p) 


Como v es función uniforme del punto (condición [XXVII1-187]), 
también debe serlo w, por tanto: 


[XXVIII-143] w(p +29) = w(q), 


luego esa constante debe ser positiva ($ 108-1), y llamándola »?, resulta 
la ecuación: 


w”"(q) + nAw(q) = 0, de donde w = acosno + b senno, 


v para que haya período 2x, debe ser n entero. 
La ecuación que determina la función y en [0,1] para el valor fijo 
u, con su condición de contorno, es: 


2 
[XXVIII-144] y” + o y+ (2 du =0; 


y continua en r—0, y(1)=0. 


He aquí un nuevo tipo de condición mixta de contorno: la continui- 
dud en un extremo del intervalo, punto singular de la ecuación, y el 
velar en el otro extremo. 

sta ecuación [XXVII1-144] sería la de BEsseL (Cap. XXVII, no- 
ta T) si en vez de 2 figurase 1, y esto se consigue si ìà = k° > 0, adop- 
lindo la nueva variable q = kr, pues en los dos primeros términos apa- 
reco el factor k? =A, y dividiendo por él, la ecuación respecto de la va- 
vitle q es: 


IXXVHI-145] y” + eN y + ( 1— m E =0; 
y continua en ọ = 0, y (k)=0. 


li solución regular en 0 es la función de BESSEL de orden n, J, (0). 
Rexlituvendo la variable r resulta J,(kr) como autofunción, si cumple 
In condición de contorno J,(k)=0 (la otra la cumple, pues es continua 
en el punto r = 0). 

Los cuadrados de los infinitos ceros ky, de las infinitas funciones 
d, son, pues, los autovalores simples (puesto que cada uno corresponde a 
vnn sola función) y la autofunción que define Ka, , €s 


J, (05) = San, r). 


kuas propiedades resultan de la teoría general desarrollada en Cap. 
XXVI, nota 111, d; y en particular, teor. 2, resulta la ortogonalidad que 
conpreude n ln [XXVI11-140]: 


+1 
[XX VI11-146] dae Daa ridr = 0 173, 
0 i J 
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y vale también en el caso general de condición de contorno tipo C, o sea, 
cuando k, son las raíces de la ecuación: aJ, + J', =0. 


Como las autofunciones v,(r,q) del problema para la condición de 
contorno [XX VIII-142], que corresponden al autovalor kn, son: 


[XXVIII-147] Ja (kn, r) cos ng, Jalen, rjsen nọ, 
y toda combinación lineal de ellas, resulta: todos los autovalores son, por 


lo menos, dobles. 

Las líneas nodales para estas funciones [XXVIII-147] forman un haz 
de rectas por el origen, y argumentos: 

p=x/n, 2x/m, 3x/n, ..., (n—1)x/nm, 
o bien: 
q=x1a/(2n), 3x/(2n), 5x/(2n), ..., (2N—1)x/(2n), 
en que se anula el segundo factor; y el haz de circunferencias concén- 
tricas en que se anula el primero: 
r= ka, lkp, » (n, 1 fijos, ¿j=1,2,3,...,1). 

Para las funciones compuestas de dos o más [XXVIII-147]: 

[XXVITI-148] vír,p) = 2 ida 9) . (a, cos np + ba sen np), 


ya en el caso de dos sumandos se presentan curvas nodales muy compli- 
cadas al crecer n, y para más sumandos no parece que hayan sido calcu- 
ladas. 


c€») Tipo B. — Ecuación y condición de uniformidad [XXVIII-137], 
y condición de contorno: 


v-(1,p)= 0, O sea: y'(1) = 0. 
Este caso se presenta en la propagación del calor cuando el disco 
está aislado, y en el problema de la vibración de lámina empotrada. 
La única modificación que debe hacerse en lo expuesto para el tipo 
A, es que la condición y'(1)=0, o sea, 
Ja (k) = 0, 


determina otros ceros k,, es decir, distintos autovalores, pero la solución 
del problema tiene la misma forma [XXVITI-1487. 


Co) Tipo C. — Ecuación y condición de uniformidad [XXVIII-137], 
y condición de contorno: 


v- (1,¢) + oav(1,9) = 0, (a. constante). 
La ecuación que determina los autovalores ip, = kp es: 
kJ'na(k) + aJa(k) = 0, 
pero subsiste la forma [XXVIII-148] de la solución. 


VIII. Equilibrio y vibraciones de membranas y placas. — a) Ecua- 
ciones de equilibrio y movimiento de la membrana. — Si se imagina un 
pequeño corte ideal en la membrana tensa, sería preciso introducir una 
fuerza entre los dos bordes del mismo para conservar el equilibrio; esa 
fuerza por unidad de longitud es función del punto y se llama tensión 
r (x, y). 

Si además de esa fuerza elástica actúa sobre la membrana una cnrga 
p(x, y) kg/cm? (por ejemplo, el propio peso), la ccuación de equilibrio 
(cfr, e y nota V) ex: 
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[XXVI11-149] (Tus): + (rus) + p(z, y) = 0, 
siendo % = u(x, y) la ecuación de la superficie de equilibrio. 


La ccuación del movimiento a que debe satisfacer u(x, y, t), se de- 
dnce por el método de D'ALEMBERT, sumando a la carga (que puede va- 
riar con t) la resistencia de inercia —o(x, y)u:,, siendo e la densidad 
superficial; resulta así: 


[XXVIMT-1507  0(x,y)u:: = (ru,). + (ru), + plx, y, t). 


Las vibraciones libres son los movimientos producidos por la simple 
alteración del equilibrio, sin ulterior introducción de fuerzas exteriores 
(n= 0), por la sola acción de la fuerza elástica; están, pues, determi- 
undas por la función inicial u(x, y, 0)=f(v,y) y la velocidad inicial 
nı (X, Y, 0) = g(x, y). 

Si el propio peso de la membrana produce deformación sensible, basta 
cilcularla según [XXVITI-150] (o = masa unitaria) y sumarla a la so- 
lución u(x,y,t) de la ecuación de las vibraciones libres. Es el método 
usunal para resolver problemas no homogéneos. 

Vamos a estudiar sucesivamente estos casos importantes: 

Vibración libre de membrana homogénea (o, r, constantes; p= 0): 


I XXVIII-151] Urt = (Uss + uyy), @ = rio. 

Vibración libre de membrana no homogénea con resistencia elástica q: 
| XXVIII-152] QUii = (TUa)s + (TUy)y + qu. 

Vibración forzada de membrana homogénea: 
I X XVHI-153] Uit = A (Uss + Uw) + plx,y,t), a rig. 


b) Vibraciones libres de membranas homogéneas. — Ya hemos visto 
¡ue la función u(x,y,t) debe satisfacer en el recinto a la ecuación 
"ıı -aéAu; y en el contorno, a la u=0, 

lWijados x, y, representa u como función de t el movimiento vibra- 
torio de ese punto (x,y). El problema es, como ahora veremos, de con- 
tovno de tipo C respecto de las variables x, y, y es de tipo CAUCHY, o 
"n, con dos condiciones iniciales para la variable t, que son: u(x,y,0)= 

(x,y), u(x, y, 0)= g(x,y). 

Siguiendo la pauta que dió BERNOULLI para la cuerda vibrante, que 
kens seguido en nota V, buscaremos soluciones de variables separadas 
ato, mi)=z(t)v(x, y); y como al derivar respecto de las variables espa- 
vinle, es constante el segundo factor temporal y viceversa, la ecuación 
[XX V111-151] se transforma en zv = a°zAv, de donde: 


[NN V111-154] AY. — 5 — const, 


o 


v az 

liniiando —A a esta constante, la ecuación [XX VITI-149] se ha des- 
¿iblíolo en estas dos: 
INN VIMN-166] Ze + Maz = 0, AV+ iv =0; (más condición C). 


la primera es la ya conocida del movimiento armónico, cuya solu- 
rin penrral, con dos coeficientes arbitrarios, es: 


XXVII 156] z(t) + acos kat + bosen kat, poniendo } = kē; 


nlensdo losrítimo esta hipótesis 2 > 0, pues solamente podemos dar a 4 los 
valoren que hagan posible la segunda ecuación, conjuntamente con la con- 
¿tor de contorno, es decir, los autovalores A, de ese problema lineal, los 
ctdorn existen, como se ha visto, y son positivos (nota VI, b), estando 
robo ode geaerdo eon el signifiendo fisico de pequeña deformación, mien- 
ins oque pura A- 0 resultnría z con término exponencial infinitamente 


crsolende ($ 10X 1), 
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Las frecuencias de los respectivos movimientos vibratorios, únicos 
posibles, son proporcionales a k,. Tal condición de contorno C puede ser 
de diversos tipos: el más importante es el de la membrana tensa de con- 
torno T en el plano x, y, es decir, u(P)=0 sobre todo punto P de T 
(tipo A); de otros tipos hablaremos después. 

Puesto que para cada }, tenemos infinitas soluciones del tipo 
[XXVIII-156] con dos coeficientes arbitrarios, siguiendo la pauta usual 
formaremos una serie 


[XX V111-157] u(x, y, t) = Y (a, cos hat + b, sen kaat) . Va (£, Y), 


que será derivable término a término dos veces si se eligen los coeficien- 
tes a, ba, de modo que se satisfagan las condiciones iniciales: 


u(x, y, 0) = f(x,y), u: (x, y, 0) = g(x,y), 


si f y g son desarrollables en series de autofunciones v, (nota VI, b; 
$ 97; cfr. Ap. I1-4): 


[XXVIIL-158] f(x,y) = EdV (x,y), g(x,y) = Ekrbi Vr (x, y) 


y las series derivadas primeras y segundas de estas dos son uniforme- 
mente convergentes; pues entonces, siendo legítima la derivación término 
a término, y satisfaciendo cada término a la ecuación [XXVIII-151], 
otro tanto ocurrirá con la suma, y esta función cumple las condiciones 
iniciales [XXVIII-158]. 

En el caso más importante de la membrana tensa de contorno T 
situado en el plano 4 =0, las funciones f y g, que definen la elonga- 
ción inicial y velocidad inicial, deben cumplir las condiciones evidentes 
f(P)=0, e(P)=0 sobre T; y lo mismo dicen los desarrollos 
[XX VIII-158], pues v,(P)= 0, por ser soluciones del problema lineal. 

Caso menos importante es el de ligadura elástica del contorno, ex- 
presada por una condición 4, = a(P)u sobre T, pero ésta tiene excep- 
cional importancia en la propagación del calor. 


c) Sobre el caso de contorno alabeado. — El lector notará la omi- 
sión del caso del contorno alabeado, definido por una función u(P) sobre 
los puntos P del circuito plano; pero tal condición no es homogénea y 
además el problema no encuadra en las ecuaciones [XXVIII-149] ó 
[XXVIIT-150], sólo válidas para pendientes muy pequeñas, pues en la 
deducción sólo se consideran términos de primer grado en Us, Uy. El 
caso de contorno alabeado conduce a la ecuación, más complicada, de las 
superficies de área mínima ($ 113-5, d). 

El cálculo de los autovalores A. y autofunciones v, ha sido efectuado 
en nota VII para los casos importantes de membrana rectangular y cir- 
cular. Para la membrana elíptica se puede aplicar el método variacional 
(ver nota X, 3, d). 


d) Equilibrio y vibración de membranas rectangulares. — El estudio 
hecho en nota VII de la ecuación Av + Xw = 0 es aplicable tanto al pro- 
blema de la propagación del calor como al de la vibración, el cual está 
definido por la ecuación [XXVITI-151] en el caso más sencillo, o bien: 


f Uti = OF (Ure + Uyy) + qu 
[XXVIII-159] Contorno: Condiciones iniciales: 
1 u=0 en T u(x, yY,0) =f, u(x, y, 0)=€g 


si hay resistencia elástica proporcional a la deformación u, con coefi- 
ciente q(x,y). Separando variables: 


u = víx,y)r(t) resulta: vr” = (æav + qr)r(i) 
de donde: 
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Eart T 
v T 
y la ecuación [XXVITI-159] se desdobla en: 
T” + ìr = 0, de donde 7 — ascoskt + busen kt, 
MAY + qw + iww = 0, con v=0 enr. 


El método de las soluciones particulares, productos de senos, sólo 
vale si q = 0; y para este caso, llamando a, B a los lados del rectángulo, 
se tiene la solución (que también puede escribirse como serie simple): 


[XXVI11-160] 


ulx,y,t) = YY sen a a. sen =-- Y (Amn COS mnt + bmn sen Enmnt) 
Q 


af 


con coeficientes determinados por los desarrollos: 





f(x,y) = EEan sen E%- y. sen" y, 
ap 
E am an 
= Y D mnh mn ASS . Ta . 
g(x,y) = NN0dmnlkmn sen aa *- Sen ¿q Y 
El problema del equilibrio se reduce a integrar la ecuación: 
[XX VIM-161] A (Uss + uU) + plx,y) = 0, 


de tipo POISSON; esto se logra (nota IX), mediante la función de GREEN. 


e) Equilibrio y vibraciones de membranas circulares. — Tanto la vi- 
bración de la membrana circular, como la propagación del calor en disco 
circular, conducen al mismo problema de contorno resuelto en nota VII, c; 
ahora estudiaremos la vibración, empleando como entonces coordenadas 
polares y la expresión [92-33] para Au (independiente de z). 


Caso general: u(r, q,t). Ecuación del movimiento vibratorio: 


[XXVI11-162] Un = a? Uler + a Ur + a u ) 
r 2 Pe 


a 
- 
~ 


Coudiciones iniciales: De contorno: 
u(r,q,0)= f(r, p), u: (r, g, 0)= g(r, ¢). u(1,p)=0. 
Solución : 

[XXVInM-1683] ulr, o, t) = 


= Jn Ue, r) (a, COs ne + brn sen no) (A, cos En, t+ bn, sen En, t), 
donde los coeficientes se calcularán mediante las condiciones iniciales: 


f(r,p) = EEan Jan 7) (a, cos np + b, sen np), 


gre) = Edb, In hC n, r) (a, cos np + b, sen no). 


Caso especial de problema circular. — Funciones iniciales: f(r), 
g(r): 
Función: Ecuación : 
z 1 
u(r, t) Wre = aë ( ure + Ea w ) 
Condiciones iniciales: De contorno: 


ue, O) f(r), u(r O= glr) u(1,t)=0, u(0,f)— const. 
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Poniendo 
u = ví(r)í(t), de donde v” = ar v” + 2 v Je 
la ecuación se desdobla en: 
¿" + at = 0, ¿ = a,cosk,at + b, sen k,at, 
vo + — v + wv = 0, Vn = Jollar), Jo(kn) = 0. 
La solución es: 
[XXVIILI-164] u = NJo(k,r) (a, cos kqat + b, sen hat), 


estando los coeficientes determinados por los desarrollos: 


f(r) = Dando), g(r) = abrio (kar), 
que dan: 


m = y da pena 


Equilibrio de la membrana circular. — La integración de la ecua- 
ción de POISSON 


[XX VII1-165] 


au + plx,y)= U 
se hace mediante la función de GREEN, que es conocida para el círculo 
(nota IX, hs). 
En el caso especial en que u no dependa de q, es decir, sea u(r), 
y la función de carga sea p(r), la ecuación 


e + a t plr) = 


se integra, como veremos, por la fórmula [XXVIII-174], mediante la fun- 
ción de GREEN (nota 1X) correspondiente al intervalo (0, 1). 


f) Vibraciones libres de membranas no homogéneas. — La ecuación 
de la vibración de la membrana no homogénea es: 


[XXVITI-166] Uie = (TUs)a + (TUy)y + qu 


[o(x,y) densidad superficial de masa en cada punto; r(x,y) producto 
del módulo de elasticidad por el espesor; q(x,y) resistencia elástica]. 
Con el método disociativo ponemos u — v(x,y)w(t), y la ecuación se 
desdobla en dos: 

w”(t) + Aw(t) = 0, de donde 
[XXVII1-167] w(t) = ascos kt + bosenkt,  (K=A4), 
y 


[XXVIII-168] — (r0:)2 4 (707), + [alx y) + hole, y] = 
con v(P)= 0. enr. 
Los valores k, que deben ponerse en [XXVIII-167] son las raíces cua- 
dradas de los autovalores A, de [XXVIII-168]; su existencia ha sido de- 
mostrada para ciertos recintos en nota VIT. 
Si son v,(x,Yy) las correspondientes autofunciones, la solución 
de [XXVITI-166] es, por tanto: 


[XX VIM-169] u(x, y, t) = N (a, cos kt 4 bn sen k,t). va(xr, 91), 
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y nl f(x,y), g(z,y) representan la elongación inicial y velocidad inicial, 
los earficientes están determinados por los desarrollos: 


IXXVIL-170] f(x,y) = Nano, y), gl, y) = Edrka Va (2, y), 
caleulíndone los coeficientes por las fórmulas: 


IXXVI11-171] a, = $ foto,as dy, br = f fegn ax dy. 


v) Vibraciones de placas. — Por razonamientos análogos a los de 
otros problemas, o bien por método variacional, se llega a la ecuación: 
Ur + Us -+ 2U + u = 0, O sea: Ue + AAMU = 0, 

y reparando variables: 
u= víx,y)z(t) 
renalla: 





vz” + ZAAV = 0, de donde: 
y la ecuación se desdobla en estas dos: 
2" +12 =0, AAV — Ww = 0. 

La primera da el factor periódico z= aocos kt + bosen kt, donde k 
está sujeta a las condiciones de contorno de la segunda. Si % y A: son 
nutovalores, %,, Va las correspondientes autofunciones, se demuestra la or- 
togonalidad de éstas suponiendo estas dos condiciones de contorno: v=0, 


dv/ón= 0. Esta novedad apareció ya en la línea elástica para la ecuación 
de cuarto orden (nota V). 


Placa circular. — En coordenadas polares el laplaciano se puede es- 
cribir así: 


»” 1 , 
A= D +- 5 
lu ecuación AAV — v = 0 adopta esta forma simbólica: 
(D +> — k)" + D + k)v= o, 1 = kf, 


y además de las soluciones Jo(kr) aparecen Jo(ikr). El estudio, que des- 
borda nuestro cuadro, puede verse en COURANT-HILBERT (cit, en Cap. 
AVI, nota IV, 4), vol. 1, Cap. V, $ 6. 


IX. Función de Green de un, problema de Sturm-Liouville. — a) De- 
Finición y existencia, — Hemos visto (Cap. XXVII, nota III, c) que el 
problema diferencial homogéneo dado por la ecuación 


| XXVIII-172] Liy] = [r(s).y Y + alx).y = 0, 
con ias condiciones C de contorno: 
IXXVII-173] ay (a) + By (a) = 0, vyy(b) + ôy (b) = O, 


vstrece de solución si es AÆ0, siendo A el determinante dado por 
I XXVII-52]. Pero esta imposibilidad se vence con el auxilio de adecua- 
das soluciones fundamentales ($ 107-4, b) obtenidas para cada ż, 


w- ta b, buscando sendas soluciones de la ecuación L[y] = 0 partiendo 


de dos indepemlieates yi, Ye así: 
en (a, $): g(x) = e + dYa , 
en (£, b): pole) = e +- da, 


de nodo gue (e) cumpla la primera condición [XXVI1-173] en a, 
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prescindiendo del extremo £, y g(x) sólo la segunda en el extremo b. 
Los dos problemas que conducen a gı y g» son determinados (salvo fac- 
tor arbitrario), pues en cada uno el sistema [XXVII-51] se reduce a una 
sola ecuación que determina la razón de las dos constantes. 

Si formamos ahora en (a,b) la función g(x) con las g.(x) y g(x) 
definidas en sus respectivos intervalos, (salvo los dos factores arbitra- 
tios), logramos la continuidad imponiendo en el punto ¿ de soldadura la 
condición g.(¿) = g.(£) que se logra multiplicando una de ellas por un 
número. Lograda la continuidad de g(x) el punto £ es anguloso, pues si 
en él fuese g.'($)= gx (¿£) la función g(x) satisfaría, incluso en $, a la 
ecuación L[y] =0 y a las condiciones [XXVIII-173] en a y b, luego 
sería A=0 contra lo supuesto. Hay, pues, en £, un salto g.'(£*)— 
—e' (2) 4 0; y como todavía podemos multiplicar por un coeficiente nu- 
mérico cualquiera, se puede disponer de él de modo que el salto de la 
derivada en ¿£, tenga precisamente el valor 1/r(£). La función así cons- 
truída G(x) depende del parámetro ¿; y si lo hacemos variar en (a,b) 
resulta determinada la función de GREEN del problema de contorno, cuya 
utilidad vamos a probar en los párrafos siguientes. 

Explicada la génesis de la función y demostrada su existencia defi- 
námosla con toda precisión: 


Función de GREEN G(x,£) del operador diferencial L[uw] con condi- 
ciones homogéneas de contorno [XXVIII-173] en el intervalo (a,b) es 
una función G(x,£) de cada par de puntos (x,¿) del intervalo, que cum- 
ple estas condiciones: 


12) Para cada ¿ es G(w,¿) función continua de x en (a,b) y sa- 
tisface a las condiciones de contorno [XXVIII-173] en los extremos a, b; 


22) Las derivadas G’, G” respecto de x son continuas en todo punto 
xÆ $; en el punto hace G’ un salto, que es precisamente 1/r(¢); 

32) Para todo x 4 £, satisface G a la ecuación homogénea L[G] = 0 
respecto de la variable x. 


b) Cálculo de las constantes. — Como complemento de la demostra- 
ción anterior, es útil ejercicio el cálculo efectivo de cı, dı, Ca de. Basta 
escribir la matriz del sistema originado así: 

Condiciones Ecuaciones respectivas 

en (8) = g: ($) -> cyi (E) + dhy:($) — cy: (£)— dey: (£) =0, 
ag (a) + Bg (a)=0 > clayı(a) + Byr (a)] +d:[ay:(a) + By? (a)] = 0, 
yg:(b) + ôg: (b)=0 —>— ce:[yy: (b) + y? (b) ] —d:[yy:(b) + yz (b)] = 0, 
dando: 


yı ($) y:(5) y: ($) y. ($) 
ayı(a)+ By? (a)  ay.(a) + Byr (a) 0 0 
0 0 yy (0) +89 (0)  yys(b) + dy. (b) 


Los valores buscados son, pues, proporcionales a los cuatro determi- 
nantes de tercer orden de esta matriz de cuatro columnas encabezadas 
por yi(¿), y.($), y (€), y.(£), con signos adecuados ($ 15-6, d); y la 
razón de proporcionalidad queda determinada por la nueva condición 


J - 1 2 2 1 
Cy (8) + dyr ($) — ayr (£) — dy: (£) = e 
t 
El lector podrá ejercitarse en este sencillo cálculo, hasia Negar a la 
expresión de las cuatro constantes, que no necesitamos para nuestro pro- 
blema. 
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e) Nolución de Lly] =h(x) por emanantes de la función de GREEN. — 
i in Función y (rx) es emanante (al. Quellenmássig dargestellte Funk- 
Hen) de G, es decir, transformada de una función continua h(x) por el 
operador G(r, £) en la forma: 


b 
INN VIM-174] yl) = f GCD. hds, KE) tonini m et 
a 


comun ($8 107-4, b, teor.) que y(x) es una solución de la ecuación no 
homegénea L[y] =h(x). Más precisamente tenemos: 


Tron. 1. La función emanante de G dada por [XXVIII-174], satis- 
love a la ecuación L[y]l=h(x) y a las condiciones de contorno 
[NV 111-178]. 

Hiusta observar que en a y en b se anula y ó y” por anularse G ó Q’; 
vo en general cumple y la misma condición de contorno [XXVII1-173] 
que E 


TEOR. 2, Recíprocamente, la única función que satisface a la ecua- 
ción no homogénea L[y] =h(x) y a las condiciones homogéneas de con- 
lorno {XXVIII-173], es precisamente [XXVIII-174]. 

La demostración se basa en la fórmula de GREEN: 


b Jb 
I XXVIIL-175] 1 (vL[u] — uL[v])dr* = | ato — 1) | > 
a Ja 


identidad evidente si L[u] =(ru”)”, pues el binomio integrando es la de- 
rivada de v(ru')—u(rv'), y válida también si L[u] —=(ru')' + qu, pues 
uste nuevo término se elimina al restar. 

Si y(x) es solución de L[y] =h(x) y cumple las condiciones de con- 
tarno [XXVIIT-173], basta aplicar la fórmula de GREEN [XXVIIMI-175] 
en los intervalos (a,£), ($,b), poniendo u=y(x), L[u] =h(x), y para 
¿ fijo v=G(x,£): 


f, ee, Dh lw)da = [rwn | = 
= r(t) [y (6) e (8, 2)—y(8)8 (8,8)] , 

b b 
f ga(x,£)h (1) dex = EZE = 


= — r(é) [y (5) e-(,)—y(8 (8,81 , 
pues en «a es nulo el primer paréntesis por cumplir g, é y la condición 
uy (4) + By'(a)=0; y análogamente se anula en b el segundo parénte- 
sis, Sumando y teniendo en cuenta que 
: y 1 
pu (s, $) == g(t), g: ($, £) a gı (£, £) = rE 
> 
resulta: 


"D 
IN NVII-176] f Ge Ghe E nE. 
G 


Wl resultado dado por el teorema 1 y su recíproco 2, es uno de los 
nus fecundos y elegantes de toda esta rama del Análisis. En primer lu- 
gar nos dn la siguiente solución del problema lineal no homogéneo: 


Problema lineal: Solución : 


‘b 
Llull her); y evndición C; ye) -: [ G(x,¢)h(¿)d? 
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en el caso en que L[y] =0 no la tiene, es decir, resulta el problema co- 
rrelativo al de la regla de CRAMER. Pero además demuestra la equiva- 
lencia entre estos dos hechos: ser y(x) emanante de G, y ser solución 
del problema lineal. Dos capítulos que parecían independientes quedan 
así fundidos en uno solo. Esta llave nos da ahora el acceso a una copiosa 
cosecha de resultados importantes, 


d) Simetría de la función de GREEN. — Se observa que las fórmulas 
[XX VIT-174] y [XXVIM-176] no son idénticas, pues en una actúa x 
como variable y en otra ¿; esta disparidad desaparece apenas demostre- 
mos la simetría de ambas variables, 


Sean < a dos puntos interiores de (a,b) y definamos las fun- 
ciones 


G = G(x, $), 
G: = G (x, £). 


Aplicada la fórmula 
[XXVIII-175] de GREEN, se 
anula el primer miembro, 
por ser L[G:] = 0, L[G:2] = 
=0 en todo punto x distin- 
Fig. 895 to de £,, £:; luego en los tres 

Ei avo, intervalos (a, $), (£, £2), 
(ab) es (fig. 395): 





r(a)[G (a, &)G' (a, &)— G (a, &) G' (a, ¢:)] = 
= e £) [G ($, £2) pa ¿E)— G(£1, £1) E (E, £2) ] 


END SA Nas ad, ... .... %. 44... ua 


A A Pon... o. . +... . 9. 


Sumando y agrupando términos e de igual A y pres- 
cindiendo de los binomios inicial y final en a y b, que son nulos, queda 


r (4) G ($i, ta ) [G ($0 , E) — GQ (En , &)] = 
= r(f.) G (¿2 1) [G' (£2*, £2) — G' ($r, £) ] 


pero teniendo en cuenta que estos paréntesis, o sea, los saltos, valen 
1/r(£), 1/r(£2), resulta G (ft, £2) = G(£o, €1). 


TEOR. 3. La función de GREEN del problema L[u] con condición C 
es simétrica respecto de x, £, es decir, G(x,£)= G(£, x). 

La superficie que la representa sobre el cuadrado a < œ < b, 
a < ¿< b, es, por tanto, simétrica respecto de la diagonal x = fé. 


e) Reducción de los problemas de STURM-LIOUVILLE a ecuaciones in- 
tegrales. — Veamos ahora que todo problema lineal de tipo STURM- 
LIOUVILLE definido por una ecuación diferencial (homogénea o no) de 
segundo orden con parámetro y condición homogénea de contorno: 


[XX V11-177] Liy] + doy = k(x), 


con la condición de contorno [XXVIII-173], se puede reducir a una ecua- 
ción integral (Apénd. II), suponiendo conocida la función de GREEN de- 
finida por el operador L[u] y las condiciones de contorno, es decir, la 
función que además de cumplir éstas y la L[G] = 0 tenga en el punto $ 
el salto 1/r(£) en su derivada. 

Hemos visto en a) que tal función G existe cuando el problema ho- 
mogéneo carece de solución, es decir, cuando A no es autovalor. Dentro 
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de onin Hipótesis, y en virtud del teorema 1, la solución del problema 
honugórneo o no [XX VII1-177] viene expresada así: 


INXVIIT 178] y(x) = COLON h(x) = k(x) — hoy (x), 


ane taubilón se puede escribir: 


XX V111-179] y(x) + 2 oc £) o(t)y ($) d¿ = gl(x), 


saberut 
b 
IX XVITI-180] E f Gæ DKEA. 


llo aquí en [XXVII1-179] una ecuación donde la función incógnita 
y(r) aparece bajo una integral, o ecuación integral; más precisamente 
(Apénd. IT) una ecuación integral de segunda especie del tipo de FRED- 
1ma1.M, equivalente al problema lineal [XXVIIT-177], pues recíprocamente, 
phen toda solución de [XXVI1I1-179] siendo y —g función emanante del 
núcleo G respecto de — 10y, se verifica [XXVII1-177] con su condición de 
contorno, 

En particular, son equivalentes el problema homogéneo: 


[XXVIT-181] Liy] + doy = 0, 
y condición de contorno [XXVII1-173], y la ecuación integral homogénea: 


b 
[XXVII-182]  y(æ) + af G(x, ¢)o(E)y (EdE = 0. 


Obsérvese que mientras el parámetro 1 es coeficiente de la función y 
que figura fuera del operador diferencial, en cambio en la ecuación in- 
tegral equivalente es coeficiente del operador integral. Por eso FREDHOLM 
y HILBERT lo colocaron así, contrariando la costumbre de la Geometría 
analítica, que ahorra escritura; pero, si bien en ella es indiferente, aquí 
no hay opción, pues en casos importantísimos como el de la Mecánica 
ondulatoria, tiene significado físico esencial (nivel de energía) precisa- 
mente ese 2 y no el recíproco, y lo mismo acontece en los movimientos 
vihbratorios, etc. . 

También debe notarse que aunque G(x,£) es simétrica por teor. 3, 
no lo es su producto por e(¿), pero basta multiplicar [XXVII1-179] 
por Ve(x) y poner: 

[XXVIIL-183] y(%) Vol) = víx), k(x,£)= G(x,)Vo(x)o (£) 
para obtener la ecuación integral de núcleo k (x,£) simétrico: 


b pe, 
[XX VIIL-184] vert a k(%,€)v(£)dt = glw).Vo(z) 


que asegura (Apénd. 11-4) la existencia de autovalores A, con sus corres- 
pondientes autofunciones v, de las que se deducen las correspondientes 


lin dividiendo por Ve(x). 


f) Teorema de la alternativa para los problemas diferenciales. — 
Gracias a esta equivalencia se extienden a los problemas lineales defini- 
dos por cenaciones diferenciales autoadjuntas y condiciones C de con- 


torno, immortantes propiedades válidas para las ecuaciones integrales 
(Apénd. ID. 


Teorema de la alternativa, — Si el problema homogéneo [XXVII1-181] 
cs imposible parn un valor A (cs decir, no autovalor) el problema no 
homogéneo ex determinado. 
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Si el problema homogéneo [XXVIII-181] tiene solución u; para 
2 =As (autovalor), condición necesaria y suficiente para que admita so- 
lución [XXVI!1-177] es la ortogonalidad de g, dada por [XXVIII-180], 
a todas las autofunciones «q; correspondientes al autovalor );, es decir 


~b 
f ogg: dx = 0. 
a 

DeM. Si [XXVIII-181] es imposible, también lo es la ecuación 
[XXVIII-182], pero entonces [XXVII1-179] tiene una sola solución que 
también lo es de [XXVII1-177]. 

Si [XXVIII-181] tiene solución uu, para ?=%; también [XXVIII-182], 
y la condición para que [XXVIII-177] ó [XXVII-179] tenga solución 
cs la obtenida en Apénd. I1-2, ).. 


y) Existencia y propiedades de autovalores y autofunciones. — En 
Ayénd. I-3, f, se demuestra la existencia de una sucesión de autova- 
lores % 22 ..., de [XX VIII-184], que también lo son de [XXVI11-177], 
con sus correspondientes autofunciones Vi, Ve, ..., ortogonales entre sí, 
es decir: 


b b 
[XX V 111-185] f viv; dæ = 0, osea f ouv dx = 0, (G#Ĵ). 
a 


a 


Aplicando Apénd. I1-4, teor. 5, llegamos a este resultado capital: 


TEOR. 4. (Desarrollo en serie de autofunciones). — Toda función 
con derivada primera continua y segunda continua o casi continua, que 
cumpla la condición C de contorno, es desarrollable en serie uniforme- 
mente convergente de autofunciones del problema [XXVIIMT-181] ó 
[XX VIIT-182]. 

Pues, si aplicamos el operador L a esa función y, formamos otra fun- 
ción L[y] = h(x), y si G(x,¿) es la función de GREEN correspondiente 
al problema (L,C), es según Teor. 1: 


b 
y(x) = Gí(x, Eh ($) dí. 

a/a 
Luego Vo(x*)y(w) es emanante de k(x%,t)= G(x,£).Vo(x).Vo(£) 
y por tanto le es aplicable el Teor. 5 de Apénd. I1-4, es decir: y(x) es 
desarrollable en serie uniformemente convergente de las autofunciones 
Va, del núcleo k, que son las mismas y, del problema [XXVII1-181] por 

el factor Vola). 


Por tanto — ño 
y(x) Volx) = NC, Volu)y.(1) ; yha) = Eeay (a), 
cuyos coeficientes son Ca = | yQY. du. 


TEOR. 5. Las autofunciones del problema [XXVIII-181] = 
= [XXVIII-182] formun un sistema ortogonal respecto de Q, que es ce- 
rrado y por tanto completo. 

Pues toda función continua f(x) se puede aproximar cuadráticamente 
con error < e por un polinomio que cumpla la condición C. 

Como y(x) es desarrollable en serie >c,u,(x%), se puede aproximar 
con error < e por un polinomio cu(x) +... + Cuna (x} el cual aproxima 
a a f(x) con error < 4e; luego el sistema ortogonal u,(x) es 
cerrado. 


h) Función de GREEN en dos variables. — h,) Propiedad fundamen- 
tal. — La teoría de la función de GREEN que en los apartados anteriores 
nos condujo a importantes resultados, se amplía para varias variables, 
considerando el operador L, [u] dado por [XXVII1-131], en el caso más 
importante de primer coeficiente constante, o sea la ecuación de D'ALEM- 
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BERT ($ 91-6, d) Atu=0, con condiciones de contorno 
de tipo A, B, o más general C (Cap. XXVIII, nota 
VI, a) en un dominio simplemente conexo D, con un 
solo punto singular Q(£, y). La novedad impuesta por 
la ulterior aplicación, es que G no será finita con pun- 
to anguloso como en el caso de una variable, sino infi- 
nita, con infinitud logarítmica. Así, pues, damos esta 
definición, paralela a la vista en a) para una variable: 


Función de GREEN G(x,y,£,n) del operador dife- 
rencial Au, con condición de contorno C en el dominio 
D, es una función de cada par de puntos P(x, y), Q(f, y) Fig. 396. 
de D (fig. 396), que cumple estas condiciones: 


12) Para cada (£,n) es función continua de (x,y) en D excepto en 
Q(£,n), y satisface a la condición C en el contorno T. 

22) G y sus derivadas primera y segunda son continuas en D [ex- 
cepto en el punto (£,n)], en cuyo contorno es*: 





[XXVIII-186] G(x, y, n) = er lnr + y(x, y, $m), 


con r distancia entre los puntos P y Q; es decir: restando ese término 
1 : a ve ; 

2 ln” desaparece la singularidad y resulta una función y, con deri- 
n 


vadas continuas en todo punto de D, incluso Q. 


32) En todo punto P Æ Q satisface a la ecuación AG = Q. 

El punto Q(£,n) donde hay una singularidad con infinitud logarít- 
mica, se llama polo de la función de GREEN G(x, y, £, y). 

La demostración de la simetría 


[XXVI11-187] G(x,Yy,¿n) = G$ n x,y) 


es análoga a la dada en d), y el lector puede hacer el cálculo. También es 
análoga a la demostración del teorema paralelo a los teoremas 1 y 2: 


TEOR. 6*, La función emanante de G: 
[EXXVIII-188] u(r, y) = an Gyi n) h(E ndt. dn , 
D 


(h con derivadas continuas en D), satisface a la ecuación de POISSON 
Au = h(x,y) y a la condición de contorno C, 


Recíprocamente, la única función que satisface a las condiciones 
Au = h(x,y) y C, es precisamente [XXVIII-188]. 

Omitimos el cálculo, que puede verse en COURANT-HILBERT (citado 
en Cap. XVI, nota IV, 4), vol. 1, págs. 316-7; pero subrayemos la equi- 
valencia entre la expresión [XXVIII-188] y la ecuación de POISSON 
Au=h(x,y) con la condición C, problema que queda resuelto unívoca- 
mente por la fórmula [XXVIII-188]. 





* Lo análogo al salto de G,(:x,) en x = $, o sea, 
lim[G.(¿ + 8,8) —G.(£—8,8)] = 1/r(8), 
es aquí la integral de G,, que debe ser en un entorno circular de Q de radio > 0: 
lim fo. ds = 1/r($,n) (en nuestro caso 1). 


Para In r ca 
ds 
a 


lveygo enla aefinirion eoinecide ean la deri nyriln, pues el gaha integral vnle 1. 


SL g 


` 
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h:) Función de GREEN para el círculo. — La dificultad se presenta 
al plantear el problema de existencia de la función de GREEN, que en el 
caso de una variable era sencillísima cuando se conocía la integral gene- 
ral, y ahora presenta un aspecto diverso para cada forma de recinto *, 

Para el círculo, si Q' es el simétrico de Q (es decir, inverso, fig. 397) 
y son r, r' las distancias a ellos desde P(x,y), la función de GREEN es: 


> A o a 
[XXVIII-189] —G(x, ym = Sn In AN In VE +n 
En efecto, si P está en la circunferencia, es r/7’ constante; y lla- 
mando d= OQ, esa constante, pa- 
ra todo punto de la circunferencia, 
vale: 


1—d 
2 = d = VE +n? š 
=p 1 
luego en la circunferencia es 
G=0. Por otra parte, la función 


de x, y: Inr=ln V(æ—¿)} + 
+ (y —n)”, satisface a Au=0, 
así como también, Inr' en todo 
punto PQ; luego es, AG=0 
Fig. 397. en todo el plano, excepto en el 
punto Q. 





z ka i 1 i 
Finalmente, el término singular e lnr es el impuesto en la de- 


finieión; luego [XXVIII-189], es la función de GREEN para el círculo, 
con valor nulo en la circunferencia, 

ha) Reducción a ecuación integral del problema de STURM-LIOUVILLE 
y desarrollos en serie. — El mismo cálculo hecho en e), transforma el 
problema lineal homogéneo: 


[XXVI11-190] Av + delx,y)v = 0, (v=0en T) 


en la equivalente ecuación integral homogénea: 


[XXVIT-191] v(x,y) + $ eds, y, nel n) vC n)di. dn = 0, 


cuyo núcleo se hace simétrico multiplicando por Vel(x,y); y aplicando 
el método de las ecuaciones integrales (Apénd. I1-4), resulta la existencia 
de autovalores 2, y autofunciones de [XXVIII-191], que también lo son 
de [XXVITI-190]. 

El mismo método esbozado en g, para el caso de una variable, con- 
duce a este importante teorema: 


TEOR. 7. Toda solución u(x, y) de [XXVITI-190], con derivadas pri- 
meras y segundas, que cumple la condición C de contorno, es desarrolla- 
ble en serie uniformemente convergente de autofunciones: 


[XXVII-192] crun (x, y) donde Cr =f fet, y)w(x,yYy)Vva (x, y)dx . dy. 


COROLARIO. Las autofunciones Vov, forman un sistema ortogonal 
denso ($ 97-3) y, por tanto, completo ($ 97-7). 





* En Cap. XXIX, nota VI, cı, puele verse que el problema de la determinación de 
In función de GkereN [XXVIT-186]| de Au pura un recinto simplemente eanexo, con valor 
nulo en el contorno, es equivalente al de da representución conforme de eo reeluto en 


un efreulo, 
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hı) Solución del problema no homogéneo para el círculo. 


Tipo 1. — La solución dada por Poisson a la ecuación de D'ALEM- 
BERT para el círculo, puede expresarse por serie o integral, en la forma 
siguiente: dados los valores de contorno sobre la circunferencia de radio 
1, mediante una función g(0) de cuadrado integrable, que sea desarro- 
llable en serie convergente de FOURIER: 


[XXVI11-198] e(6) = ra + Ya,cosnó + b, sen 10 


(por tanto, a, —>0, b,-—>0) la solución de Au = 0, con los valores de 
contorno g (0), viene expresada así: 


[XXVI11-194] u(r,0) = 5 + Y (a, cos n6 + b, sen n0)r". 


En efecto, para r=1, resulta u(1, 0) = g (0); y para r< 1 la serie es 
absoluta y uniformemente convergente, así como todas sus series derivadas 
en r y 0, por tener como mayorante la serie geométrica Nr" o sus deri- 
vadas. Por tanto, es legítima la derivación término a término ($ 85-2). 
Ahora bien, cada término es armónico, como componente de una potencia 
compleja z”, luego también u, es armónica. De otro modo: se comprueba 
que cada término u, satisface a la ecuación : 


[XX VIII-195] Au = Furr F Ur + Uy= 0, 


pues al derivar, multiplicar y sumar, queda 4, multiplicado por 
n(n—1)4+ n—n*=0; y como es le- 
gítima la derivación término a tér- 
mino respecto de r y de 09, resulta 
Au=0. En virtud del teorema de 
unicidad ya demostrado en nota VI, 
Ax, la solución así construída es la 
única posible. 

Esta solución se puede expresar 
también (fig. 398), por la integral de 
Poisson (Cap. XXIX, nota VI, c:): 





u(r, 0) = 
2r (1 —1?) 
=), T—2rcos(o — 0) F r E0). 
Tipo II. — Si se da sobre el con- 
torno la derivada normal expresada Fi s 
por la serie convergente [XXVIII- ig: 998: 
193], basta formar la serie: 
u(r, 0) = a r+ 5 (0, cos n0 + b, sen n0)r”, 


y por el mismo razonamiento anterior, ésta es la solución única del pro- 
blema: 


Au = 0, u- (1,8) = g(98). 


Nótese la íntima relación entre el problema de tipo I y la integral 
lamada de DIRICHLET: 


D (u) = SS (u> +u )dx.dy , 


en ln quo RIEMANN basó la integración de la ccuación Au = 0: 19) Toda 
fuucióu u que haga mínima D(u) cs armónica, es decir, satisface a 
An O ($ 1135, 4d); 2%) lay funciones armónicas que hacen D(u)= o. 
Ifjemplo: Y (cos 11 0)n", 
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h,) Reducción del problema de DIRICHLET a ecuación integral. — 
ha) Una función armónica bien definida en todo punto interior (x,y), 
es el argumento del radio vector que lo une con el punto o del contorno, 
es decir (fig. 399): 


[XX VIIT-196] 9 — arctg uy. = arctg a , 
$ x 


Esta función de (x,y) contiene 

el parámetro o, y puede escribirse 

5 y (Un) 9 (a, y,0). Su derivada 8, = k (x, y, 0) 
> también es armónica para cada valor 
de c, y asimismo lo es toda combi- 

nación lineal de tales funciones para 

diversos valores de o; y también, por 

tantc, toda combinación lineal conti- 

nua de coeficiente continuo »(o), es 


decir: 
[XXVIII-197] u(x, y) = 
Fig. 399. 27 
af »(o)k(x, y, 0) do = foan. 
0 


Veamos ahora cómo debe elegirse ese coeficiente » (o) para que esta 
función armónica en el interior de T tienda hacia los valores prefijados 
U(o) sobre el contorno, al tender el punto P(x,y) hacia el punto de 
abscisa s en T. 

Ante todo, observemos que la función: 


do 
A do yy 
si es rr =15(0) la ecuación polar de cen- 
tro P, está definida aunque P esté en 
T, con la sola condición o s; y abre- 
viaremos la notación escribiendo K(s, 0); 
pero sería grave error creer que se puede 
pasar al límite en [XXVII1-197], sin 
más que sustituir K(s,o) en vez de 
k (x, y, 0). 
En efecto, trazando por P (fig. 400), 
la paralela a la tangente en el punto s, 
el contorno queda dividido por la cuerda 
AB en dos arcos; en el (s—-0', s +0) 
varía 0 de xa 27 (si se adopta PA co- 
mo origen) y en el otro varía de 0 a 
rt, pero conviene conservar la variable o, 
quedando la integral descompuesta así: 


B 27 
u(x, y) = f. r(o)k(x,y, o) do + f v (o) dð. 





Fig. 400. 


Por la continuidad de »(6), sus Valores en el arco BA difieren arbi- 
trariamente poco del valor »(s), es decir: 


»(o) = »(s) + 5(0), [S(0)| < e, 
luego: 


2r 2r 
f oas = ar(s) + f bod > w. 
T T 

La integral entre s +5 y s—9' de k(x,y,0) tiende hacia la inte- 
gral en ]' de K(s,0), luego la condición de contorno queda expresada 
nor esta ecuación integral de segunda especie: 
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I XXVIII-198] x (s) + le K(s, 0) »(0) de = U(s). 


Obsérvese la ventaja de este método: el cálculo de la función poten- 
cial u(x, y) se reduce al de la función »(0) de una sola variable. Ade- 
nús, sorprende la unificación lograda al reducir a un mismo tipo de 
«cuación problemas tan diversos. 


hs) Interpretación gráfica. — Es interesante el significado geomé- 
trico del núcleo: 
de 1 
k(x, Y, 0) == = ==) 
do Vr +r" 
siendo r=r(0) la ecuación polar de la curva. 
Si es u el ángulo de la tangente en Q (fig. 401) con el radio vector 
PQ, es ($ 34-7): ctgu = r'/r, luego 
senu l 
k(x, y, 5) = > = OÍ 


siendo N la intersección con la normal QN de la recta PN L PQ. 








P 


Fig, 401. Fig. 402. 


Esta expresión vale, aunque P esté en la curva c (abscisa s), para 
todo o Æ 8. 
Si Q —>P se conserva la continuidad; y adoptando P como origen, 
y su tangente como eje w, se tiene: 
sen u ; 
sen y ~ tgp ~ y' ~ Z ; pers a E ~ y". 
x£ r 
Suponiendo, pues, la curvatura finita c(s) en todo punto s, es: 
lim K(s,o0) = ce(s). 
d — 3 
h:a) Problema tridimensional de DIRICHLET. — El método para'redu- 
cir a ecuación integral el problema tridimensional de DIRICHLET es aná- 
logo al explicado en hs. Partiendo de la función armónica: 


1 
ye 


= [(x— $)? + (y —n) + (2—5): 


eu derivada en dirección ncrmal es también armónica; y también, por 
tanto, toda combinación lincal continua: 


u (1) u(r, y, z) =-= Jew ? ( E ) de. 


dn. 


| 


| 
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¿Cómo elegir coeficiente »(P) de modo que u satisfaga a las condi- 
ciones de contorno? Razonamiento análogo al desarrollado, conduce a es- 
tas ecuaciones integrales: 


. Za + f> v (P) £ A dS = + U(P) 


que resuelven estos cuatro a 
+ — Problema interno de DIRICHLET, 
— + s externo de DIRICHLET, 
+ + zj externo de NEUMANN, 
— — i interno de NEUMANN. 


X. Métodos variacionales directos. — 1. MÉTODOS DIRECTOS E INDIREC- 
Tos. — a) Planteamiento funcional. — Los problemas variacionales cons- 
tituyen un capítulo muy especial del Análisis funcional. Una integral 
simple o múltiple, cuyo integrando es función de la función y, o de las 
funciones y: de una o varias variables x, y de sus derivadas, es un nú- 
mero real que depende de los entes y, y se llama funcional: f[y]. El campo 
de variabilidad Y es el espacio formado por las funciones consideradas, 
y éstas son sus puntos o elementos. 


EJEMPLOS: 1. En el problema clásico de la superficie de revolución 
mínima ($ 113-4, ejemplo 2), el espacio Y está formado por todas las 
funciones y =y(x) que cum- 

plen estas condiciones (fig. 

403): y(x) uniforme y conti- 

B nua en (a,b); y (x) continua, 
salvo, quizá, en número finito 

de puntos; y(a)=a, y(b)= f. 


| 

1 

| 2. En el problema de las 
| superficies mínimas de contor- 
| no C definido por una función 
¡B g(P) sobre el circuito plano 
| c (§ 113-5, d), el espacio Y está 
l formado por las funciones de- 
| rivables definidas en el dominio 
l de contorno c, tales que y(P)= 
— l =g(P) para todo punto P 
de c. 

Las propiedades del espa- 
cio funcional Y, que previamen- 
te debe ser estudiado, son decisivas para la resolución de los problemas 
variacionales que generalizan los problemas extremales del Análisis ele- 
mental, en la forma siguiente: determinar en el espacio Y los puntos y 
(es decir, las funciones) en que alcanza valor máximo o mínimo relativo 
la funcional f[yl. 

Las palabras puntos y espacio están justificadas, porque cabe definir 
la proximidad de puntos, la acumulación y los entornos, mediante la dis- 
tancia entre cada dos puntos, es decir, entre cada dos funciones. Una vez 
organizada la teoría de tales espacios funcionales (caso muy especial de 
los espacios abstractos más generales, llamados topológicos), el Cálculo 
de variaciones se desarrolla paralelamente al capítulo del Análisis elemen- 
tal que trata de los extremos (máximo y mínimo absolutos) de una fun- 
ción; y de los máximos y minimos relativos, distinción escencial ($ 70-1) 
que en el Análisis funcional es más delicada y difícil. 

Antes de decir algo sobre esta moderna organización del Cáleulo de 


Tig. 403. 
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variaciones como capítulo del Análisis general, urge subrayar esta distin- 
ción previa: los modernos métodos, tanto existenciales como constructivos, 
se laman directos, porque no se apoyan en las ecuaciones diferenciales 
de EULER, completadas con las condiciones de LEGENDRE, JACOBI, WEIERS- 
TRASS, ete. (§ 113), tal como quedó organizado el viejo cálculo de BER- 
NOULLI-EULER a mediados del siglo XIX y ha sido expuesto en los clá- 
sicos tratados de BOLZA y KNESER y en los más modernos de CARATHÉO- 
DORY, BLIsSs, etc. (ver nota XI, 9). 


b) Sucesiones extremales y principio de DIRICHLET. — Mientras el 
método indirecto euleriano comprende los dos problemas que podemos lla- 
mar estacionario (máximos y mínimos relativos) y extremal (máximos y 
mínimos absolutos, o sea, extremos de la funcional), los métodos directos 
se concretan a atacar este último. Veamos cómo. 


Supongamos, para fijar las ideas, que la integral es f[u] > 0 para 
cierta familia U de funciones, como acontece en los casos más importan- 
tes; el conjunto de números reales f[u] tiene, por tanto, un extremo in- 
ferior l—inff[u] y hay, por tanto, una sucesión extremal de tales va- 
lores, convergente hacia l; es decir, una sucesión de funciones u, tales 
que f[u,] >l. Si ese extremo l es accesible, es decir, si existe una fun- 
ción uo de la familia U, tal que f[u] =l, esa función minimal debe 
satisfacer a la ecuación de EULER; la existencia de mínimo de una inte- 
gral implica, pues, la existencia de solución de una ecuación diferencial 
con las mismas condiciones de contorno. Tal fué el método de RIEMANN 
en un problema especialmente importante, 


En efecto, la relación notable existente entre la integral llamada de 
DIRICHLET y la ecuación llamada de LAPLACE *: 


[XXVIII-199] D[u] = SS (u: + uy) de dy; AU = Use F Uyy = 0, 


es la originada por aparecer ésta como ecuación de EULER (§ 113-5, d) 
del problema D[u] = mínimo absoluto; es decir: si entre todas las fun- 
ciones 4u=u(x,y) que toman valores prefijados en el contorno e de un 
dominio y dan valor finito a la integral D[u], hay una que la hace mí- 
nima, esa función satisface a Au = Q. 


RIEMANN admitió que el extremo inferior 1 de los valores D[u] > 0 
producidos por todas las funciones que hacen D[uw] < % con valores g 
en c es accesible; y esa función tal que D[u] = l es, por tanto, solución 
de Ar =0, con los prefijados valores de contorno. 

Esa falta de rigor (suponer accesible el extremo) fué denunciada por 
WEIERSTRASS; y tal hipótesis, que recibió el impropio nombre de “prin- 
cipio de DIRICHLET”, fué desechada desde entonces y no sin razón (véanse 
ejemplos 3 a 5 en que falla la hipótesis), ideándose diversos métodos ri- 
gurosos, pero complicados, para la construcción de esa solución al pro- 
hlema de contorno; solución que es única, como ya se vió en nota IX. El 
método alternado de SCHWARZ, el de NEUMANN, que le condujo a las 
ecuaciones integrales, el de barrido (balayage) de POINCARÉ, permitieron 
demostrar la existencia de solución para tipos de recintos cada vez más 
complicados; y otros métodos constructivos lograron resolver por aproxi- 
maciones sucesivas el problema que es capital en la Física clásica, Por 
otra parte, su resolución, sea teórica o práctica, lleva consigo la existen- 
cia y construcción de la función de GREEN para cada recinto, que permite 
su representación conforme sobre el círculo; es así como RIEMANN de- 


* Do la Indegral que leva su nombre no se ocupó DiricnLeT. La ecuación lamada 


de LAPLACE mo Ta duda le nales por D'ALemurur; lo que hizo LAPLACE fuí generalizarla 
pura Lros vucirblen, 
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mostraba sobre insegura base su teorema fundamental de las funciones 
analíticas. 

En 1900 rehabilita HILBERT el abandonado “principio de DIRICHLET”, 
convirtiéndole en teorema para algunos casos especiales e iniciando así 
los métodos directos, que abrieron una nueva era en el Cálculo de varia- 
ciones. Los trabajos de RITZ (1909), LEBESGUE (1910), COURANT (desde 
1912), FRIEDRICH (1927), RELLICH (1930), etc., han elaborado todo un 
cuerpo de doctrina que desborda el plan de este libro. En resumen, se 
llaman métodos directos del Cálculo de variaciones a todos los que de- 
muestran la existencia de la función que hace mínima una integral (y a 
veces la construyen) sin apoyarse en la ecuación diferencial de EULER 
que por sí sola no garantiza el paso recíproco, ni en los viejos criterios 
complementarios de LEGENDRE, JACOBI, WEIERSTRASS, etc., gue dieron con- 
diciones excesivas, pero suficientes. 


c) Problemas en que no hay solución. — EJEMPLOS: 3, Si se propone 
encontrar el más corto entre todos los arcos de extremos (0;0), (1;0), 
con derivada infinita en ambos, salta a la vista (fig. 404) que las longi- 
tudes son forzosamente mayores que 1, y tienen el extremo inferior 1, 
que es inaccesible, pues el segmento [0; 1] no pertenece al espacio prefi- 
jado Y, por no cumplir la condición impuesta en los extremos, El pro- 
blema carece, pues, de solución, 





Fig. 404. Fig. 405. 


4. Si se pide la superficie de área mínima entre todas las superficies 
uniformes de contorno dado e (por ejemplo una circunferencia de radio 1) 
y que pasan por un punto cxterior P [en la figura 405 el punto (0; 0; 1)] 
es obvio que se obtienen superficies con área que supera a la encerrada 
por c tan poco como se quiera; pe- 
ro esa área (que en la figura 405 
vale x) es inaccesible. 

5. Superficies uniformes 
u(x, y) de contorno formado por 
las circunferencias: u =0 (radio 
1), =1 (radio 3) que forman con 
el anillo circular (fig. 406) y su- 
perficie cilíndrica x* + y7 = 1/4 un 
cuerpo anular de volumen minimo. 
Evidentemente no hay solución. El 
extremo inferior inaccesible de los 
volúmenes os 0, 

Estos ejemplos y mmehps mås 
a los que conceden excesiva impor- 
Fig. 406. tancia los tratadistas modernos, na 





| 


| 
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son nada sorprendentes, ni enseñan nada nuevo sobre el sencillísimo pro- 
blema de la caja de área dada S y volumen mínimo x.y.z; pues el vo- 
lumen 0 es inaccesible, ya que las soluciones xy = 5/2, z = 0; xz = S/2, 
y = 0 no responden al problema, porque esas figuras no son cajas. 

Los tres ejemplos 3, 4 y 5 son paralelos a este problema de una va- 
riable: u=x(1—xw) en (0;1), que no tiene mínimo, pues el extremo 0 
es inaccesible, 


d) Problemas en que hay solución, pero algunas sucesiones extrema- 
les no convergen. — EJEMPLO 6. Función con derivadas primeras conti- 
nuas en un círculo, nula en la circunferencia y que hace mínima a la 
integral de DIRICHLET: 


[XX VIII-200] p= i f dad 


= $ fur + Jy ug Jrdrdð , 


cuyo extremo inferior es 0, 


Construyamos esta sucesión de funciones 
(fig. 407): 





| a para r>a; 
1 r ] 

| u= ln- para <r<a<l; 
Ina a 
u z= 1 ina — 1 para r < aè 
T Aina 2 pari $ ; 
D[w] = af E i 

€O Mmaa è Ina 


He aquí, pues, una sucesión extremal «, 
que para a — 0 tiene como límite la función 
discontinua u(x,y)=0, u(0,0)=1, mientras 
la solución es la función continua u(x,y)=0 ] 0a a 1 
en todo el círculo, 

Nótese que este ejemplo responde a la 
misma idea que la función u=x(1— x) en 
(0;1), pues siendo el mínimo u= 0 accesible para = 0, no lo es para 
« > 1, a pesar de ser minimal esta sucesión, 





Fig. 407. 


2. Principio de DIRICHLET y problemas de contorno, — a) Relación 
entre la integral de DIRICHLET y la ecuación de LAPLACE. — En nota 
IX, h., hemos construído, según PoIsson, la función u = u(»r,0) que sa- 
tisface a la ecuación Au = 0 en el interior de un círculo y toma en el 
contorno valores prefijados por una función gy = g(9) de cuadvado inte- 
grable, con la sola condición de ser desarrollable en serie de FOURIER: 


[XXVIIT-201] g(2) = la. + Y (a, cos n8 + b, senno). 


Cabe, pues, que tenga discontinuidades de primera especie; pero ni 
la restricción de admitir sólo esta clase de discontinuidades, ni la más 
fuerte de la continuidad, bastan para que g:(6) admita tal desarrollo 
($8 98-3). Sin embargo, mediante la moderna sumación de series divel- 
pentes (Cap. V, nota I), es claro que no hace falta la convergencia ordi- 
naria: basta la de Cesàro (§ 98-5) y, por tauto, entran todas las funcio- 
nes couliunas de contorno y aún basta la sumación mås amplin de ARNEL, 
donde no se precisa ln iponkdad [XXVII 201] (obtenidu de m relnción 


| 
l 
! 
l 
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de más abajo [XXVIII-202] para r= 1), sino solamente lim u(r, 0)= 
=g(0) para ro 1, 

Admitida la convergencia de [XXVIII-201], como a, —>0, b,—>0, 
converge absoluta y uniformemente en todo círculo de radio r < 1 la se- 
rie potencial: 


[XXVIIT-202] u(r,ó) = 3 + Y (a, cosnó + b, sen n9)»", 


que es función armónica para todo r< 1, por serlo todos sus términos, 
coincide con g(0) para r= 1 y es, por tanto, la solución buscada. 

Volviendo al punto de vista de RIEMANN encontramos que esta solu- 
ción de nada nos sirve para el problema de mínimo de D[u], porque cabe 
que todas las funciones u(r, 6) con los mismos valores de contorno g(0), 
Or divergente la integral y entonces carece de sentido el problema ex- 
tremal. 


Supongamos, por ejemplo, que estos valores vengan dados así: 


1 1 
[XXVIIT-203] g(0) = cos(110) + ICA + A + 
serie, absoluta y uniformemente convergente, que define una función con- 
tinua pero no derivable [pues es la parte real (cfr. $ 114-3) de la serie 
z + (221/22) 4 (231/32) +...+(281/1n2) +..., que tiene la circunferencia 
unidad como frontera natural, cfr. $ 115-12]. La correspondiente serie de 
potencias de r define una función continua u(r,0), que es armónica en 
el interior y coincide con g(0) para r=1, pero D[u] es infinita y el 
problema de mínimo carece de sentido. 

Cambiemos, pues, de planteamiento, de uno u otro de estos modos: 


A) Imponiendo a g(0) condiciones más restrictivas (derivadas con- 
tinuas primeras y segundas). O mejor: 


B) Considerando solamente la familia de funciones g(r, 0) definidas 
en todo el círculo, que hacen finita D[u]; y adoptando exclusivamente los 
valores de contorno g(1,0) para la ecuación Au = Q. 

; De ambos modos queda excluída la función [XXVIII-203] y sus aná- 
ogas. 

Antes de estudiar ambos tipos de restricciones, calculenros D[u] cuan- 
do u es armónica, resultando una expresión notable por su sencillez, 

Por' la uniformidad de la convergencia absoluta de la serie 
[XXVIIT-202] en cada círculo de radio r< 1, y la de sus series deriva- 
das, son legítimas las operaciones siguientes; 


ur = En (dancos ne + bn sen ng) r> 
ug = En (—an sen no + bn cos ne )r” 





Ur? = In? (An? cos: ng + bn? sen! no) yor-2 4 


Ug’? = 3N(an sen? no + br co? no)r™ 4... , 
significando los puntos suspensivos que siguen términos productos de se- 
nos y cosenos distintos, llamados a desaparecer al integrar en (0, 2x) res- 
pecto de 6. Para r< 1 estas series convergen absoluta y uniformemente 
y es legítima la integración siguiente en D[u], dada por [XXVIII-200] 
en coordenadas polares 


2 
[XXVIII-204] $, i (u + Le ug? |do = 25n (a p bë), 
0 


(M=1,:2, 400 )4 


Nótese que no es legítimo hacer r=1, pues sin nueva restricción a 
g(0) puede resultar serie divergente. Por csta misma causa, al enlenbar 
D[u], multiplicando por + dr, e integrando en (0; 1), la expresión: 
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1 
[XXVIII-205] D[u] = nEn (dn? + b)” ; = nEn (A + b°) 


puede ser infinita. Tal sucede en el ejemplo [XXVIII-203] antes citado, 
cuyos coeficientes son: a, =1/m* para n=m!; a,=0 para nm!; 
b,=0 para todo n; dando D[u] —1X(m!/m*)= œ. 


b) Demostración del principio de DIRICHLET para el círculo. — b,) 
Restricción de tipo A. — Entre todas las funciones que toman en la cir- 
cunferencia valores prefijados u(1,0)=g(0) y hacen D[u] < %, ¿hay 
alguna que haga mínima esta integral? 

Podemos contestar afirmativamente y construir la solución si impo- 
nemos a g(0) estas condiciones: 

a) Es desarrollable en serie de FOURIER [XX VII1-201]|: 

B) Tiene derivadas continuas g'(0), g”“(0). 

Estas condiciones implican (§ 98-1) la acotación de las sucesiones 
N'an, Nba. Consideremos la familia de todas las funciones definidas en 
el círculo por series: 


[XXVIIT-206] u(r,0) = a(r) + > (a,(r)cos n0 + fB,(r)sen n0), 
con coeficientes funciones de r tales que a.(1)= a,, Br(1)=b,. Es: 


ur = ¿0% + X(o,' cos n0 + Ba sen nb); 

Uy = Sn (—a, sen n6 + Ba cos ne) ; 

U = 1a + D(a” cos? no p B? sen? ne) + ...; 
u 0 = Sn? (an? sen? no + Brè cos? ne) + ...; 


donde los puntos suspensivos indican los términos que desaparecerán al 
integrar [XXVIII-200] entre 0 y 2x, por ser productos de senos y cosenos 
de múltiplos de 6, resultando: 


27 
[XX VIIT-207] f ES + + ug” Jas = bnw + a (ar? +8?) + 
0 


+ Lamas BA. 


Necesario y suficiente para que sea mínima la integral de esta suma 
es que Sean mínimas, para cada n—1,2,3,... las integrales: 


1 1 2 
[XXVIII-208] f ayer dr, f (a E Mo) dr, 
0 0 


1 há n? i 
1 (B. + pe rdr j 


pues si para un n se lograra otra ans ó Bn con integral menor, resultaría 
menor la integral D de la función así modificada, 

La primera exige que sea œ’ = 0, por consiguiente œ= constante; 
la segunda (y análogamente la tercera) se puede escribir así: 


1 2 1 
[XX VII1-209] f ( a — aa ) rdr + 2n f Onan dr, 
0 0 


donde esta segunda integral vale na,*(1) — nan” (0) = na,?; pues por la 
condición de contorno es a,(1)= a,, y debe ser an(0)=0, pues de lo 
contrario sería divergente la integral a causa del denominador r. 

En definitiva, la doble condición D[u] = mínimo, u(1,0)= g(0), se 
traduce en éstas: an =(n/1) an, de donde 1n an = In 7* + Inc, On = cr", y 
como debe ser an(1)= an, resulta: 


an (r) = am” y unálogamento fB (r) = ba , 
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y el mínimo de D[u] que es nYn(a,* + b,*), lo da la serie de Poisson 
[XX VI11-202]. Como la condición de EULER para el mínimo de D[u] es 
Au=0, y ahora resulta el recíproco, queda demostrada la equivalencia 
entre los dos problemas; 


Mínimo de D[u] con la condición de contorno u(1,09)=g(0); 
Ecuación Au=0 con la condición de contorno u(1,0)=g(09). 


b.) Restricción de tipo B. — Que la solución de ecuación de LAPLACE 
entre las funciones que cumplen este tipo de restricción hace mínima la 
integral de DIRICHLET, queda demostrado con este sencillo teorema: 


TEOR. 1. Si g(r,0) está definida en el círculo r < 1, siendo D[e] < 
<ow, y es u(r,60) la solución de AU=0 que toma en c los valores 
g(1,0), se verifica: D[u] < D[g]. Si es g Æ u, es Dlg] > D[u!]. 

Para evitar dificultades en el maneio de las series, consideremos en 
[XXVIII-202] las sumas finitas u, (r,8) de » sumandos y llamemos: 


v, (7,0) = g(r,0) — u, (r,0); 
para r=1 los » primeros c. F, de g(1,0) son los mismos de u, (1, 6), 
luego son nulos los de v,(1,0), es decir, esta función es ortogonal a 
estas 2» + 1 funciones: 
[XX VIII-210] 1, cosó, senó, ..., CcosvO, senvó, 
Llamando 


D(u,,v,) = Pf 10,0.) +(0,):(v,),]de dy j 


como u, es regular en todo el plano, es legítima la integración por par- 
tes sobre el círculo de dicha integral ($ 88-6, nota 3): 


D(u,, v,)= ij: (u, ).v, dy — f (u,),v, Jr 


-ffI (uy). v, +(u, BA dx dy. 


Pero esta integral doble es nula, por ser Au, =0; y la simple es 
du, 
f Voay” dd = 0 , 

pues la derivada normal, o sea (u,), para »=1, es combinación lineal 
de las funciones [XXVII1-210] y, por tanto, ortogonal a v,. En defini- 
tiva: D(u,, v,)=0 y, por tanto D[g] = D[u, + v,]=D[u,]+ Dlv,]. 

De aquí resulta: D[u, ] =xNn(a, + bd.) < D[lg], (n=1,2,...,»). 
Para r —> œ se obtiene D[u] =xNn(a,* + b?) < Dlg], (n=1,2,...). 


Si también fuese solución minimal g =u +v, al ser el valor de la 
integral de DIRICHLET para u + tv (t número real): 


Diu + tv] = Diu] + 2tD(u, v) + tD[v], 
éste habría de ser mínimo para t=0 y para t=1 simultáneamente, de 
donde debe ser D(u,v)=0 y D[v] = 0, deduciéndose de la úllima igunl- 
dad v=0. 
La función armónica u hace, por tanto, la integral de DirichirT 


menor que cualquier otra función con los mismos valores de coutormno si 
éstes cumplen la restricción R. 
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c) Correlución entre problemas variacionales y de contorno. — La 
relación estudiada entre la ecuación de LAPLACE y la integral D[u] es 
un caso muy particular de otra relación general entre toda ecuación elip- 
ticu y una integral doble de la que aquélla es la ecuación de EULER 
($ 1183-5, d). 

Consideremos en lugar de la D[u] esta integral muy general: 


[XXVIII-211] E[u] a [r (U 4 u) p 2auu, + 2buu, + qué] dx dy ; 


(r>0,q>0) 


de coeficientes a, b, q derivables dos veces y ~ tres veces. 
La ecuación de EULER correspondiente ($ 113-5, d) es L[u]=0, 
donde 


[XXVII1-212] LỌ] = (Pe) + Ou), — que, (q* =q — a: — b,), 


es del tipo STURM-LIOUVILLE ya estudiado en nota VI. 

El doble problema resuelto para el caso r= 1, a =b =q = 0, sobre 
el círculo, queda así generalizado al ampliar la familia de integrales y 
ecuaciones; pero la nueva dificultad no reside ahí, sino en la forma ge- 
neral del dominio D, cuyo contorno 
puede ser muy complicado. Aunque 
figuras como la adjunta (fig. 408) no An UY 
se presentan en la Física, son fre- ann n s n 2 
cuentes los recintos múltiplemente co- S 2 


nexos con puntos o líneas singulares S 
y conviene abordar el tipo general 

de dominio acotado con la sola res- 

tricción siguiente: sobre cada recta 

de un cierto haz paralelo interseca un ===> 
número finito de segmentos. Supri- S 
mase en la figura 408 el punto espiri- WN, 
forme, o supóngase finito el número 

de sus espiras, y el bizarro dominio 

triplemente conexo con infinitos ta- 


jos y sin tangentes determinadas, en- ana 3 D g 
tra bajo el alcance de nuestro método, sS Fa 


Problema variacional: Entre to- y 
das las funciones que hacen D[u] < 

< 2% en el dominio D, encontrar una 

que coincida en c con g(x,y) y haga Fig. 405. 
mínima la integral E[u]. 


Problema de contorno: Encontrar u que satisfaga a la ecuación 


L[u] =f dentro de D, y en el contorno c coincida con g(x,y). 
Para abordarlos necesitamos manejar estas integrales sobre D: 


D(u, v) = f frev + 4,v,)dxdy , 
DOE E Dial $ frías + u7)d dy; 


E(u,v) = D(u,v) + f f ta(uo). + b (uo), + quoau dy , 
E[u] = E(u u). 


Estas expresiones definen dos tipos de distancia entre las funciones 
definidas sobre el dominio D, con la comdición Df] + %. (La teoria ge- 


388 XXVIII. EC. EN DERIV, PARCIALES C. DE VARIACIONES C. XXVIII-X 


neral de la métrica cuadrática en el espacio de HILBERT puede estudiarse 
en la obra de STONE citada en el capítulo XXV, nota IV-8). 


Como la familia de funciones consideradas está definida por la fini- 
tud D[u] < œ, y el problema de mínimo se refiere a E[u], conviene 
estudiar el término en que difieren ambas integrales, o sea: 


[XXVIII-213] Jf [a (u°) + b(t), + qulda dy = 


= $ fu—a—oyuaray = f faw às ay f 


como resulta integrando por partes ($ 88-6, nota 3), pues au? + bẹ? = 0 
en c, si suponemos u = 0 en el contorno. Este integrando es positivo si 
imponemos la condición a, < 0, b,< 0, la cual se verifica, desde luego, 
si a y b son constantes, y aun en el caso interesante a(y), b(xw). Por 
tanto: 


Cc.) Si en D se conserva a, <0, d,<0 y en c es u=0, entonces es: 
[XXVITI-214] E[u] = Dig + (q*,u4%) > D[lu] , 
y el signo = se presenta solamente sí aa=b,=q=0 en D, o bien 
siesu—0 en D, En [XXVIII-214] se representa por (q*,u*) el último 
miembro de [XX VIII-213] (cfr. $ 96-3). 

c&) Resulta, además, para toda u que haga D[u] < œ: 
[XXVIII-215] E[u] > 0 (solamente signo = si u=0 en D). 

Cs) Como corolario resulta la unicidad del problema de contorno, es 


decir: Si L[u] =f, L[u:] =f dentro de D, u.=U:».=0 en c, entonces 
se verifica en D: w = w. 


En b:) hemos apoyado esta unicidad en una propiedad especial de 
las funciones armónicas y ahora resultará como caso particular, puesto 
que L[u] =0, u = 0 en c, implica u= 0 en D 


d) Fórmula generalizada de GREEN. — Para eludir el inconveniente 
de la complejidad del contorno que puede no ser rectificable, y ni siquiera 
curva de JORDAN, conviene deducir una fórmula que presta servicios aná- 
logos a las de GREEN, pero sin integral curvilínea. 


Si es v=0 en c, se verifica: 


[XXVII1-216] f f daa f $. barena id 
D 


Más general, siendo v = 0 en c: 


[XXVIII-217] ff otto. + (14,) y + (4% + by —q)u]dx dy = 


= — If Y (UVa + uyv) dæ dy — ff tacuo. + b(uv), + quu] dx dy. 


DEMOSTRACIÓN: Pasando todos los términos al primer miembro, apa- 
rece el integrando (vrU:)» + (vruy), + (auv). +(buv) ,, pero al efectuar 
la integración en x resulta vru,, que es nulo en ambos extremos; y aná- 
logamente sucede en los otros, luego la integral doble es nula. 


Cuando se desarrolla la teoría completa es útil abreviar la escritura, 
escribiendo simbólicamente la fórmula [XXVIII-217] así: 


[XXVITT-217*] (Liu], v) = —Eluv) sies v=0 enc, 
y en particular, para r=1, a=b=q=0: 
[XXVITI-216'] (Au,v) = —D(u,v) sies v=0 enc. 
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e) Generalización del principio de DIRICHLET. — Que toda función u 
extremal de la integral E[u] satisface a la ecuación L[u] = 0, ya ha 
sido visto, por ser ésta la ecuación de EULER ($ 113-5, d). Ahora vere- 
mos el recíproco, generalizando el teorema 1 de HILBERT, y abordaremos 
el caso más general de ecuación L[u] = f con su correspondiente inte- 
gral que comprende a la E cuando sea f=0. 

Si u es una solución del problema de contorno L[u] =f, u=0 en 
c y u+v otra solución cualquiera, con la misma condición de contorno, 
es decir, v=0, L[v] =0, la fórmula [XXVII1-217'] expresa: 

(f, v) = — E(u, v), (u=wvw=0 en c). 

Para comparar los valores que ambas funciones dan a la integral 

E[u] desarrollaremos: 


[XX VII1-218] Elto] = Eiu] + Elv] + 
+ 2 f f Crusoe + uo) + aluo), + b (uv), + quvldedy , 


integrando por partes la última integral ($ 88-6, nota 3) se anulan en 
los extremos los términos que contienen el factor u o bien v y queda este 
integrando: 


—2[ (14,5) 2 + (14,), + 44 + byu —qu]v = — 2L[u]v = — 2fv , 
luego recordando [XXVIII-215], resulta: 


Efu +v] = Efu] + Elv] — 2(f,v) > Elul — 2(f,v), 
o sea 
E[u+v] + 2(f,44v) > Efu] + 2(f, u). 
Resulta asi este teorema que generaliza amplísimamente el teorema 1, 


por la naturaleza del recinto y la forma general de la ecuación y de la 
integral: 


TEOR. 2. Si se conserva a, <0, d,<0 en D y si gl(x,y) está de- 
finido en D, siendo D[gl < %, y es u=u(lx,y) la solución de L[u] =f 
que toma en c los mismos valores que g, entonces es Elu] + 2(f,u) < 


< Elgl + 2(f, 8). 
En particular, para f=0 en D: 


COROLARIO, Si L[u] =0 y es u=g en c, se verifica E[u] < E[gl. 
En el caso Au = 0 resulta el teorema 1 para todo recinto D, es decir, 
queda generalizado el principio de DIRICHLET, convertido en teorema, 


3. Método variacional directo y autoproblemas. — a) Ecuación va- 
riacional de EULER para funciones ligadas. — Refiriéndonos a dos varia- 
bles, pero con validez para más, deduzcamos la ecuación a que debe sa- 
tisfacer u = u(x, y) para hacer mínima: 


Ilu] = dl f(x, y, u, p, q)dx dy, con ligadura 
[XXVII1-219] 2 


J[u] = Sf p (x, y, u, p, q)dx dy = const., 
D 


donde p=U,, Q =Uy. 


Elegidas v=—v(x%,Yy), w=w(x,y) nulas en c, hagamos variar u 
poniendo u + rv + tw (r,t números reales) y para que sea mínima 
I(r,t) con ligadura J(r,t)= const. para r =t = 0, es necesaria, según 
el método de LAGRANGE (§ 70-8), la anulación de la diferencial I — àJ, 
es decir, de las derivadas parciales 1, —AJ, =0, Tl,—2AJ,=0, para 
ro... 0 (empleando el parámetro —2 en lugar de A, por conveniencia 
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posterior). Desarrollada ésta, pues el cálculo es el mismo para las otras, 
tenemos: 


b 
[XXVIII-220] Í Jl Hii ieo ea 
D 


Integraudo por partes (§ 88-6, nota 3) los términos en W, Wy, se 
tiene 


( (E — hp) w dy — f dd f [0D (E 1:04) de iy: 
c c 


a! 


= f f wD,(£, —»Mp,) de dy , 
y JD 


pero las integrales curvilíneas som nulas, por anularse w en c, y la ecua- 
ción [XXVII-220] se reduce a ésta: 


~% 


/ f EE — hpa) — D: (£ — hpr) — Ds (fe — Mpi) Jde dy SÓ 


que debe verificarse en todo dominio parcial en D, debiendo ser, por tanto, 
nulo su integrando; es decir, puesto que w no es idénticamente nula: 


[XX VII1-221] (f == D.f, == Dfa) ==> A (pu == D.qp» [> Dip.) — 0 . 


El cálculo análogo para la v daría el mismo resultado. He aquí una 
novedad notable, pues por resultar dos ecuaciones equivalentes, no queda 
determinado ).; pero tampoco puede ser arbitrario, pues u está sujeta 
además a la condición de contorno u=0 en e; hay solamente ciertos 
autovalores ?, compatibles con esa condición, como ahora veremos en el 
caso más importante, 


b) Integral de DIRICHLET con ligadura y autoproblema correlativo. — 
Para la integral de DIRICHLET: 


[XX VII1-222] D[u] = f f (us + 11,7) de dy 


con ligadura 1 fae dedy = 1 , 


Ja ecuación de EULER [XXVIII-221] necesaria, aunque no suficiente, en 
este caso sencillo se reduce a ésta: 


[XXVIII-223] Urs + Uy + hu = 0. 


Ya hemos dicho que el parámetro ¿2 sólo puede tomar ciertos autova- 
lores àn, pero ahora surge su significado variacional, pues el valor de la 
integral, transformada por partes ($ 88-6, nota 3) y teniendo en cuenta 
la condición de contorno u = 0 en c, es: 


Df[x] = f | (u + uy") du dy = S f ua dx dy + f] Uyty dx dy = 


=*= $ fut, -+ upy) dx dy = af feaz dy =à , 


que demuestra: los autovalores %n son los valores extremales de la inte- 
gral D[ul; todos son positivos y el primero %. es el mínimo absoluto, 


Así vislunibramos el amplio campo de conexiones existente entre los 
avtoproblemas y el método variacional. 


e) Método directo de RITZ. — Paura satisfucer la triple condición: 
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D[u] = di) (u + uu) de dy mínima, 


Jiu] = f fa dy = 


L condición de contorno: u = 0 en c, 
RITZ parte de una sucesión fundamental de funciones p = p, (x, y) nulas 
en c y tales que toda función continua y diferenciable u = u(x, y), sea 
aproximable indefinidamente por combinaciones lineales Y k.,p,(w, y). 
Si tratamos de satisiacer la triple condición [XXVIII-224] con com- 
binaciones lineales de este tipo, por ejemplo, hkip.(x,y)+ kop:(x, y) + 
+ kaps(x, y) los coeficientes deben cumplir estas dos condiciones: 


I [ (epi + KePor F RaPes)? + (KiPiy + kP:y + kpa) ldx dy minima, 
f f (kapı + k:p: + kpa)” dæ dy = 1 


He aquí dos formas cuadráticas de coeficientes conocidos: 
F (kı, ks, ks) que debe hacerse mínima para valores ligados por otra for- 
ma ọ(kı key ka) = 1 

Este problema de álgebra se resuelve por el método de LAGRANGE 
($ 70-8), igualando a cero las tres derivadas de F — 19 que son lineales, 
y estas tres ecuaciones lineales, conjuntamente con la p=1 determinan 
kı, Ka, ka y À. 

La función así obtenida cumple las tres condiciones [XXVIII-224]; 
pero el valor que da a D[u] es mínimo respecto de los que dan esa inte- 
gral las funciones de la misma familia, lo que no excluye que otras fun- 
ciones v hagan a esta integral menor que ese mínimo. 

Hagamos aplicación del método al importante problema del recinto 
elíptico, para los autovalores de 
la ecuación Au + u = 0, cuya im- 
portaucia en la teoría de los mo- 
vimientos vibratorios pudo apre- 
ciarse cumplidamente (nota VIII). 


[XXVIII-224] 


d) Autovalores de la ecuación 
Au + hu = 0 para el recinto elip- 
tico. — La función más sencilla 
que se anula en la elipse c (fig. 
409) : 





es: 


Tig. 409. 


u = k (ay: + ba — abr), 


y la segunda condición [XXVIII-224], abreviando la notación de las in- 
tegrales dobles sobre el recinto elíptico, expresa: 


asf y + zat | xy? + bt fat — 2a'b* fu — aba l y x + 
+ aibiiab = 1/L* 
y calculadas estas integrales ($ 82-4; $ 51-4, c; [53-10]): 


1 ala 1 : ' Io; 
i Y = g“ aba; S ay = 54” a; fe = y abr; 


1 yt = i aba; f wS ; Abro; 


resulla b” 3/ (Grub), 
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El valor que esta función u, = u (x,y) da a la integral es: 


[XXV111-225]  D[w] = 4% f dx? + ay? = nkab? (at b?) = 
= 3(a* + b%) / (a7b5) , 


que es una primera aproximación A, por exceso, al autovalor À. 
Para mejorarla, adoptemos este polinomio con tres coeficientes ki, Ka, 
ks indeterminados, nulo en c: 


u: = (ay? + bx? — ab") (kwy? + kib? — kab’), 


y la integral D[u.] es una forma cuadrática en kı, kə k» variables liga- 
das por otra ecuación cuadrática, que están determinadas por un sistema 
lineal, obteniéndose así una mayor aproximación à: respecto de à. 

? 


EJEMPLO 7. Efectuando el cálculo para el caso a =2, b= 1, y ob- 
tenidas las integrales 


fi=2 > far = 2 : (y = yn ; 


. 2 8 
6 5 s 03,2 
E = -gg T , fe — 281 ; fev == 
3 1 7 
Aids aane z . SS a aa . B ia a . 
fay = "20 TO; $ a = 36 To, fu = 64 To; 


resulta que se ha de hacer mínima la forma cuadrática 


purses (555 kai A kE + 640 kè + “gr hiba — 
= a kaka — SaL kaka ) 
con la condición 
Sul = x( se LEF de W Pe EE e kike — 
= 1E ke a Iska ) Sih 


El método de LAGRANGE ($ 70-8) da las condiciones: 


(250,66 — 12,81) la, + (26.66 — 4,272) k: + 
+ (—213,33 + 42,66 2) ka = 0, 
! (26,66 — 4,27 h) kı + (122,66 — 12.8 }) k: + 
[XX V111-226] Y (—213,33 + 42,661) ks = 0, 


(—213,33 + 42,662), + (—213,33 + 42,662) k: + 
+ (1280 — 341,32 à) ka = 0, 


compatibles, con solución no nula, si A verifica la ecuación: 
0,019 2? — 0,8481* 4 9,4641 — 23,811 = 0, 


cuya raíz mínima es ìs < 83,57, mientras que la anterior aproximación 
cra 1¿= 3,75, obtenida haciendo a = 2, b— 1 en [XXVIl1-225]. Tierra 
ha demostrado en Mathematische Atnalen (1933), que X superna n RWAN, 
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luego ya tenemos dos cifras exactas 3; 5. La función u. correspondiente 

D[uz] = ìà: se obtiene para kı = 0,01005, ka= 0,02963, k= 0,03925, so- 
lución del sistema lineal homogéneo [XXVIII-226] con la condición 
J[uz] = 1. 


4. Método variacional constructivo de HILBERT. — a) Compacidad 
y continuidad inferior. — Para captar la idea esencial del método cons- 
tructivo, fijémonos, por ejemplo, en el clásico problema de las geodésicas 
de una superficie S. Dados en ella dos puntos A, B, consideremos el con- 
junto de todos los arcos rectificables sobre S de extremos A, B. Puesto 
que su longitud l, tiene como cota inferior la distancia AB, existe un 
número l= inf l,, y por tanto, una sucesión parcial convergente l> l; 
sean Yn los correspondientes arcos de extremos A, B que tienen las lon- 
gitudes l. 

¿Cómo determinar un arco y cuya longitud sea precisamente l? Se 
trata, en suma, de probar que en el espacio de los arcos rectificables 
sobre S, el extremo inferior l es accesible. Bien sabemos que tal sucede 
para las funciones de variable real (Cap. XV, nota II), cuando se cum- 
plen dos condiciones: 1%) El espacio o campo de variabilidad es compacto, 
es decir, se verifica el teorema de BOLZANO sobre la existencia de puntos 
de acumulación (Cap. XVIII, nota II, b); y ese punto de acumulación 
pertenece al campo, lo que se expresa diciendo que éste es compacto en si *. 
22) La función f[y] es continua inferiormente (Cap. VI. nota V), es 
decir, para cada e hay un entorno de y tal que en él es f[y] > f[y] — e. 

Para evitar el postulado de libre elección ($ 94-7), es preferible de- 
finir la compacidad de Y así: en toda sucesión de Y hay una sucesión 
parcial convergente; cuando el límite pertenece a Y este espacio se dice 
compacto en sí, Si los “puntos” o elementos de Y son funciones y la con- 
vergencia anterior de sus sucesiones es la uniforme ($ 43-3, $ 65-2), la 
familia Y se llama uniformemente compacta. 

La compacidad del espacio de los arcos de longitud acotada superior 
o inferiormente, resultará como corolario de un teorema muy general que 
después demostraremos (ver e, 3), y bueno es observar que, sin esa res- 
tricción de la acotación superior e inferior, pueden no existir elementos 
de acumulación. Así, por ejemplo, no hay curva de acumulación de la 
sucesión de circunferencias concéntricas de radios 1, 1/2, 1/3, ..., y 
tampoco la hay para la sucesión de curvas y = sen nx en (0,1). Las fa- 
milias compactas de funciones suelen llamarse también normales según 
MONTEL, y bien se comprende su importancia, pues para ellas valen los 
teoremas fundamentales de las funciones de E. 

En cuanto a la continuidad inferior, no constituye una caprichosa 
generalización de la continuidad, sino una necesidad, pues precisamente 
la longitud 1[y] de las curvas rectificables nos ofrece un ejemplo notable 
de función continua inferiormente, pero no superiormente (Cap. XV, no- 
ta 11). En efecto, refiriéndonos, para abreyiar, a curvas planas, sea AB 
un arco rectificable definido en (0; 1) por una función y=y(x); nada 
más fácil que construir arcos tan próximos a él como se quiera, con longi- 
tud arbitrariamente grande. En efecto, la función y (x%)+(1/n) cos (n?xx) 
dista (“uniformemente”, $ 96, ejercicio 5) de la y(x) exactamente 1/n, 
pues la diferencia es (1/n)cos(n?%xx), que oscila entre —1/n, +1/n. 

Como esos extremos los alcanza para x—=0, 1/n*, 2/n”, 
(n*—1)/n*, 1, la longitud de la cuerda ondulada puede ser arbitraria. 
mente grande, pues desde un n en adelante supera a (2/n).n*— 2n. 

No se verifica, por tanto, la acotación lly] < liy] +£, por muy 





* Un recinto infinito en el espacio E, no es compacto per haber sucesiones sin 
punto «de nenmulación, Los recintos ncotados Bo00 conpactos: si se ayrega elo contorno 
son compacton en af, 
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próximo que se elija y a y» En cambio, es liy] > l[yo] — £, según se 
demostró en Cap. XV, nota II, es decir: la longitud es una funcional del 
arco, inferiormente continua. 


Asimismo se demuestra: el área S[y] es una funcional de la super- 
ficie, inferiormente continua. El clásico ejemplo de ScHwarz (Cap. XXI, 
nota I) pone en claro la existencia de superficies infinitamente próximas 
a la superficie cilíndrica, con área finita o arbitrariamente grande, pero 
no inferior a S— e (Cap. XXIV, nota III). 

La moderna elaboración del cálculo de variaciones, especialmente por 
obra de TONELLI, consiste en obtener criterios de continuidad inferior 
para muchos tipos de integrales, a fin de poder aplicar el teorema de 
existencia del mínimo. La teoría de los espacios abstractos ha aclarado 
dichas investigaciones y ha señalado que es esencial precisar el concepto de 
“proximidad” entre los pares de funciones o “puntos” del espacio Y con- 
siderado; según sea la “proximidad” convenida, tendremos una u otra 
topología con unas u otras propiedades. 


b) Sucesiones extremales y teorema extremal. — Las condiciones en 
cue se apoya la teoría elemental de máximos y mínimos ($ 70), nos dan 
la pauta para elaborar el cálculo abstracto de variaciones sobre dos teo- 
remas básicos, el de compacidad (que generaliza el de BoLzANo) y el 
extremal (que generaliza el de BOLZANO-W EIERSTRASS) : 


TEOREMA EXTREMAL. — Si f[y] es una funcional continua inferior- 
mente en un espacio Y, compacto en sí, entonces está acotada inferiormen- 
te y toma un valor mínimo finito, Es decir, existe al menos una función 
Yo tal que para toda otra función y, es f[y] > f[yo] . 

Llamemos ?= inf. f[y] al extremo inferior (finito o bien =— —%) de 
los valores reales finitos de f[y] definida en el espacio Y. Por defini- 
ción de extremo ($ 23-14) ese número A es límite de una sucesión de 
valores de f[y] que tienden a 2, es decir, lim f[y.,] =?.. 

Esta sucesión de funciones {ya} se llama sucesión extremal y por la 
supuesta compacidad en sí de Y, existe una sucesión parcial Yn, que con- 


verge hacia una función Yo de Y. Prescindiendo de las restantes Yn, po- 
demos adoptar para esta sucesión parcial la nueva numeración: y, —> Yo, 
siendo además f[y¡] >. 

Puesto que yo pertenece a la familia Y, le corresponde un valor fi- 
nito f[y.] =%">21. Supongamos que sea s> À; elegido un número in- 
termedio /' tal que M > )' >à}, se verificará: 

por la convergencia f[y,] >, desde un 1 es f[y¡] < 2, 

por la continuidad inferior de la funcional f[y] es f[yi] >”; 
tal contradicción impone que sea f[y.] =1. 

Nada hay de nuevo, como se ve (Cap. VI, nota V), en esta demos- 
tración, que vale indistintamente para funciones y funcionales, 

Las dificultades que deben vencerse para tener demostrada la accesi- 
bilidad del extremo inferior de una funcional f[y] son dos: demostrar la 
compacidad en sí de la familia de funciones que forman los “puntos” del 
espacio Y, y la continuidad inferior de f[y]; para ello es esencial la 
topología que se considere en Y, 


c) Familias compactas de funciones. — Ya conocido el concepto de 
equicontinuidad ($ 86-1, def. 2; $ 65-2, nota 2) diremos, en general, que 
una familia Y de funciones Jy — y (1)? es equicontinua en un conjunto X, 
cuando para cada e > 0, hay un 5 >0 que depende de e pero no de lau 
función y=y(x), tal que |y(x")—y(x")| <e para todo par x’, x” de 





X tal que | x’ — x” |] <ô. 
El teorema de ARZELÁ sobre las funciones reales equicontinuas, el 
de HILRERT sobre los neos rectificables acotados, el de MaNnteLn sobre Ins 


funciones holomorfas acotadas, y muchos otros armálogos (que integran In 
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teoria de las familias Hamadas normales por MONTEL), quedan incluídos 
en el teorema general siguiente: 


TEOREMA DÐ COMPACIDAD. — Toda familia equicontinua Y de funcio- 
neg y(x) definidas en un conjunto compacto en sí X, real o complejo, y 
cayos valores y =y(x) son números reales o complejos de un conjunto 
compacto €, es uniformemente compacta *, 


Dim. 10 Sea £i, £% ..., la sucesión de puntos racionales de X tal 
que todo punto « de éste es límite de una sucesión parcial x,—>uw ($ 2-7, 
ejemplo 4; S 20-6, b). Puesto que por la compacidad de C los valores 
u y(x) que toman en el punto xı todas las funciones de la familia Y, 
tienen algún punto de acumulación y, (teorema de BOLZANO), hay una 
sucesión de valores y,(x,) convergente hacia y,, es decir: la sucesión de 
funciones: 


[XX V111-227] y (x), y(x), ya(æ), ...) y(x), ... 
converge en xı hacia yı. 


Es claro que esa sucesión de funciones no tiene por qué converger en 
el punto x» pero por la supuesta compacidad del conjunto C, hay en la 
sucesión de puntos yı(xə), yə(x-), ..., una sucesión parcial convergente 
hacia un cierto punto y:; por tanto, si esos índices son ù, îs ..., la co- 
rrespondiente sucesión de funciones: 


converge en xı ha- 
| cia Yi, 

converge en x: ha- 
cia Ys 


[XXVIII-228] y; (æ), Y; (æ), «+» Yi, (Œ), 


De esta sucesión se puede seleccionar, por igual método, una sucesión 
parcial: 
converge en x, ha- 


cla ya, 
7 converge en x: ha- 
[XXVIII-229] Ys, (x), Yi, Caja dos Yi, (r) cs da Fi 
converge en «, ha- 
cia Ya. 


La sucesión diagonal del cuadro [XXVIII-227], [XXVII1-228], 
[XXVII-229], ..., es parcial de todas (desde el término principal en 
adelante), luego esa sucesión de funciones y.(%), y; (%), Y; (x), 00 
que una vez suprimidas todas las demás de la familia, podemos designar 
simplemente: 

converge en Xi, Mo, ..., 
[XXVIII-230] Jr), yola), ..., Yolx), ... da 
hacia Yı, Yes er- Yny» 

20 La sucesión diagonal así formada converge uniformemente en 
todo punto x de X. Puesto que x es límite de una sucesión de puntos 
fa >, celijamos n >v tal que |g— g| <ð, siendo € suficientemente 
pequeño para que se verifique, por la supuesta equicontinuidad: 


I XXVIHI-231] | y(x)—y(z)| < € 
para toda función y(x) de la famiiia. 


* Recordemos de nuevo que en el campo real o en el complejo a que nos atenemos 
en enlu epnuneimlo, € compacto equivnle a arotado y cerrado (completo), pues así vale el 
tereoa de DOLZANe. 1 enso más simple en el Intervido finita o dominio finito (incluso 


l ennlorma), pere puede esto formado por vacion dominion, areow y puntos albedo, 
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Como ésta ha quedado reducida a la sucesión diagonal [XXVIII-230], 
para demostrar su convergencia en el punto x* acotemos la diferencia de 
CAUCHY ($ 20-6, a): 


[XX V111-232] Yp (x) — Yal) = [yr(r)— yr(xn)] + 
+ [yp(x%n)— ya(en)Y + [ya (£n)— y, (2) 1. 


Por la equicontinuidad [XXVII[1-231], son < e los sumandos 19 y 3% 
para todos los índices p, q y para n >v; fijado n, como la sucesión 
[XXVIII-230] converge en el punto æa, el 2° sumando es < £ para py q 
superiores a cierto p; luego, en definitiva: 


| Yp (x)— ya (x)| < 3e para pq>u, 
y por el teorema de CAUCHY ($ 20-6, a) existe: 
[XXVIII-233] lim y(x) = f(x) para todo x de X. 


39 La función limite f(x) es continua en todo punto x, de X. Basta 
descomponer así el incremento: 


[XXVIII-234] f(x) — f(x) = [f (x)— y» (æ)] + [y ()—Yp(x)] + 
+ [yp (%)— f(x0)]. 


Por la equicontinuidad, el segundo sumando es < s, si se elige un 
entorno |x—x.| < ð de xo; como esto vale para todo p, elijamos p su- 
ficientemente grande para que el primer y tercer sumandos sean < e€, 
gracias a la demostrada convergencia [XX V111-233] en x y en xo. En el 
entorno | x — xo| < ô es, por tanto, | f(x) —1f(x%)|< 3e. 


49 La convergencia y (x)—> f(x) es uniforme en X, Descomponga- 
mos análogamente el error de la convergencia en el entorno de cada pun- 
to xo: 


[XX VIM-235] £(0) — yp (x) = [£(x)—f(x0)1 + [£(x.)— yr(x0)] + 
+ [yp (20) — yp(w)]. 


Es el ler. sumando < e en un entorno U de xə por la continuidad 
demostrada; es el 22 sumando < € para p >y por la convergencia 
[XXVI1I1-233]; es el 3er. sumando < e en un entorno V de ga para todo 
p por la equicontinuidad. Luego, en un entorno W de xo contenido en 
U y V es |f£(x)—y»r(x)| < 3e para p >u. Siendo compacto en sí el 
conjunto X, hay un número finito de entornos W que lo cubren (Cap. 
XVIII, nota II) y para el mayor de los índices u que llamaremos uo es 
| £ (x)— yp (x)| < 3e si p > uo(e), independiente de x cualquiera en X, 
luego la convergencia es uniformė en X. 


OBSERVACIÓN: La familia Y puede no ser compacta en sí. Por ejem- 
plo, la familia equicontinua de funciones y»(x)=1/p, (p=1,2,...) 
converge uniformemente hacia la función f(x)=0 que no pertenece a la 
familia, y por tanto, ésta aun siendo compacta, no es compacta en sí. 


d) Generalización del teorema de compacidad. — Aunque el teorema 
fundamental ha sido enunciado para variables y funciones reales o com- 
plejas, especialmente para el caso importante en que X é Y son dominios 
acotados, la demostración ha sido expuesta de modo tal, que su alcance 
es mucho más amplio. Repasándola, observamos: 


1° Lo esencial es que haya en X un conjunto denso numerable 42, ), 
es decir, tal que cada x de X sea límite de alguna sucesión parcial 
Xn > x. Tales espacios se llaman separables (cfr. $ 94-2, nota 1). 


20 La equicontinuidad no exige que X sea métrico; basta que sea 
topológico (Cap. XVIII, nota 1) y en éste la equicontinuidad significa 
que para cada e y cada x» hay un entorno U tal que | f(x)—f(x0)| < e 
para todo x de U y toda función de la Familia. 
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Con esta ampliación de las hipótesis queda demostrada eon leves cam- 
bios de palabras el siguiente teorema mucho más general: 


Toda familia equicontinua Y de funciones y(x) definidas en un con- 
junto separable y compacto en sí X de un espacio topológico, cuyos valo- 
res y pertenecen a un conjunto compacto C de un espacio métrico, es 
uniformemente compacta. 


e) Tipos notables de familias compactas. — Para fijar las ideas ha- 
gamos aplicaciones concretas, deduciendo, como sencillas consecuencias, 
importantes teoremas del Análisis matemático. 


1) Si y(x) son funciones reales uniformes equiacotadas (es decir, 
ly(x) | < k, con k independiente de y), la equicontinuidad de la familia 
implica la compacidad (AscoLI). En efecto, como es | y(x)| < k, con un 
mismo k para todas las funciones de la familia, de [XXVITI- 235] resulta 
| f(x)| < | Yr(x)| + 3e, luego | f(x)| < k, es decir, la familia es compacta 
(aunque pueda no ser compacta en sí; efr. observación anterior). 


2) Si y(x) es un punto del plano, función continua de æ y es 
| y(x)| < k se tiene una familia Y de curvas continuas equiacotadas (ree- 
tificables o no); la equicontinuidad: |y(x')—y(x”)] <e para 
| æ'— æ” | <ô implica entonces que la familia Y es compacta (ARZELÁ) 
(anque pueda no ser compacta cn sí; cfr. observación anterior). 


3) Si todas las eurvas transformadas del intervalo [0; 1] tienen lon- 
gitud finita y acotada, es decir, inferior a un mismo número fijo l, es 
fácil deducir como consecuencia una correspondencia equicontinua con el 
segmento [0; 1], sin más que tomar como punto homólogo de % < 1, el 
punto de cada curva cuya distancia en arco al origen y(0) es xs, donde 
s es la longitud de la curva respectiva, pues entonces | Ay|<!]|aArxl, 
y basta tomar | Ax |<e/l para que sea | Ay |< e para todas las funcio- 
ues, es decir obtenemos la eqrirontinuidad y, por tanto, la compacidad 
(HILBERT). Pues eseribiendo [XXVIII-234] para los diversos pares 
(£i, Xin) y sumando, resulta para p bastante avanzado: 


Ss | f(x;) = f (2 21) | < > | yr (21) — Yp (£in) | + 2E , 


luego, el primer miembro, perímetro de la poligonal inscrita en la curva 
construída es < l+ 2s; y, por tanto, < l; luego, la familia de todas las 
curvas de longitud < l construídas en un dominio es compacta en sí, 


La importancia del teorema de compacidad y de sus corolarios radica 
en el teorema extremal. Así, la longitud de un areo es función continua 
inferiormente del mismo, y al poder aplicar el teorema extremal, resulta 
que en todas las familias de curvas que acabamos de considerar hay una 
de longitud mínima. He aquí una aplicación importante: Sea C una su- 
perficie acotada y completa (o cerrada) tal que en ella haya arcos recti- 
ficables de extremos A, B. Si s es la longitud de uno de ellos, la familia 
de arcos AB cuva longitud es <s es compacta en sí, Luego, resulta la 
existencia de un arco de longitud mínima, es decir, de una geodésica de 
extremos A, B. 


Obsérvese la trascendencia de estos teoremas para el Cálculo de va- 
riaciones, La teoría clásica de EULER, WEIERSTRASS, etc., dejaba sin de- 
mostrar la existencia de la función que hace mínima la integral, mien- 
tras que con el método diagonal no solamente hemos demostrado su exis- 
tencia, sino que la hemos construido, 


Aunque no interesan para nuestro programa, incluímos otros ejem- 
plos de familias compactas en la siguiente tabla, para mostrar el alcance 
del teorema general de compacidad. 


Así, puede demostrarse inmediatamente el teorema de MONTEL (4), 
sin más que escribir las funciones como integral de CaucHY ($ 115-7). 
El caso (5) es corolario inmediato mediante una inversión, 
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Conjunto X Conjunto C Funciones de Y Signos 
| geométricos 
1) Intervalo finito Números Funciones reales y(x)|Curvas unifor- 
a<a<b. reales. equicontinuas y equi-| mes acotadas. 
acotadas. (ASCOLI) 
2) Intervalo finito| Puntos de E:. | Pares de funciones Curvas 
a<t<b. reales x(t), y(t), acotadas. 
equicontinuas y equi- (ARZELA) 
acotadas. 
3) Intervalo real |Puntos de E;. | Pares de funciones de|Curvas de lon- 
a<t<b. variación acotada y| gitud acotada. 
equiacotadas. (HILBERT), 
4) Dominio com- Números Funciones holomorfas (MONTEL). 
plejo Z. complejos. en Z uniformemente 
acotadas. 
5) Dominio com- Números Funciones holomorfas 
plejo Z, complejos. en Z que excluyen un 
círculo, 
6) Plano complejo.| Números  |Funciones holomorfas (PICARD). 





complejos. |en un recinto simple- 
mente conexo, que ex- | 
, cluyen dos valores, |j 
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F. G. Tricom1: Lezioni sulle equazioni a derivate parziali (Gheroni, 
Torino, 1954). 

Un desarrollo elemental, con énfasis en la interpretación geométrica, 
numerosos ejemplos, aplicaciones y ejercicios con respuestas al final, da: 

F. H. MILLER: Partial differential equations (Wiley, Nueva York, 
1941). 

3. Sobre ecuaciones diferenciales parciales de primer orden tratan 
VALLÉE-POUSSIN (citado en Cap. VI, nota VI, 4) y el volumen I de 
KAMKE (citado en Cap. XXVII, nota III, 4) dividido en dos partes de 
las cuales la primera es una concisa exposición de los conceptos y méto- 
dos generales a usar en el estudio de ecuaciones de ese tipo, y la segunda 
es una tabla de soluciones de alrededor de 300 ecuaciones particulares. 
También trata casi exclusivamente sobre ecuaciones y sistemas de primer 
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orden la obra de HOHEISEL: Partielle Differentialgleichungen (citada en 
Cap. XXVII, nota III, 2). 

Una exposición sucinta de orientación moderna sobre el estado del 
problema de la integración de este tipo de ecuaciones en la fecha de su 
publicación, es: 

M. SALTYKOW: Méthodes modernes d'intégration des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre à une fonction ineonnue (Mém. Sc. 
Math., LXX; Gauthier-Villars, París, 1935). 

Son clásicas y extensas las ya antiguas pero importantes obras 

E. GOURSAT: Leçons sur intégration des équations aux dérivées par- 
lielles du premier ordre (2% ed., Hermann, Paris, 1921); 

E. GOURSAT: Lecons sur Uintégration des équations aux dérivées par- 
tielles du second ordre (Vol. I, 1896; Vol. II, 1898; Hermann, Paris); 

V. VOLTERRA: Leçons sur lintégration des équations différentielles 
aux dérivées partielles (Upsala, 1906). 

La obra de B. Levr (citada en Cap. XXVII, nota IIJ, 2) está diri- 
gida principalmente a tratar con rigor plenamente logrado los sistemas 
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales para funciones analí- 
ticas. En ella se ineluyen fundamentales lemas algebraicos de importan- 
cia tanto teórica cumo práctica pura la posterior construcción efectiva 
de la solución formal en series aproximantes. Dicha obra se avalora con 
adecuados ejemplos aclaratorios, interesantes en sí por sus aplicaciones a 
la Elasticidad, Física o Geometría. Esta importante obra es la continua- 
ción más significativa de la clásica 

CH. RIQUIER: Les systemes d'équations aux dérivées partielles (Gau- 
thier-Villars, Paris, 1910), 
tema también tratado en las obras antes citadas de GOURSAT y en 

M. JANET: Leçons sur les systèmes équations aux dérivées partie- 
lles (Gauthier-Villars, Paris, 1930). 


4. Exposiciones adecuadas para estudiantes de ingeniería traen 
Horn: Partielle Differentialgleichungen y Branc (citados en Cap. 
XXVII, nota III, 2) y la obra traducida del ruso: 

W. I. LEWIN y J. I. GROSBERG: Differentialgleichungen der mathe- 
matischen Physik (Verlag Technik, Berlín, 1952). 

Un tratamiento apropiado para problemas de ingeniería, con resul- 
tados en ocasiones sin demostración estricta, es la obra crientada hacia 
la resolución de problemas de contorno por el método de separación de 
variables y desarrollo de funciones en términos de funciones caracterís- 
ticas: 

K. S. MILLER: Partial differential equations in engineering problems 
(Prentice-Hall, Nueva York, 1953). 

Una obra que, suponiendo en el lector sólo un nivel moderado de ca- 
pacitación matemática, lo lleva hábilmente y con rapidez hacia los ins- 
trumentos matemáticos más avanzados de aplicación, con abundantes 
ejemplos y referencias, es: 

F, SCHWANK: Randwertprobleme und andere Anwendungsgebiete der 
höheren Analysis für Physiker, Mathematiker und Ingenieure (Teubner, 
Leipzig, 1951). 


5. Tratan con extensión la teoría de ecuaciones diferenciales en de- 
rivadas parciales los libros sobre métodos de la Física matemática, en 
especial el volumen 11 de COURANT-HILBERT (citado en Cap. XVI, nota 
IV, 4), MORSE y FESHBACH (citado en Cap. XXIII, nota V, 3) y H. y 
B. S. JEFFREYS (citado en Cap. XXVII, nota IV, 7). 

En conexión con las ecuaciones integrales y el método variacional, 
se ocupa de problemas de contorno de las ecuaciones diferenciales en de- 
rivadus parciales el libro de REY PASTOR sobre “Los problemas lineales 
de la Fisica” (citado en Cap. XXV, nota IV, 1). 

Junto u ellos deben citarse los libros dedicados enteramente al estu- 
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dio de las ecuaciones diferenciales de la Física matemática, como SomM- 
MERFELD (citado en Cap. XXVIT, nota III, 7), y los siguientes: 

De carácter enciclopédico, con ejercicios y abundantes referencias, es: 

H. BATEMAN: Partial differential equations of mathematical physics 
(18 ed., Cambridge Univ. Press, 1932; reeditado por Dover, N. York, 1944). 

En los países de habla inglesa la obra preferida para este objeto es: 

A. G. WEBSTER: Partial differential equations of mathematical phy- 
gics N Nueva York; 2% ed., 1933; reimpr., Dover, Nueva York, 
1955); 
muy mejorada en su versión alemana por G. SZEGÓ, dando mayor preci- 
sión y rigor al tratamiento de sus temas: 

A. G. WEBSTER y G. SZEGO: Partielle Differentialgleichungen der ma- 
thematischen Physik (Teubner, Berlín, 1930). 

En Alemania se ha reeditado varias veces la clásica obra de: 

G. F. B. RIEMANN y H. WEBER: Die partiellen Differentialgreichun- 
gen der mathematischen Physik (72% ed., Vol. I, 1925; Vol. II, 1927), 
reestructurada finalmente por PH. FRANK y R. VON MISES en la valiosa 
obra en dos nutridos volúmenes: 

PH. FRANK y R. von Mıses: Die Differential- und Integralgleichun- 
gen der Mechanik und Physik (2% ed., Vol. I, Mathematischer Teil, 1980; 
Vol. II, Physikalischer Teil, 1985; Vieweg, Braunschweig). 

Breve introducción al estudio de las ecuaciones diferenciales de la 
Física, con la parte matemática limitada a procedimientos formales, ejem- 
plos a veces sólo esbozados para ilustrar métodos y sin ejercicios es: 

L, HoPF: Einfiúhrung in die Differentialgleichungen der Physik (W. 
de Gruyter, Berlín, 1933); traduceión inglesa de W. NEF: Introduction 
to the differential equations of physics (Dover, Nueva York, 1948). 


6. Sobre el problema de CAUCHY se centra el libro preparado bajo 
contrato con el Office of Naval Research con el propósito de reunir teo- 
remas de existencia constructivos, traducibles en un esquema para cálculo 
numérico, en forma de utilizarlos para la presentación de problemas de 
manera adecuada para su resolución con máquinas calculadoras automá- 
ticas (Cap. VII, nota II, b): 

D. L. BERNSTEIN: Existence theorems in partial differential equa- 
tions (Princeton Univ. Press, 1950). 

Una notable contribución al estudio del problema de CAUCHY, tanto 
por la originalidad de la exposición como por el valor de los resultados 
nuevos que eontiene, es la obra mimeografiada: 

J. LERAY: Hyperbolic differential equations (Institute for Advanced 
Study, Princeton, 1953; reimpr. 1955). 

Clásico en este tema es: 

J. HADAMARD: Lectures on CAUCHY’s problem in linecr partial diffe- 
rential equations (Yale Univ. Press, 1923; reproducción fotográfica: 
Dover, Nueva York, 1953); 
con versión francesa medernizada y aumentada: 

J. HADAMARD: Le problème de CAUCHY et les équations aux dérivées 
partielles linéaires hyperboliques (Hermann, París, 1932). 

Obra de investigación original con presentación didáctica y unificada 
de las integrales planas y esféricas con aplicaciones, entre otras, a la re- 
solución del problema de CAUCHY, es: 

F. JOHN: Plane waves and spherical means applied to partial equa- 
tions (Intersc. Publ., Nueva York y Londres, 1955). 


7. Los métodos numéricos de resolución de ecuaciones diferenciales 
en derivadas parciales se estudian en las obras (citadas en Cap. XXVII, 
nota IV, 5) de MILNE y sobre todo de COLLATZ, y para problemas de con- 
torno y valores propios en el libro de COLLATZ citado en Cap. XVII, nota 
V, 6. 


Destaca los métodos numéricos e ilustra la teoría con numerosos 
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ejemplos tomados principalmente de la Dinámica de los gases y también 
de la Geometría diferencial y la Elasticidad, el libro excelente para in- 
gonieros y físicos, cuya mayor parte se dedica a las ecuaciones de tipo 
hiperbólico: 

R. SAUER: Anfangswertprobleme bei partiellen Differentialgleichun- 
gon (Springer, Berlín, 1952). 

Los métodos variacionales y de diferencias finitas están estudiados 
en: 

N. KRYLOFF: Les méthodes de solution approchée des problemes de 
la Physique mathématique (Mém. Se, Math., XLIX; Gauthier-Villars, Pa- 
rís, 1931). 

Formulario traducido del ruso para la resolución numérica de ecua- 
ciones en derivadas parciales, por el cálculo de diferencias, es: 

D. J. PANOW: Formensammlung zur numerischen Behandlung partie- 
ller Differentialgleichungen nach dem Differenzenverfahren (Akademie 
Verlag, Berlin, 1955). 


8. Varias cuestiones débilmente conectadas entre sí, algunas con mo- 
tivación en problemas de la Física, están reunidas en: 

E. PICARD: Legons gur quelques types simples d'équations aux déri- 
vées partielles avec des applications à la Physique mathématique (Ca- 
hiers Scient., I; Gauthier-Villars, París, 1927, reimpr. 1950). 

Diversas contribuciones originales a la teoría de ecuaciones en deri- 
vadas parciales están reunidas en el volumen de varios autores: 

Contributions to the theory of partial differential equations (Annals 
of Math. St. n? 33; Princeton Univ. Press, 1954). 

Cuestiones de la teoría superior de ecuaciones en derivadas parciales 
de tipo elíptico se presentan en estilo flúido, con amplias referencias, en 
la obra siguiente, que contiene en grap parte el fruto de investigaciones 
de los autores en los últimos años: 

S. BERGMAN y M. SCHIFFER: Kernel functions and elliptic differen- 
tial equations in mathematical physics (Academic Press, N. York, 1958). 

Hace uso sistemático de la técnica de la función de GREEN en ecuacio- 
nes diferenciales de la Física, la obra de MoRsE y FESHBACH (cit. en Cap. 
XXIII, nota V, 3). Después de dos capítulos sobre espacios lineales y 
teoría espectral de operadores, trata principalmente sobre funciones de 
GREEN de operadores diferenciales ordinarios y en derivadas parciales, en 
forma a veces heurística : 

B. FRIEDMAN: Principles and techniques of applied Mathematics (Wi- 
ley, Nueva York, 1956). 


9. La teoría de EULER y LEGENDRE del Cálculo de variaciones, per- 
feccionada por JACOBI y después por WEIERSTRASS, está expuesta en los 
libros clásicos: 

O. BoLzA: Vorlesungen túber Variationsrechnung (Teubner, Leipzig, 
1909), 

A. KNESER: Lehrbuch der Variationsrechnung (Vieweg, Braunseh- 
weig; 22 ed., 1925). 

Primero en adoptar métodos funcionales es: 

J. HADAMARD: Leçons sur le calcul de variations (Hermann, París, 
1910), 

y persiste en ellos: 

L. TONELLI: Fondamenti dì calcolo delle variazioni (Zanichelli, Bo- 
lonia; 2 vols., 1921, 1923), 
pero todavía no existe la obra que desarrolle esta disciplina dentro de la 
Topología. 

Sigue la huella de EULER y WEIERSTRASS, orientada hacia la Física, 
la rigurosa y completa obra de: 

C. CARATHÉODORY: Variationsrechnung und partielle Differential- 
gleichungen erster Ordnung (Teubner, Leipzig, 1935); 
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y por otra parte perfecciona la clásica variación unilateral de la función, 
tomando la variación libre o total, gracias al cálculo absoluto, la obra: 

TH. DE DONDER: Théorie invariantive du calcul de variations (Gau- 
thier-Villars, París, 1935). 

La influencia de BOLZA como profesor en Chicago despertó la afi- 
ción por el Cálculo de variaciones en Estados Unidos, fructificando en 
las obras: 

G. A. BLiss: Calculus of variations (Univ. of Chicago Press, 1924); 
la excelente de orientación moderna, dividida en dos partes: seis capítu- 
los sobre problemas más simples que preceden a tres sobre el llamado 
“problema de BoLzaA” del que se da el primer tratamiento completo: 

G. A. BLISS: Lectures on the calculus of variations (Univ. of Chicago 
Press, 1946); 

y la publicación colectiva en cuatro volúmenes que incluyen contribucio- 
nes originales realizadas en el período 1930-1941: 

Contributions to the calculus of variations (Univ. of Chicago Press). 

Para un primer estudio contienen adecuados capítulos sobre Cálculo 
de variaciones los tratados franceses de VALLÉE POUSSIN, VALIRON y 
GOURSAT (citados en Capítulo VI, nota VI). En particular, es muy reco- 
mendable la exposición de GOURSAT. 

Da una adecuada introducción escrita en nivel elemental pero con 
precisión el libro de orientación moderna que contiene algunos ejemplos 
ilustrativos y no trae ejercicios: 

G. GrUss: Variationsrechnung (Quelle y Meyer; 2% edic., preparada 
por W. MEYER-KÓNIG, Heidelberg, 1955). 

Un estudio limitado a la primera variación y por tanto muy insufi- 
ciente desde el punto de vista matemático, da el libro con numerosos 
ejercicios y lleno de ejemplos de la Física, que en gran medida sirven de 
motivación al texto y lo hacen útil para dar un panorama de las aplica- 
ciones: 

R. WEINSTOCK: Calculus of variations, with applications to physics 
and engineering (McGraw-Hill, Nueva York, 1952). 

Principalmente dedicado al Cálculo de variaciones, con enfoque muy 
general y orientación moderna está el libro reciente, sin fecha de edición: 

M. PICONE: Lezioni di anolisi funzionale (Tumminelli, Roma). 

Agrupa diversos resultados en gran parte de los autores, retomando 
para perfeccionar y desarrollar, cuestiones sobre extremos geométricos a 
veces antiguas, y problemas físicos: 

G. PÓLYA y G. SZEGÓ: Isoperimetric inequalities in mathematical 
physics (Princeton Univ. Press, 1951). 

Tratan tambiér problemas extremales: 

T. RADÓ: On the problem of PLATEAU (Springer, Berlín, 1933; repr. 
fotográfica, Chelsta, Nueva York, 1951), 

y el libro de orientación moderna, escrito en el estilo ágil y sugestivo 
del autor: 

R. COURANT: DIRICHLET'S principle, conformal mapping and minima! 
surfaces (Interscience Publ., Nueva York, 1950). 

Sobre cuestiones variacionales en la Mecánica trata: 

C. Lanczos: The variational principles of mechanics (Univ. of To- 
ronto Press, 1949). 


La escuela de Cálculo de variaciones “en grande” tiene su biblia en: 

M. Morse: The calculus of variations in the large (Amer. Math. 
Soc., Nueva York, 1934; reimpr. 1948), 
y esta teoría está además magistralmente expuesta en: 

H. SEIFERT y W. THRELFALL: Variationschnung in Grossen (Teub- 
ner, Leipzig, 1938; reimpreso por Chelsea, Nueva York, 1948). 

Resumen de los estudios topológicos que llevaron a esta teoría, es: 

L. LUSTERNIK y L. SCHNIRELMANN: Méthodes topologiques dams les 
problemes variationnels (Act, Sci. et Ind. n? 188, Hermann, Paris, 1934). 


CAPÍTULO XXIX 


FUNCIONES ANALÍTICAS 


S 114. CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


1. Concepto de función analítica. — a) El algoritmo de las 
series de potencias ($ 43) nos ha conducido de un modo no 
sólo natural, sino obligado, a la ampliación del campo de va- 
riabilidad al plano complejo, mediante el desarrollo indefinido 
de MAc-LAURIN o de TAYLOR ($ 44-1), pues siendo éste con- 
vergente en un círculo o en todo el plano, define en él una fun- 
ción compleja de variable compleja, quedando así prolongadas 
(S 45) las funciones e7, senz, cosz, In(1+2), arctg z, las 
tres primeras para todo valor complejo de z y las dos últimas 
en el círculo |2| < 1. Quedan así generalizadas las funciones 
elementales por combinaciones aritméticas de éstas, pero al 
mismo tiempo se obtiene una familia amplísima de funciones 
definidas por series de coeficientes complejos a, cualesquiera, 
con la sola restricción Y; øn | < K, siendo K una cota positiva 
(S 43-1, b»). 





DEF. Las funciones f(z) expresables en todo un círculo de 
radio positivo finito o infinito por una serie entera Xa, (2 — a)” 
se Haman analíticas- ou e: puk Q. 

Es, pues, analítica Inz, aunque no es desarrollable en se- 
rie de potencias de z, pero es en cambio In z = ln[1 — (1 — z) ] 
desarrollable en la serie — X(1— 2)”/n, que converge en el 
círculo [1—2'<1. Es claro que el punto 2 =0 no puede 
pertenecer al círculo de convergencia, pues entonces tendría el 
logaritmo un valor finito. 


El concepto de función analítica es mucho más amplio que 
cl de función elemental ($$ 23 y 45), por ejemplo son funcio- 
nos analíticas las definidas en Capítulo XXVII, nota I. 


by) Prolongación analítica. — La definición anterior hace 
depender el concepto de función analítica del punto a elegido; 
veamos que no es así demostrando el teorema fundamental : 


Si f(z) es analítica en un punto, lo es en todo punto inte- 
rior a su círculo de convergencia. s 
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Adoptando el primero como origen, sea : 
[114-1] f(z) = ao + aiz + a22? +... H an2" pH.. ; 
si a es un punto interior al círculo de convergencia, es decir, 
|a| < R, y elegimos h tal que sea |a |+|] < R, hemos vis- 
to en § 43-5, b, la convergencia absoluta de la serie: 
Í(a+h) = do + ala +h) + azla + h) +... = 
a Lied l] + 


+ k (as + 3030 +...)+... =f (a)+-h. Pa) f” (a)+.. 


donde el reagrupamiento de términos en el ANA miembro 
se justifica por el teorema fundamen- 
tal de las series dobles absolutamente 
convergentes (§ 81-4). 


Sea z un punto interior al círculo de 
\ centro a contenido en el círculo de cen- 
tro O y radio R, es decir, |2—a|< 


<R—|a| y llamando h=2—a (fig. 
410), como 


ath] < ja + [za] <R, 


Fig. 410. es aplicable la conclusión anterior que 
da el desarrollo tayloriano 


Ea) (¿—a) + 





[114-2] f(z) = f(a) + 


+ a lz—a) +... 


válido al menos en todo círculo de centro a, |z — a| < R — lal, 
contenido en el círculo de convergencia de [114-1]. 


EJEMPLO, Si partiendo del desarrollo 
[114-3] (1—23)*"=1+2+%*+..., (|21<1) 
se calculan las derivadas de (1—-2)” (o bien derivando la serie), resulta 
£™ (z2) = n!(1—2).1 , 
luego para todo a inferior a 1 en módulo es: 
1 1 2—0 (z— a)’ 


= t aay A E 


114-4] EF iea 








resultado evidente (por la regla de sumación de la serie geométrica, 
$ 22-1, b) que nos muestra, sin embargo, un hecho importante, que es 
la ampliación del campo de validez del desarrollo [114-3]; en efecto, el 
campo de [114-4] es el círculo |z—a|<|1—a| interior al primero si 
a es real positivo; pero si a es negativo o imaginario, este círculo tiene 


$ 114 -1 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 405 


purte exterior al primero. Así en la 
figurn 411, elegido a negativo (a = 
- 4) queda ampliado el campo y per- 


mite calcular los valores en los puntos 
de In lúnula rayada, donde [114-3] 
diverge; hágase, por ejemplo, z=— 2. 


La extensión del campo de va- 
rinbilidad de una función definida 
por un desarrollo en serie de po- 
tencias por cambio de origen ele- 
gido dentro de aquél, se llama pro- 
longación analítica, y en $ 115-12 
se independizará su concepto del 





método de los series de potencias Fig. 411. 
al relacionarlo con el de analiti- 
cidad. 


La serie aparece así como elemento generador de la función, 
la cual puede ser multiforme, dependiendo su valor en cada 
punto del camino seguido para la prolongación. Así, por ejem- 
plo, la función ln z está definida ($ 45-4, a) por la serie lo- 
garítmica 2(—1)”*(2 — 1)”/n en el círculo de centro 1 y de 
radio 1, serie que da la determinación principal Ln z ($ 45-3, 
c); pero mediante todas las prolongaciones posibles se obtiene 
la función multiforme en toda su extensión (cfr. § 116-1). 


NoTA, Hay series no prolongables fuera de su círculo de convergen- 
cia, cuya circunferencia de contorno se llama entonces frontera natural 
($ 115-12), Tales son, por ejemplo, las que, escritas sin sus términos nu- 
a como exponente n-simo un infinito de orden superior a n (cfr. 

115-12). 
3 Ejemplos. (Ver § 118, ejercicio 4): 
SS A E E O A E AS A ES A 
(KRONECKER) (WEIERSTRASS) 

c) Métodos de WEIERSTRASS y de CAUCHY. — Esta defini- 
ción de función analítica, como conjunto de valores obtenidos 
mediante todas las prolongaciones de una serie entera, fué la 
wloptada por WEIERSTRASS para edificar aritméticamente la 
tcoría que CAUCHY había elaborado con método geométrico, 
In cual vamos a exponer sucintamente en este capítulo, no sin 
npregar alguna noción sobre la idea del plano múltiple de RIE- 
MANN, que permite uniformar las funciones multiformes 
(* 116), viendo finalmente la equivalencia entre el método arit- 
inòlico de WEIERSTRASS y el geométrico de CAUCHY-RIEMANN. 

Tanlo CAUCHY como RIEMANN parten de la expresión ge- 
neral w ulz, y)+iv(x,y) de una variable compleja w, fun- 
cion de olira z=g+ iy en el sentido amplísimo de DIRICHLET 
( 28b), para estudiar exclusivamente las que son monógenas 
en nu recinto, o sea, en todos los puntos del mismo, es decir 
(, 41-1, 6), en cada punto admiten derivada finita. 
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Gran descubrimiento, debido a CAUCHY, fué la demostración de la 
equivalencia entre ambos conceptos de monogeneidad en todos los puntos 
de un recinto y analiticidad *; mientras en el campo real no basta la 
existencia de derivada, ni aun de infinitas derivadas en un intervalo para 
que sea desarrollable en serie entera ($ 44-2, nota 1), basta, en cambio, 
su monogeneidad en cada uno de los puntos interiores a un círculo para 
que sea desarrollable en serie de potencias **, 


2. La monogeneidad en un punto. — a) Ecuaciones caracte- 
rísticas. — La monogeneidad o existencia de derivada w’ = 
=0+1b en el punto 2 = + 1y equivale ($$ 30-2 y 41-1, b), 
a la condición de que el incremento Au: en ese punto tenga la 
expresión : 

[114-5] au -+ iav = (a +ib) (33 + 214y) + o(r) 
o sea: 
[114-6] axu = asx — bay +o(r), Av = bAz + aasy + o[r), 


y recíprocamente, de estas expresiones resulta [114-5]. Recor- 
dando el significado de estos coeficientes de la expresión dife- 
rencial (S$ 66-4): 


Q= Ur = TY; DARE A 
resulta el siguiente criterio importante (D'ALEMBERT, 1752): 


, 


41) Condiciones necesarias y suficientes para la monogenel- 
dad en un punto son: que las funciones u, v sean diferencia- 
bles en ese punto y en él se verifiquen las igualdades siguientes : 


[114-7] Us = Vy , Vr = — Up Yiia 

a,) La derivada de la función monógena en un punto se 
puede expresar así: w'=1f'(2) =u,+ 107. 

Las ecuaciones de condición [114-7] indican solamente que 
son iguales las derivadas según las direcciones de los ejes x 
é y; sin embargo, se llaman ecuaciones características porque 
si éstas se verifican y además son diferenciables u y v (ver 
ejemplos 3 y 4), existe la derivada f'(z) en el punto conside- 
rado, la cual se calcula derivando respecto de x, es decir, to- 
mando real el incremento Az, o sea, haciendo tender el punto 
variable hacia el punto fijo paralelamente al eje z. 


Nora. Algunos autores llaman injustificadamente a las [114-7] ecua- 
ciones de CAUCHY-RIEMANN y otros de EULER. 


EJEMPLOS: 1. La función w = e7 = e" (cosy +iseny) satisface evi- 
dentemente a las ecuaciones características, y como u y v son diferencia- 
bles (por tener derivadas continuas) es monógena en todo punto y la 


+ En realidad CAUCHY imponía además la continuidad de la derivada, pero GOURSAT 
probó que esta restricción es innecesaria (mota III). 


** En cambio (BoreEL) la monogeneidad en puntos de un conjunto que no formen re- 
cinto puede darse para funciones no analíticas (nota IV), 


E 114 -2 CONCEPTOS FUNDAMENTALES 407 


derivnda se obtiene derivando respecto de «w, resultando la misma funn- 
emo e. Lo mismo que en el campo real, esta función satisface a la ecua- 
con diferencial w' = w. 


2. w= x+ iy? satisface a las ecuaciones características: 2x = 2y, 
o 0, solamente en los puntos de la recta y = x, y sólo en ellos es mo- 
mena, En cada punto de dicha recta es, por tanto, conforme directa 
(£ 11.1, e) la correspondencia entre los planos z y w. 


3. La función w = V|xy|(1+i) tiene nulas las cuatro derivadas 
en el origen y satisface, por ende, a las ecuaciones características; sin 
embargo, no es monógena en ese punto, pues en cada dirección tiene de- 
vivada distinta. Así, por ejemplo, la derivada es 1 en la dirección y = %, 
y Inmbién en la y = — x. Esto es debido a no ser diferenciables u ni v 
(ver § 66, ejercicio 10, 19). 

Compruébese que tampoco es monógena en ningún punto del eje x ni 
dul eje y, pero sí en los restantes puntos del plano, 


4. La función 
3 9,2 
a y . y 
A O a y 
x +y x +y 
tiene derivada nula en el origen, no solamente en las direcciones de los 
cjes (pues satisface a las ecuaciones características), sino también en 
toda dirección. Sin embargo no es monógena en el origen, Basta fijarse, 
por ejemplo, en los caminos parabólicos y = ka*. 


w(0)=0 , 


b) Puntos en que existe derivada no nula. — Veamos al- 
gunas consecuencias de la monogeneidad en un punto. Ya he- 
mos visto en $ 41-1, c, que si la derivada no es nula, la corres- 
pondencia entre el plano z y el w no solamente es ¿sogonal en 
cl punto Zn sino conforme 
directa, es decir, se con- 
servan los ángulos, siendo 
iguales y acordes los dos 
haces de tangentes homó- 
logas, y además son pro- 
porcionales los radios vec- 
tores infinitésimos; más 
precisamente: el número Fig. 412. 

Uma | 0 es el coeficien- 
le de dilatación lineal y Arg w, es el ángulo de rotación del 
buz de tangentes. 

Suponiendo continuas las derivadas Us, uy, Vr, Vy en el pun- 
to za en el cual es 10%, 0, resulta aplicable el teorema de las 
'unciones implícitas ($ 67-7) a las ecuaciones u(x, y)= u, 
v", y) v, que se satisfacen por el par Zo, Yo; en efecto; su 
jucobiano es: 








Ho Uy 
vd, Vy 


= Uf + uy =|wol > 0, 








y siendo continuas las derivadas, este determinante'se conserva 
positivo en un entorno de Za por lo que es efectivamente apli- 


408 XXIX. FUNCIONES ANALÍTICAS $ 114 -2 


cable lo dicho en $ 67-7; la correspondencia es biunívoca, es 
decir, a cada punto w de un cierto entorno de wọ corresponde 
un punto z; o sea, existe la función inversa z = ọ (w) en un 
entorno de wo. 

Es, por tanto, válida la regla (§ 32-8) para la derivada de 
esta función inversa, que es el número 1/w», resultando, por 
tanto, que la función inversa es uniforme y monógena. Existe, 
pues, un entorno de wo cuyos puntos tienen homólogo z, o sea, 
el punto wo es interior al conjunto transformado del dominio D 
en que suponemos definida la función. Esto lleva consigo que 
el máximo de |f(2)| en D no puede alcanzarlo en Zo, puesto 
que en la circunferencia Cy hay puntos con mayor módulo que 
Wo (cfr. $ 114-6). 


3. Funciones regulares y funciones armónicas. — Deducidas 
las más importantes propiedades de carácter local, que lleva 
consigo la monogeneidad de f(z) en un punto, veamos ahora 
las propiedades de carácter integral que resultan de suponer la 
monogeneidad en cada punto de un recinto. 


DEF. La función f(2) se dice regular en el punto Zo, y 
este punto se llama regular de la función, si ésta es monógena 
no solamente en él, sino en todo un entorno del mismo. 

Un arco c se dice regular respecto de f(z), y de ésta se 
dice que es regular en el arco c, si es monógena, no solamente 
en todos sus puntos, sino en todos los de un entorno del mis- 
mo, es decir, en un recinto al cual es interior c. 

El concepto de regularidad se refiere, pues, a todo un en- 
torno, y mientras la monogeneidad de f(2) en un dominio D 
exige solamente la monogeneidad en cada punto de D, incluso 
en los de frontera, en cambio la regularidad en D, esto es, en 
todos sus puntos, exige la monogeneidad en un recinto más 
amplio al cual es interior D. Para los recintos abiertos, es de- 
cir, formados por puntos interiores, ambos conceptos de mono- 
geneidad y regularidad coinciden. 


EJEMPLOS: 1. Las funciones citadas en los ejemplos 2 y 3 de $ 114-2 
que son monógenas en un solo punto o en una recta, no son regulares en 
ningún punto. 

2. La función Inz es regular en el recinto 2=F+0 y en los dominios 
Iz| >r>0. 


Si u y v tienen derivadas segundas continuas, derivando 
las ecuaciones características [114-7] respecto de x, y, resulta 
que en todo punto regular se verifica *: 


* Dasfaría la continuidad de una derivada segunda de cada componente u Ó v para 
la aplicación del teorema de SCHWARZ ($ 69-2, feor. 3) o la diferenciabilidad de sus 
cuntro derivadas primeras, según el de HEFrFTER-YOUNG ($ 69-2, teor. 4). Basta aún que 
exista el 2% miembro de (69-4] para que existan y sean iguales lns derivadas segundas 
59-81 QU, Tuenti GONZÁLKZ-GALLARZA, Wueclides, 15, pp. 250-264, 1065). 
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[114-8] Uss F Uy =0 , Oe + Y = 0. 


Las funciones u(x, y), v(x, y) que satisfacen a esta ecua- 
ción de D'ALEMBERT (§ 91-6, nota) se llaman armónicas, y re- 
nulla este teorema importante: 


Las componentes de una función regular, con derivadas se- 
“undas continuas, son armónicas (D'ALEMBERT, 1761). 


Recíprocamente, según $ 89-1: Dada cualquier función ar- 
mónica u, existe la función v, lamada conjugada de u, que for- 
ma con ella la función regular u+ iv, y está determinada sal- 
vo un sumando constante. Esta función v conjugada de u (o 
bien la u conjugada de —v) se determina, como allí se vió, 
por dos cuadraturas, o se expresa mediante la integral curvi- 
línea V = f us dy — u, dz + C. 

La teoría de las funciones armónicas, de gran interés en 
Física, es, por tanto, inseparable de las funciones monógenas. 
El caso de tres variables exige, en cambio, estudio indepen- 
diente, que fué hecho por LAPLACE (ver § 91-6, nota). 


NOTAS: 1. Si w=u-+tv es regular, como la función armónica con- 
jugada de la v(x,y) es la —u(x, y), entonces v— tu es también regu- 
lar; en cambio v + tu no podrá serlo si no se reduce a una constante. 


2. La solución general de [114-8] será u=q(x + 1y) + Y (x — 1y) 
que tiene por conjugada v= [p(xw + iy) — Y (x — 1y)]/1, con y y y fun- 
ciones doblemente diferenciables (cfr. $ 112-1, ej. 5). Resulta entonces, 


f(2) =— 2p (2), con valor imaginario conjugado ($ 9-4, d): f(2)=2w (2). 


3. Si la función u=u(x, y) es armónica y si z =% + ity es función 
regular de ¿—¿-+?p, entonces u es función armónica de Y y yn. Por ser 
u(x,y)=Ine"=Inje"| ($8 45-3, c), vemos que toda función armónica 
puede considerarse como el logaritmo del módulo de una función regular 
nunca nula, 


4. Para hacer visible la correspondencia w=—Í(2) ó u+ iv = 
= f(x + iy) suelen representarse en el plano (x,y) los haces de curvas: 


[114-9] ulz, y) = ; víxy)= d. 


También suele representarse en el plano (u,v) el reticulado de las 
líneas correspondientes a las rectas x = c, y =d, dadas en forma para- 


métrica por 
f u = ulc, y) f = u(x, d) 
v = ví(c, y) z v = v(x, d). 


EJEMPLO 3. Para w =z =(x + iy)? se tiene 
u = t — yY y V=2Y , 


[114-10] 


de modo que el reticulado [114-9] está formado por dos haces (ortogo- 
nales) de hipérbolas equiláteras. 


Por otra parte, al haz x = c corresporde el haz u = e — y’, v=2cy, 
formado por parábolas, como se ve eliminando el parámetro y: 


[114-11] v = 4 (e —u). 
Anúlogamente, al haz y = c corresponde el haz de parábolas 
[114-12] v —= 4e(c +0). 
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El parámetro de las parábolas [114-11] y [114-12] es p= +2c*, y 
como la abscisa del vértice es precisamente + c*, resulta que todas tie- 
nen el origen 0 como foco, es decir, son homofocales. 


NoTA 5. Si w= f(z) es regular en una región D, los haces [114-9] 
son mutuamente ortogonales en D, pues de [114-7] resulta 
[114-13] UY, + 4,40, = 0. 

Por tanto: Si una función armónica v es conjugada de otra u (y en- 
tonces u conjugada de —v), en los campos vectoriales grad u, grad v, 


las líneas equipotenciales ($ 91-4, nota 5) de cada uno son líneas de cam- 
po ($ 91-2) del otro. 


4. Función homográfica. — a) Una correspondencia con- 
forme conserva las circunferencias infinitésimas. Ahora estu- 
diaremos funciones cuyas transformaciones conservan las cir- 
cunferencias finitas. Anulando una forma bilineal en z, w: 


azw + P2- yu +5=0 , 
se define en forma implícita la función homográfica w =w(2), 


cuya forma explícita es (poniendo — B =a, —ò =b, a =c, 
y=d): 

T114- Aa az +b 

[114-14] w pS 


El determinante o módulo de la transformación [114-14], 
A =ad— bc, debe ser no nulo, pues si A= 0, o bien w = cons- 
tante (por ser proporcionales las filas del determinante A), o 
bien el segundo miembro de [114-14] carece de sentido (si 
c=d=0). 

Es inmediato verificar que toda transformación homográ- 
fica conserva las razones dobles ($ 9, ejercicio 3), es decir, si 
wi =1(2¡) (11, 2, 3, 4) es (101, Wa, Wa, W4) = (Z1, 22, Za, Z4). 
Entonces la transformación queda determinada por tres pares 
de puntos correspondientes, por: 


(Wi, Wo, Wg, W) = (21, Zo, 23, 2) 
Se obtiene por división 
a A/c 
e 2+(d/c) ” 
de modo que la transformación [114-14] se descompone en las 
transformaciones sucesivas 


w = 


a+ at y — u= y +o =w ; 
cuyo significado estudiaremos suponiendo superpuestos los pla- 
nos complejos z, t, u, Vv, w. 

a1) La primera y la última representan traslaciones; 

a.) La segunda representa una inversión o transformación 
por radios vectores recíprocos con respecto a la circunferencia 
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unidad, seguida de una simetría con respecto al eje real, pues 
si t = 7618, es u = 1/t =(1/7) e “0; 

as) La tercera representa, si —A/c? = pete, (9 > 0), una 
rotación en un ángulo q alrededor del origen, seguida de una 
homotecía de razón ọ con respecto al origen. 


b) Entonces la transformación homográfica [114-14] se 
descompone en la realización sucesiva de movimientos, homo- 
tecia, inversión y simetría. Como estas transformaciones con- 
servan la familia de todas las circunferencias del plano (inclu- 
yendo las rectas como circunferencias de radio infinito), lo 
mismo ocurre con la transformación [114-14]. 


En efecto, para «, y a, es inmediato y para la inversión az la trans- 
formada de la circunferencia |t— t| =r es |(u—u)/u| = | u|, que 
también representa una circunferencia ($ 9, ejercicio 8, 2%), Por otra 
parte, como una homografía [114-14] queda caracterizada por la conser- 
vación de la razón doble: (2i, Ze, Za, Z) = (Wi, Wz, Wn w), si uno de estos 
dos miembros es real, también lo será el otro, y ésta es condición para que 
los cuatro puntos están en una misma circunferencia (§ 9, ejercicio 3). 


EJEMPLO. Para transformar en el círculo de radio 1 el semiplano 
x <1, basta fijar sobre los contornos tres pares de puntos correspondien- 
tes, resolviendo las tres ecuaciones a que deben satisfacer los coeficientes 
a. b, c, d, las cuales determinan éstos, o mejor dicho las razones de tres 
de ellos al cuarto, 

Este problema no tiene tanto interés como el siguiente: transformar 
el semiplano en circulo de modo que se correspondan dos puntos interiores 
y dos puntos de contorno. Sean los orígenes 2=0, w=0 los puntos in- 
teriores homólogos, y los puntos de contornos los 2=1, w=l. Al eje x, 
recta que nasa por 0 y rs pernendicular al contorno del semiplano, debe 
corresponder la recta o circunferencia que pasa por 0 y sea perpendicular 
al convorno del círculo, es decir, debe ser precisamente el eje real u; al 
punto del infinito (cfr. $ 114-5) del plano z debe corresponder, por tanto, 


el punto w = — 1. Tenemos, pues, tres pares de puntos homólogos: 
zal a aS n 
w=0 , w=1 , w= —1 
La primera condición exige que sea b= 0; la tercera exige a = — c€, 
pudiendo tomarse a = 1, c = — 1; la segunda determina d= 2; por con- 


siguiente, la función que transforma el semiplano en el círculo de radio 
les; 
w = z/ (2—2). 


ar) 





Fig. 4183. 
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5. Plano complejo y esfera de Riemann. — Hemos visto que 
la inversión w = 1/2 transforma el entorno reducido 0 < |z] < e 
en |w| > 1/8, parte exterior a un círculo del plano complejo 
de radio arbitrario, que llamaremos entorno del punto del infi- 
nito. También hemos visto en el estudio de la función homo- 
gráfica (§ 114-4) que las rectas son mero caso particular de 
circunferencias “que pasan por el punto del infinito z = œ” y 
al tratar de límites en el campo complejo ($ 22) y de la con- 
tinuidad de las raíces de una ecuación algebraica ($$ 18-2 y 
41-2, d) ya hemos tratado el infinito como un “punto”. Más, 
aún, esta concepción del infinito en el plano complejo se justi- 
fica por la generalización de las propiedades fundamentales de 
las funciones analíticas que veremos en $$ 117-4 y 118-4. 

También será cómodo considerar que f(z) es continua en 
el punto z = œ cuando tiene límite al crecer infinitamente |z], 
cualquiera que sea su argumento, de igual modo que se define 
el límite para z = 0 al tender |z] —>0 en cualquier dirección. 
Este convenio de considerar todas esas direcciones como con- 
currentes en un punto único parece contradecir los convenios 
usuales en Geometría métrica; y es más necesaria todavía al- 
guna explicación para los lectores acostumbrados al convenio 
usual en Geometría proyectiva, de considerar todas esas direc- 
ciones como formando una recta. 

Para considerar el infinito como un punto z = œ (llamado 
también impropio) se concibe el plano complejo como plano- 
esfera (RIEMANN-NEUMANN) (fig. 414) mediante una pro- 
yección estereográfica so- 
bre una esfera de diáme- 
tro unidad, tangente al pla- 
no en el punto cero, polo 
sur O de la esfera. Si des- 
de el polo norte N proyec- 
tamos los puntos del plano 
sobre la esfera, al punto O 
corresponde el mismo pun- 
to, al punto P(x, y) del 
plano corresponde sobre la 
esfera el P"(¿mn,£) ali- 
neado con N (0, 0, 1), cum- 
pliéndose NP . NP’ = 1. 

Fig. 414. Ello define una inversión 

de centro N y potencia 1 

que transforma el plano en la esfera, estableciendo una corres- 

pondencia biunívoca ($ 2-8), homocíclica (conserva las circun- 

ferencias) e isogonal (conserva los ángulos). A las circunfe- 

rencias de la esfera que pasan por el polo N corresponden en el 
plano rectas, es decir, circunferencias de diámetro infinito. 
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| Analíticamente, por semejanza de triángulos, es inmediato formular 


E ae 
| t = LE , Y sen Tar , 
en que se cumple, £ + y +£($—1)=0, por estar P'(£,n,i) sobre la 
esfera. De ahí se deduce la correspondencia inversa 





ts == ato A+ 

a a AE Hyt o? 

NOTAS: 1 En la proyección central aparece una recta excepcional 
(línea de fuga) que no corresponde a ninguna línea proyectada; y dos 
rectas sin punto común, dan proyecciones con un punto común situado 
en dicha línea de fuga; "de ahí la introducción de los conceptos de recta 
del infinito y punto del infinito, usados en Geometría proyectiva para 
alcanzar la máxima generalidad. 

En cambio, en la proyección estereográfica, dos rectas cualesquiera, 
con un solo punto de intersección, dan proyecciones con dos puntos co- 
munes (uno el polo N). Al proyectar un punto que se aleja indefinida- 
mente en cualquier dirección, la proyección tiende hacia el punto N. 
Para suprimir estas excepciones, diremos que N es la proyección del 
punto del infinito del plano. 

2. Lo que hemos llamado entorno del infinito viene representado por 
el casquete esférico de centro N y este punto N se tomará como repre- 
sentación en la esfera del infinito del plano. La idea de proximidad ligada 
al concepto de entorno se aplica en forma métrica al punto infinito de- 
finiendo con OSTROWSKI la distancia esférica entre dos puntos P, y Ps 
por la de sus imágenes P”, y P”z en la esfera, contada ya sobre el menor 
arco de circunfrencia máxima que los une, ya sobre la cuerda de dicho 
arco. En este último caso, dicha distancia esférica d entre los puntos 
21 y Z2 viene dada por 


tn a 


Va PFD Aet 


que para 2¿= 0% se convierte en el número 1/V|2z +1. 

Dos puntos “infinitamente próximos” en el plano lo son en la esfera, 
con la ventaja de que los conceptos, como el de continuidad ($ 41-1, az) 
que dependen del de proximidad, podrán ser aplicados al punto impropio 
y así podremos hablar en él de una continuidad esférica, 


Claro es que una variable puede crecer indefinidamente con 
argumentos diversos, lo mismo que un punto puede tender al 
origen en diversas direcciones; pero así como introdujimos el 
valor único 0 para designar éste, introduciremos el símbolo 
único «o para representar aquél, y diremos que una función 
f(z) es regular en el punto del infinito cuando sea regular en 
O la función f(1/£) que resulta de efectuar la sustitución 
z = 1/¢, que transforma éste en aquél y viceversa, como vere- 
mos con mayor precisión en § 117. 


6. Teorema del módulo máximo y consecuencias. — Si f(z) 


es regular en el dominio D, su módulo yu?+ v? es función 
continua de u, v, y también, por tanto, de x, y; luego, por el 
teorema de BOLZANO-WEIERSTRASS existe un punto al menos 
Zo donde alcanza | f(z)| su máximo. Tal punto zə no puede ser 
interior a D, como hemos visto en § 114-2, b, cuando la deri- 
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vada no es nula. Más general: si f(z) es monógena en un en- 
torno de zo, donde es continua, basta observar que el estudio 
hecho en y 83-4 vale en este caso adoptando dicho punto conto 
vértice del reticulado triangular y los elementos transforma- 
dos, todos de sentido positivo por ser en ellos el jacobiano J>0, 
forman un recinto que contiene al punto 1, *. El caso en que 
haya infinitos puntos donde sea J = 0, es decir, infinitos ceros 
de f'(z), es imposible, como veremos ($ 115-11). 

He aquí, pues, una propiedad fundamental de las funciones 
regulares: a cada punto interior corresponde un punto interior. 
Consecuencia: Si la función f(z), no constante, es monógena 
en el entorno de za y continua en Za en cada entorno de Zo 
existen puntos donde es |f(z2)| >| f(zo);; y si es f(z.) 0, 
existen también puntos en que es :f(2)| < | f(z,)". 

Por tanto: en ningún punto interior puede alcanzar 'f(z)| 
el extremo superior de sus valores en el recinto; tampoco el 
extremo inferior, salvo cuando éste es cero. 


Como corolario resulta el teorema fundamental del Algebra ($ 18-1): 
Toda ecuación algebraica f(2)=0 tiene al menos una raíz. Sea m el ex- 
tremo inferior de |f(z)| en todo el plano; como |f(2)| +>0 para 
¿> %, tomando un círculo de radio suficiente R para que sea |f(2)| > 
>m +1 en todo z de módulo |z| > R, ese mínimo m debe alcanzarlo 
|£(z)| en agún punto zo dentro del círculo y esto exige que | f(2)!|=0, 
o sea Í(z.)= 0. 

7. El lema de Schwarz y sus aplicaciones. — Si f(z) es regular en 
el circulo |2| < 1 siendo en él |f(2)|<1 y además f(0)=0, se veri- 
fica en todo punto interior | f(2)| < |zl, valiendo el signo =, sólo en el 
caso en que f(z) representa una rotación, es decir: f(2)= 20% (SCHWARZ, 
1896). 

Puesto que f(2) es monógena en el origen existe 


r(0)= lim P =a 


z—=>0 





La función f(2)/z=«wq(z) es monógena eu los puntos zÆ 0 [su de- 
rivada se puede calcular por la regla del cociente ($ 41-1, b)], y en el 
punto ¿=0 es continua, con el verdadero valor q(0)=a. Es, por tanto, 
aplicable el teorema del máximo médulo, que será alcanzado en la cir- 
cunferencia; y como en ella es |p(z)| < 1, debe verificarse en todo 
punto interior | p(z)| < 1, o sea ¡f(z)|< |z | ** 


El único caso en que puede ser |f(2)|=|2| es cuando sea q (:)= 
= constante, de módulo 1, es decir, cuando sea f(z)=<.A, donde |)!'=1 
(rotación). 

Basta, pues, que un solo punto de la circunferencia |z|=1 tenga 
su homólogo con menor módulo, para que todos los del círculo |: '<1 





* Postulemos estas nociones intuitivas como era costumbre en los tratados clásicos. 
Modernamente se ha comenzado a anteponer la teoría rigurosa de los difíciles problemas 
topológicos que tales intuiciones encierran. 

Aunque el teorema del módulo máximo resultará como corolario sencillo de la teoría 
de la integral, responde a urna orientación moderna el destacarlo como un hecho neta- 
mente topológico primario, independiente de toda teoría de integración. 


+*+ El lema subsiste si f(z) está definida solamente en el interior | 2|< 1, pues el 
extremo superior M < 1 no puede alcanzarlo en un punto interior, como ya vimos, y 
por fanto: ?'f(2)|<!z!, 
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tengan igual propiedad. Este lema, de frecuente uso en Análisis, revela 
la, solidaridad entre todos los valores de la función monógena, al con- 
trario de lo que sucede en el campo real. Puede darse aspecto más ge- 
nepal al lema: Si f(z) es regular en el circulo |z| < R, nula en el 
origen y menor que K en todos sus puntos, es en cada punto interior 
|f(z2)| <(K/R)|2z]. 

Basta, en efecto, dividir z por R y w por K, es decir, introducir una 
función œ definida por f(z)/K =g(z/R), para reducirlo al anterior apli- 
cado a g. 

a) He aquí una consecuencia importantė, llamada comúnmente teo- 
rema de LIOUVILLE: 

Si f(z) es regular en todo el plano y acotada en él, es constante 
(CAUCHY, 1844). Pues si es |f(z2)| <K y f(0)=0, en virtud de la 
desigualdad anterior, en cada punto z se verifica: |f(2)| <(K/R)|z!, 
y como R se puede tomar arbitrariamente grande es f(z)= 0 para todo z. 
Si £(0) no es nulo, resulta f(z)—f(0)=0, o sea: f(2)=f(0). 

b) Si f(z) es regular en todo el plano y continua en el punto z = 0% 
(es decir, si para ¿> %0 tiene límite finito L), es constante en todo el 
plano. Pues en un entorno del punto œ ($ 114-5) se conserva |f(z)| < 
<L+1 ay, por la continuidad, está acotada en el círculo, luego es apli- 
cable el teorema de LIOUVILLE. 

No cabe, pues, la regularidad en todo el plano si no hay singulari- 
dad en el infinito; es decir: toda función monógena tiene alguna singu- 
laridad propia o impropia, y son precisamente estos puntos excepcionales, 
como veremos, los que caracterizan la función ($ 118-4). 


EJERCICIOS 


1. Probar que sí una función analítica tiene parte real constante, o 
módulo constante, se reduce ella misma a una constante. 

2. Utilizando las ecuaciones características de monogeneidad 
$ 114-2, a), probar que si f(z) y g(z) son, monógenas en z=Zo, lo son 
(2).g(2), fle(2)], y también f(2)/g(2) si g (2) 0. 

3. Probar que en un recinto de regularidad de f(z) es: 

a) Alf(<)[?=4]|f'(=) |?, siendo A =0*/0x* + 0*/0y*; 
b) Si (2340, Aln|f'(2)|=0. 

4. Demostrar que en la correspondencia biunívoca estudiada en 
$ 114-2, b, entre los valores de z y w próximos a zo y w no puede co- 
rresponder un entorno circular a un entorno circular, excepto en el caso 
en que la función sea lineal del tipo w = we +a(z2— zo), la cual repre- 
senta una semejanza. 


( 
f 


5. 19) Probar que la ecuación 
(9) 2pzz + Bz -+ Bz + 2q=0, 2 
con p y q reales, representa una circunferencia, real si BB > 4pq, re- 
duciéndose a una recta si además p= 0; 2?) Con ello, probar analítica- 
mente el teorema de $ 114-4, b. 


6. Probar que una transformación homográfica hace corresponder a 
dos puntos inversos [simétricos] con respecto a una circunferencia [rec- 
ta], dos puntos inversos [simétricos] respecto de la circunferencia [recta] 
correspondiente (ejercicio 5). 

7. 19) Probar, utilizando el ejercicio 6, que las transformaciones ho- 
mográficas que transforman el círculo |2|<1 en el círculo "| <1 
de modo que a 2=« corresponda w= 0, son w = e" (z— a)i laz— 1); 
29) Las transformaciones w = Reió(2 —a)/(az— R*) tienen módulo no 
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nulo si |a| + R y transforman la circunferencia |2|=R en la ciren- 
ferencia | w |= 1, con correspondencia de interiores si y sólo si |a| <!1. 


8. Las transformaciones homográficas que transforman el semiplano 
I(z)> 0 en el círculo unidad | w| <1 de modo que a z =a, [I(a)>0], 


corresponda w= 0, son w = ei? (z — a) /(z— a). 


9. 19) Una transformación homográfica se llama real si transfor- 
ma todo número real en un número real. Probar que en tal caso, previa 
eventual reducción, los coeficientes de la transformación son reales. 29) Si 
a, b, c, d son reales, la transformación [114-14], entonces real por 12, 
transforma el semiplano 1(2)> 0 en el semiplano I(w) > 0 si el módulo 
A =ad— bc es positivo. 


10. a) En la transformación homográfica w= f(z) definida por 
(Z1, Za, Za, 2) = (Wi, Wn, W W) es wi=f(Z:), (1=1,2,3; Z Æ Z: Æ Z2F Zy 
W Æ W: WwW Æ w), y se corresponden las regiones planas situadas “a 
un mismo lado” de las circunferencias (o rectas) orientadas correspon- 
dientes 2, 22 Zs, Ww1 Wa Wa; b) Hallar la transformación homográfica que a 
2=1, z.=1, za=— 1 hace corresponder w, — 0, w»= 1, ws = 00 respec- 
tivamente, y observar que debe transformar el círculo |z] <1 en el se- 
miplano superior I(w) > 0. 


11. Probar que en la transformación homográfica [114-14], de mó- 
dulo A, la circunferencia | cz + d|=|1/VA] es el lugar geométrico de 
los puntos en cuyos respectivos entornos infinitésimos las longitudes y las 
áreas son invariantes en la transformación, y que estas longitudes y 
áreas son aumentadas (disminuídas) en los puntos interiores (exteriores) 
del correspondiente círculo. 


12. Llamando puntos dobles de la transformación homográfica 
w=1f(2)=(az + b)/(cz + d) aquellos para los cuales es f(z)=xz, pro- 
bar que: 19%) Hay dos puntos dobles z,, z», distintos o coincidentes; 2%) Si 
az es (w—21)/(w—z)=k(2—21)/(2—22) o bien w—z= 
=k(2— 2,) según sean 2, y z: propios, o bien zə = œ, debiendo ser k0 
y #1 para que la transformación sea no degenerada y no idéntica; 
30) Si 2,7% zz, mediante una misma transformación homográfica Z = q(z), 
W =ọ(w), se lleva w=f(2) a la forma canónica W =kZ que repre- 
senta una rotación si k—eió (41) (transformación elíptica), una homo- 
tecia si k>0 (41) (transformación hiperbólica) o un producto de am- 
bas en los demás casos (k= reió, r >0, rx 1, ed 41; transformación 
locodrómica); 49) Si 2,=2», mediante una misma transformación homo- 
gráfica Z=Y(2), W= v(w) que lleve este punto.al infinito, se lleva 
w=í(2) a la forma canónica W =Z +h (traslación). 


13. Probar que para que la transformación general del plano 
(°°) $ = mx + ay + w , N= anat + aY + ao 


conserve las distancias, es necesario y suficiente que m° + aa’ = 1, 
Mr + A = l, Onun + aaae = 0. Probar que en tal caso la transforma- 
ción es: o un movimiento, o el producto de una simetría respecto del eje x 
y un movimiento, 


14. Utilizando el ejercicio 13, probar que toda transformación homo- 
gráfica que conserve la distancia entre puntos, es un movimiento, o el 
producto de una simetría respecto del eje x y un movimiento. 


15. Verificar que las transformaciones loxodrómicas (ejercicio 12) 
con puntos dobles comunes z;, Z, forman un grupo abeliano (§ 5-12, b), Y 
lo mismo las transformaciones parabólicas con el mismo punto doble, 


16. Probar que si el “ecuador” de la esfera compleja corresponde a 
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la circunferencia unidad, la transformación w= 1/z corresponde a una 
rotación de 1800 de la esfera alrededor del diámetro paralelo al eje reai. 


17. Del ejercicio 16 y de la descomposición de una transformación 
homográfica dada en $ 114-4, deducir que una función homográfica trans- 
forma toda la esfera compleja en toda la esfera compleja, biunívoca y 
conformemente. 


18. Demostrar el teorema fundamental del Algebra aplicando el teo- 
rema de § 114-7, b, a la función 1/P (z), siendo P(z) un polinomio. 


§ 115. INTEGRACIÓN EN EL CAMPO COMPLEJO Y APLICACIONES 


1. Integral curvilínea de una función regular. — Hemos lla- 
mado ($ 88-1) curva elemental a un arco con tangente conti- 
nua (es decir, definido por dos funciones x(t), y(t) que tie- 
nen primera derivada continua) o bien se compone de número 
finito de tales arcos, conservándose acotadas dichas derivadas 
si están definidas en un intervalo abierto del parámetro. 

Para satisfacer al principio de permanencia de las leyes for- 
males, el significado que debe darse a la integral de f(z)= 

u(x, y)+iv(x, y) sobre un arco elemental abierto o cerrado 
ab (que son los considerados en lo sucesivo), es éste: 


|115-1] f td = í (u+ iv) (dz +i dy) = 
ab ab 


= f udg — vdy + å f 
ab 


a 


vdx + udy , 
b 


Intoyrales curvilíneas cuyo significado ha sido estudiado en 
$ 88. Los arcos que habremos de utilizar en lo sucesivo se 
componen de segmentos rectilíneos y arcos de circunferencia, 
niendo, por tanto, sobradamente general la teoría de la integral 
sobre arcos elementales; pero bueno es saber que puede exten- 
derse a todos los arcos rectificables ($ 88-1, b, y nota 5), y 


nún n curvas continuas más generales *, 


2. Propiedades fundamentales de las primitivas e integrales. 

Vamos a suponer que las derivadas Ur Uy, Vs Vy no sola- 
mente salisfacen a las ecuaciones características [114-7] en el 
recinto G, sino que son continuas en él. La monogeneidad en 
ut recinto lleva consigo la continuidad de las derivadas, como 
demostró GOURSAT (nota III). 


«) Apliquemos los teoremas demostrados en $ 89 a las dos 
inlesralos curvilíneas que componen la integral [115-1]. Pues- 
lo que se cumple la igualdad de derivadas cruzadas, para la 


* Por enla doblo razón de ser más que snficientes las crervas elementales y no ser 
lna más goncrndon Inn rectifilenbles, mo bniamvs en stan la teoría, como es costumbre en 
loa Donato modirnon do funciones analíticas, y unl logramos abreviar y simplificar no- 


tablemenle la orpisielón, 
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existencia de primitivas del par u, —v y del 2, u, igualdades 
que son precisamente las ecuaciones características [114- f]: 
resulta: 


Si f(2)=u>+%wv es regular en un recinto G (simple o múl- 
tiplemente conexo), admite una primitiva F(z)= U + iV cuyas 
componentes U y V están definidas por las condiciones : 


[115-2] U. = V,=su , V= — U, =v , 


la cual es, por tanto, regular en G y satisface a la condición 
F"(2)= f (2). Si el recinto es simplemento conexo, es F (2) uni- 
forme en él (X 89-1); pero si es múltiplemente conexo, puede 
ser multiforme ($ 89-2, notas). En ambos casos, cualquier otra 
primitiva difiere de F(z) en un sumando constante. 

Si f(z) es una función elemental formada mediante opera- 
ciones aritméticas con la variable z, la primitiva se obtiene con 
las mismas reglas y artificios explicados para el campo real 
(Cap. XIV); y si f(z) viene dada por sus componentes, basta 
integrar las ecuaciones [115-2], como ya se explicó en $ 89-1, 
nota 1. 


EJEMPLO. La primitiva de 2" es 2”+1/(n + 1); la primitiva de 1/2 
es la función multiforme ln z; todas las demás primitivas se deducen de 
éstas sumándoles una constante arbitraria ($ 45-3, c). 

En cambio, dada w = x? — B3xy? + 1(3x* y — y"), el sistema de ecua- 
ciones es: 


U.=V,=w—3y4 , Vi = — U, = 3t y — y 
y resulta la primitiva ł(æ*— 6x° y” -+ y*)+ i(x* y — xy”). Claramente se 


ve que la función dada es z* y su primitiva podía haberse calculado por 
la regla de la potencia. 


b) Recordando la expresión dada en $ 89-1 para la primi- 
tiva de un par mediante una integral curvilínea según el ca- 
mino fijo formado por paralelas a los ejes, también F(z) se 
puede expresar así; pero por $ 89-2, teorema 1, resulta que el 
valor de la integral es la diferencia de valores de la primitiva 
en ambos extremos, es decir: 

Sif (2) es regular en un recinto SIMPLEMENTE CONEXO y, por 
tanto, tiene primitiva uniforme, la integral definida entre dos 
puntos es la diferencia de valores de la primitiva, cualquiera 
que sea el camino entre estos extremos. Subsiste, pues, la regla 
de BARROW ($ 50-2) (Gauss, 1811): 


[115-3] fra = F(z) — F(2). 


Queda así resuelto el problema de calcular la integral defi- 
nida de una función f(z) entre dos puntos cualesquiera del re- 
cinto en que f(z) es regular, cuando este recinto es simple- 
mente conexo, y se conoce una función primitiva cualquiera, 
obtenida por los métodos usuales del Cálculo. En tal caso es 
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uniforme esta 1unción y la fórmula [115-23] no ofrece ambi- 
güedad. 


c) Queda así justificada la misma notación que para varia- 
ble real. En particular, si los extremos coinciden, resulta como 
corolario de la regla de BARROW el importante teorema de CAU- 
CHY (1825): 


La integral de f(z) sobre un circuito cualquiera del campo 
de regularidad simplemente conexo es nula: 


[115-4] f f(z)dz = 
C 


Es éste el llamado teorema fundamental en la teoría de la 
integral, pero en realidad no lo es más que la regla de BARROW, 
que lo comprende como caso particular *. 


NOTAS: 1. En nota III se da una demostración del teorema de Cau- 
CcHY, debida a GOURSAT, que no obliga a suponer la continuidad de la 
derivada. 


2. Si R es el recinto simplemente conexo, limitado por la curva rec- 
tificable simple y cerrada C, considerando en R otros contornos C’ que se 
aproximan a C, es posible demostrar [115-4] (y por tanto sus consecuen- 
cias como [115-17]), con la sola hipótesis de que f(z) sea regular en R 
y continua en R +C. Esta ampliación es muy importante en la teoría 
del potencial (nota VI, c). 


d) Finalmente, el teorema recíproco de $ 89-2 (ver nota 3) 
conduce a este resultado, también importante, llamado teorema 
de MORERA (1886), aunque él le dió menor alcance **: 


Si la integral de la función uniforme f(z) sobre todo con- 
torno rectangular de lados paralelos a los ejes, contenidos en 
el recinto simple o múltiplemente conexo G, es nula, es f(z) 
regular en G. 


3. Caso de recinto múltiplemente conexo. — Hay funciones 
uniformes f(z) que son regulares en un dominio múltiple- 
mente conexo, pero no pueden ampliarse al dominio que se de- 
duce al suprimir los contornos interiores, es decir, no es posi- 
ble prolongar la función al interior de esos contornos conser- 
vando la monogeneidad. 


EJEMPLO. La función Inz es regular en la corona »<|z|<R que 
puede ampliarse haciendo crecer R y decrecer r, pero no es posible su- 
primir esta circunferencia, pues dentro está el punto z = 0, donde cesa 
ln regularidad. Y no se crea que será posible modificar de algún modo 


* Nnaturnlmente de éste resulta Ja independencia del camino y puede deducirse la 


seyla ale Banow, pero apoyándose en el teorema fundamental del Cálculo integral ($ 35-3). 

«e ElI feuremn de Montura es exactamente el recíproco del teorema fundamental de 
Carey, en ddecte, exige In anulnción de la Integral en tode circuito; pero vemos que 
Lasta snponecrin en todos los contornos rectangulayca de lados paralelos a los ejes, Ade 


mos, elo timrenite ale Cacciy sólo en cierto para recintos simplemente conexos, mientras 
nue rl nunna do Montana puede extenderse s Jin indltiplemednte conexo. 
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los valores de f(z) como cabe hacerlo en el campo real, pues la condi- 
ción de monogeneidad determina (§ 115-12), de modo único, su posible 
prolongación. 


Interesa, pues, el estudio de las integrales sobre recintos 
múltiplemente conexos, demostrándose : 


Si una función es uniforme y regular en un recinto múlti- 
plemente conexo, su integral a lo largo del contorno exterior 
es la suma de las in- 
tegrales a lo largo de 
los contornos interio- 
res en sentido post- 
tivo. 


Si suponemos, para 
fijar las ideas, un recin- 
to triplemente conexo, y 
unimos los contornos in- 
teriores con el contorno 
exterior mediante arcos 
de curvas o poligonales, 
Fig. 415. podemos aplicar el teore- 
ma de CAUCHY (§ 115-2, 
c) al recinto simplemen- 





te conexo así obtenido, y resulta (fig. 415): 


fiat foot Soost Sert i: Jost font ).,= de 


y simplificando: 


[115-5] Ios J= Sinot T 


NoTA. Obsérvese que el contorno del recinto simplemente conexo así 
formado no cumple la condición de ser interior a otro recinto simple- 
mente conexo, como exige el teorema de CAUCHY; pero, recordando la de- 
mostración ($ 89-2, teor. 1), se ve que subsiste si se supone rota la cone- 
xión entre los bordes de cada arco auxiliar, es decir, si se suponen efec- 
tuados cortes en el recinto dado; pues, con este convenio, dos caminos que- 
brados que conduzcan a un mismo punto de contorno encierran un número 
finito de rectángulos formados por puntos regulares y la integral es igual 
por ambos caminos. Omitimos la demostración topológica,. 

Para ver cuán necesaria es esta precaución, tómense el circuito exte- 
rior y los interiores en sentido igual (es decir, los interiores al contrario 
de como indica la figura) y se verá que falla la conclusión. 

Para evitar en la demostración estas consideraciones delicadas, cuya 
utilidad justifica buscar la ocasión de exponerlas, basta considerar un 
tercer corte que une los dos contornos interiores e integrar sobre las cur- 
vas que limitan los dos recintos simplemente conexos en que queda .divi- 
dido el recinto dado. 


4. La función integral y su derivada. — a) La integral 


f Ed 


de una función regular en un recinto simplemente conexo, es 
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una función uniforme regular en el mismo recinto, siendo su 
derivada en todo punto la función f(z). 


Puesto que el extremo 2. es fijo, y la integral sólo depende 
del extremo superior z y no del camino que los une, el valor 
de dicha integral es una función uniforme F(z), que llamare- 
mos función integral de f(2) (cfr. $ 50-1, a). Que es regular, 
resulta observando que las componentes de F(x)=U(lx, y)+ 
+3V (x, y) son las integrales curvilíneas [115-1] y que éstas 
tienen ($ 89-1), derivadas parciales 


[115-6] Us=V,=u , Vo=—U,=0" , 
que cumplen las condiciones de monogeneidad [114-7]. 
La derivada de F (2) es, por tanto: 
[115-7] F"(2) =u + tv = f(z). 
b) Una función analítica cuya derivada es nula en un re- 
cinto, es constante en él. 


Basta, en efecto, observar que, siendo entonces nulas las de- 
rivadas parciales de sus dos componentes u y v, éstas son cons- 
tantes ($ 66-2). 


c) Toda función (z) cuya derivada sea f(z), difiere de la 
función 


F(z) = fS Eea 
en una constante. i 
Pues la función %(z)— F(z) tiene por derivada: 
(z) — F(z) = f(z) — f(z) = 0 , 
y por tanto, es: 


[115-8] (z2) = F(z) + C = (tm +c. 


Esta función, determinada salvo una constante arbitraria, 
se llama integral indefinida de f(z) (cfr. § 50-1, b). Como 
f(z) es regular y por tanto continua, este concepto coincide 
con el de función primitiva, indicada así: 


$ taz. 


NoTA, Primitivas en el campo complejo. — Mientras en el campo 
complejo las fracciones cuyos denominadores carecen de ceros múltiples 
se descomponen indistintamente en fracciones simples del tipo A/(z— a), 
cuya integración conduce a otros tantos logaritmos, en cambio, en el cam- 
po real es preciso distinguir los dos tipos de denominadores 1—2* ó 
bien 1+ 2, que conducen a logaritmos reales la primrea y a la función 
arc tgz la segunda. Vimos ($ 51-2, ej. 4) cómo esta función circular (lo 
mismo que las otras inversas), es expresable por logaritmos, de igual 
modo que las directas vienen expresadas por exponenciales mediante las 
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fórmulas de EULER ($ 45-3). De este modo queda confirmado, que es la 
exponencial con su inversa logarítmica, la única función simple, con la 
cual se puede expresar toda función elemental. 


5. Acotaciones de la integral. — a) Si trasladamos al cam- 
po complejo el significado ($ 88-1) de las integrales curvilí- 
neas [115-1], vemos que tanto en el campo complejo como en 
el real puede definirse la integral sobre la curva ab partiendo 
de las sumas 


[115-9] A (2, — 271) = [u (fnn) Az, — V (én N) Ay] + 
+ 13[u (£r, Y») AYr + V (En y») Az,] , 


siendo 4 = Zo, 21, 22, ..., 2n =D, puntos ordenados en la curva 

y £, =€,+ in, un punto cualquiera del arco r-simo. Si la 
curva es elemental y los vértices donde pueda no haber deri- 
vada continua se toman como puntos de división, basta aplicar 
el teorema del valor medio a cada incremento Azx,, Ay, para lle- 
gar a la expresión de la integral [115-1], que se calcula expre- 
sando x é y como funciones de t; pero si la curva de integra- 
ción no es elemental, pero rectificable, es preciso recurrir al 
concepto de integral de STIELTJES ($ 88-1, b). Resulta, pues, 
la integral como límite de las sumas £; y de aquí se deduce 
una importante acotación : 

Si en toda la curva C es |¡f(2)| < M, y llamamos l, a las 
longitudes de las cuerdas o vectores z2,—2, 1 y L a la longi- 
tud total de la curva, se tiene: | ©! < EM., = M. El, < ML, 
luego: 


[115-10] p f(z)daz| < ML , 
C 





es decir: El módulo de la integral de una función f(z) cuyo 
módulo tiene la cota superior M en el arco de integración, no 
supera al producto de esta cota M por la longitud del camino 
de integración. 


b) He aquí una generalización: Sea f(z) una función regular y, 
por tanto, continua en un dominio simplemente conexo; por la continui- 
dad uniforme (S 65-3) es |f(2')—fÍ(2")| <e para todo par de puntos 
tales que sea | 2 —2"|<h. 

Si es ah un arco rectificable en el cual es regular f(z) y se forman 
las sumas [115-9] para diversas particiones del mismo por puntos inter- 
medios 4 = 20,21, 22) -..,2n =b, de modo que la longitud de cada arco sea 
menor que h, los valores de f(f,-) en cada arco diferirán en menos de e 
del valor en uno de los extremos, luego, diferirán en menos de 2f de los 
valores de f(z) en la cuerda. Por tanto, poniendo f(z)=f(í.) + 6(2), la 
diferencia entre cada término de la suma y la integral sobre la cuerda, 
es decir: 


f flzdz — f6) (2&— 2 1) := f A a 


-~ 
2 


+, 1 l 
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tiene módulo menor que 2e. por la longitud l de la cuerda. Sumando las 
n diferencias correspondientes a los n arcos, resulta: 


[115-11] 





b 
f f(z)dz — Dft) (Zr — Zr-1) < 25l, < 2L. 


Pero el valor de esta integral sobre la poligonal es la diferencia de 
valores de la primitiva F(z) en ambos extremos ($ 115-2, b) por ser 
ésta una curva elemental; luego, las sumas > tienen este mismo límite 
al tender a O la norma h, y este límite se llama integral de f(z) sobre 
cl arco rectificable, siendo su valor F (z')—F (zo), es decir, subsiste la 
regla de BARROW, como para los arcos elementales. 

Si llamamos s a la longitud del arco parcial desde el punto origen a 
al punto variable z —Z(s) podemos precisar más la acotación antes obtenida, 
que suele ser suficiente en la práctica; observando que, por definición de 
longitud de un arco, ésta no es superada por la cuerda, se tiene: 


L 
fra < f i f[z(s)] |ds , 


y como corolario sale nuevamente la acotación [115-10]. 


luego: 


[115-12] 








6. Residuo en un punto singular aislado, y en un dominio. — 
a) La función más sencilla, que es regular en todo el plano, 
excepto en un punto a, es 1/(2—a). Aunque ya hemos cal- 
culado su integral mediante la primitiva, que es ln(z— a), 
vimos a hacerlo también reduciéndola a integral de variable 
veul; sea c la circunferencia de centro O y radio r; llamando 
y al argumento, se tiene: z — 4a = reip; de = ¿reip dy; y efec- 
tunndo el cambio de variable, resulta: 


2r 
[115-13] f a i T idp = 2ri. 
c z — qQ 0 

Si. en vez de la circunferencia c, se toma un circuito C que 
li contenga en su interior, el resultado es el mismo, en virtud 
de $ 115-3, por ser regular en la co- 
rona comprendida entre c y C. Lo esen- 
cial no es la forma del circuito, sino 
que el sentido de integración sea posi- 
livo. 

Generalicemos este resultado: Sea 
'(2) regular en el dominio D de con- 
torno C, excepto en el punto interior a, 
que llimaremos singular. El valor de la Fig. 416. 
wtesyral de f(z) sobre C es el mismo 
que sobre cualquier otro circuito in- 
terior a € alrededor de «a; y es, por tanto, un número que sólo 
depende del puto y de la función, el cual desempeña importan- 
le papel en la teoría y ha recibido nombre especial. 





Pew, Residuo de f(z) en el punto singular aislado a, es el 
valor de la integral 
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[115-14] Sn Lf f(z)dz , 


siendo C cualquier circuito en torno de a y dentro del cual es 
regular f(z), con la sola excepción del punto a. Suele tomarse 
una circunferencia de radio suficientemente pequeño para que 
no contenga otro punto singular, si tales existen. 


EJEMPLO. El residuo de (z — a)” con exponente entero negativo dìs- 
tinto de —1 es nulo, pues su integral es nula. En cambio, sì es n = — 
resulta 1 como residuo, 


EJERCICIO. Demuéstrese que si f(2) no cstá definida en el punto a 
pero está acotada (en particular si existe límite para z—>a) el residuo 
es nulo, Basta aplicar la acotación [115-101] de la integral. 

b) En virtud de la regla [115-5], el cálculo de la integral en un 
circuito se reduce a determinar los residuos en los diversos puntos singu- 
lares que contiene. Tal suma de residuos es, pues, la integral sobre C 
dividida por 21 y se llama a veces residuo en el dominio que limita C; 
se tiene entonces (teorema de los residuos) : 


n 
1 f(z)dz = 2m Y 1; 
Cc k=1 


siendo 71, ..., Ya, los resíduos en los puntos singulares interiores a C. 

Como todo intervalo real finito o infinito se puede completar en el 
campo complejo cerrando un circuito, se comprende la utilidad que tiene 
el cálculo de residuos, o sea, el cálculo de integrales en circuitos, para 
deducir integrales en intervalos reales. De este fecundo método haremos 
aplicación en ejercicios 1 a 8, pero veamos siquiera el caso más sencillo, 
que es el de la función racional P(2)/Q(z). 

Si es a un cero del denominador y es k/(z—a) la primera fracción 
simple correspondiente a ese punto en que se descompone la función 
($ 46-4), el residuo es evidentemente k, pues para las restantes fracciones 
la integral [1156-14] es nula. Si el cero es simple, la descomposición es 
del tipo 

P (z) P (2) 

A a iy, BOOM a 0, 

0 ¡yA AI 
de donde, multiplicando por z—a y haciendo z = a se despeja: 
Plo) ti PO Pa) 
Qu(a) — 20 Q(z):(2—a) — QUa) ” 
por definición de derivada. 

Luego: El residuo de la función racional en un recinto cualquiera es 
la suma de residuos en los diversos ceros de Q (2) contenidos en él; y st 
estos ceros son simples, los residuos se pueden calcular mediante la fórmu- 


la anterior, que es la empleada para la descomposición en fracciones sim- 
ples ($ 64-4, a). 


k = 





7. La integral de Cauchy. — Si f(z) es regular en el inte- 
rior de un circuito C y también en su contorno C (es decir, 
monógena en un recinto que contiene en su interior a C), su 
integral a lo largo de C es, como sabemos, nula. La función 
más sencilla que se deduce de f(z) con un punto singular a 
interior a C es f(z)/ (z —a), y ocurre inmediatamente calcu- 
lar su residuo que es (salvo el divisor 211) el valor de la in- 
tegral: 
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[115-15] f f(e) a -Í fC) ie, 


2—0 z— 4 
siendo c una circunferencia de centro a contenida en el recinto, 
recorrida en sentido positivo. 

Si el radio r de c es suficientemente pe- 
queño, el valor de f(z) sobre c, diferirá 
de f (a) arbitrariamente poco, por ser con- 
tinua en a, es decir: 


1(2) = f(a) + 5(2), con |5(z)| < e, 
luego, integrando sobre s, se p 














( no dz a f (a) S oT e 
Ef 20 az : Fig. 417. 


cl primer sumando es igual a f (a)2xzi y el módulo del segundo 
(S 115-5) es inferior a (e/r)2nr = 21€, luego, la integral 
[115-15] tiene un valor que difiere de f(a). 21 arbitraria- 
mente poco; y como ese valor es independiente de r, vale exac- 
inmente Í(a).2x1. 

Tenemos así este resultado importante: 


1 a 
[115-16] ap -de = f(a). 

Tal es la integral de EA base de su teoría de las fun- 
ciones analíticas. Si llamamos t al punto variable de contorno 
y z al punto interior que figura como parámetro, adopta el 
lcorema esta forma: 

Toda función f(z) regular en un dominio simplemente co- 
nexo de contorno C, puede expresarse, en cada punto interior 
z, por la integral sobre C en sentido positivo: 


| > lp f() 
[115-17] sl. E dl. 








NoTAS: 1. La importancia de este resultado capital, merece algunas 
aclaraciones, 


Si f(z) no es regular en todo el interior de C, la fórmula pierde su 
validez. Sea, por ejemplo, £(z)= 1/2 y forme- 


y mos la integral a lo largo de la circunferen- 
cia c de centro O: 
1 dé 


“2ni Je t(t—2) = 


ato E 


1 
— 1) = 
=  (—1)=0, 





en vez de resultar 1/2 como quizá podría cs- 
Fig. AIR. pernrse. 
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Si z es exterior a c se obtiene —1/z2. He aquí, pues, una expresión 
integral que define dos funciones distintas: Esto sucede también con toda 
integra] de CAUCHY cuando f(z) es regular, pues coincide con f(z) en el 
interior y es nula en el exterior. 


Sea, análogamente, f(z)= 1/2 y hagamos la descomposición: 





1 A B C 
RE = A EE 
E (t— z) t i t © =z ? 
donde es: 
A z — t , B = — pia , C | , 
ž z 2 


y la integral de CAUCHY vale también cero en el interior del círculo de 
centro cero, por ser B + C= 0, mientras qne en el exterior es —1/27. 
Sea, por último, f(2)=1/(z* —1). Efectuaudo la descomposición: 


1 A B C 

ŒL Gea T Lr t TET t foe ’ 
dedúzcase que la integral de CAUCHY 
a lo largo de un circuito que conten- 
ga en su interior los puntos = 1 yz 
vale A + B + C=0, pero si el circui- 
to incluye los puntos 1 y z y excluye 
cl —1, resulta (—1/2) (2 + 1) sobre es- 
te último circuito y para puntos z ex- 
teriores la integral vale 1/(2— 22). 

Nuevamente vemos una expresión 
que define dos funciones distintas. 





Fig. 419. 


2. Teorema del promedio. — Si 
f(z) es regular en el punto a, es decir, 
monógena en un entorno del mismo valor, el valor f(a) viene expresado 
por la integral [115-16] a lo largo de la circunferencia C que lo limita. 

Adoptando como variable el argumento q, es: 


2z¿—a=re 0, de=vieb , 


y resulta: 
1 “2 
£(a) = - =f f(e)dọ (Gauss, 1839), 
21 0 


fórmula que enunciaremos así: 


El valor que una función f(z) regular en 
un circulo toma en el centro del mismo, es el 
promedio de los valores que toma en la circun- 
ferencia. 

Como corolario inmediato resulta el teo- 
rema del módulo máximo ($ 114-6). Fig. 420. 





8. Integrales de tipo Cauchy. — Hemos visto con ejemplos 
del $ 115-7, nota 1, que las integrales de tipo CAUCHY pueden 
expresar funciones F (2) muy distintas de la f(t) que figura 
en el integrando, es decir, al tender z hacia un punto t de con- 
torno, no tiende en general f (z) hacia f(t), si falta alguna de 
estas dos condiciones, el arco de integración es un circuito y 
f(t) es regular en todo el dominio que limita. Estudiemos, en 
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general, las funciones definidas por integrales de tipo CAUCHY 
sobre un arco rectificable -: 


[115-18] F(z) = a dt , 
suponemos que f(t) está definida y es continua en el arco 
abierto o cerrado 7 y, por tanto, tiene sentido la integral para 
todo z no situado sobre el arco. Formemos el incremento 
F(z)— F (zo) a partir de [115-18]; y resulta, sacando fuera 
del signo la diferencia z — Zo, que no depende de t, la siguiente 
expresión para la razón incremental: 


aF _ F(z)— F(z) _ Ft) 

AZo Z — Zo - (t— z) (t— zı) 
Esto vale para toda función regular, por ser expresable por 

su integral de CAUCHY. Veamos ahora que la derivada de F(z) 


en Zo es decir, el límite [115-19] para z — Zo, se obtiene sen- 
cillamente haciendo z = zo en la integral, es decir 


: f(t) 
115-20 F’ = e 
[115-20] G) = f giaj 
En efecto, la diferencia entre ambas, restando los integran- 
dos y sacando el factor 2— zo es: 
AF 
La — Plea) = (e—a) f 


AZo 


[115-19] dt. 


dt. 


f(t) E 

) (t — Zo) z 
y como el integrando está acotado, según puede comprobar el 
lector con razonamiento análogo al que haremos en § 115-10, 


y el incremento 2 — Zo > 0, queda demostrado [115-20], y re- 
sulta : 


dt , 


Toda función expresada por una integral de tipo CAUCHY 
es regular fuera del arco de integración. Si el arco divide al 
plano en dos o más recintos, resultan otras tantas funciones 
distintas. 


9. Definición de funciones regulares mediante integrales. — 
a) Las integrales del tipo CAUCHY y la obtención de la deri- 
vada [115-20] de la función regular [115-18] que representan, 
son caso muy particular del siguiente teorema general: 


TEOR. 1. Sea p(z,t) una función de dos variables comple- 
jas z, t, donde z pertenece a un recinto G y ta un arco ele- 
mental r, en tal forma que para cada valor de t sea p(z, t) 
regular en G y para cada valor de z sea p(z,t) función con- 
tinua sobre 7, uniformemente acotada respecto de G; entonces 


F (2) = Pot, £) de 
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es función regular de z en G y su derivada se calcula derivando 
bajo el signo integral, es decir 


F (2) = IKACDES 
Sea C un circuito en G. Por [115-17] es 
Ls E (é, t) 
Fe) = f plata = yzf f Pe, 


donde vamos a probar que es conmutable el orden de integración. 
En efecto, cada una de esas integrales puede expresarse por 
[115-1] mediante integrales con integrandos reales continuos, 
respecto de los cuales puede conmutarse la integración reite- 
rada (§ 86-2, teor. 2). Por tanto: 


FO = if E S ena az. 


2xi 





La última integral de CAUCHY representa una función re- 
gular (§ 115-8) y a su derivada, obtenible por [115-20], se le 
puede volver a aplicar el procedimiento anterior, resultando 


i FO „1 de e 
Ol, q rl, q S 1608 — 


= plé t)dg 
Š 27) e an f otat ; 


como queríamos demostrar. 





NoTAs: 1. Una vez más observemos la gran simplicidad que intro- 
duce en los métodos de cálculo la monogeneidad: para la derivación no 
es preciso asegurarse ($ 86-2, teor. 3) de la continuidad de la derivada 
qp»(2,t) como en el campo real; basta la de q (z, t). 


2. Análogamente: 


TEOR. 2. Si tenemos una serio (sucesión) de funciones regulares en 
un recinto G; unifarmemente convergente sobre todo contorno simple 
cerrado C perteneciente a G, entoncea la función suma (límite) es regular 
en el recinto G y derivablo término a término (cfr. $ 85-2). Pues por re- 
ducción a integrales renlos según [115-1], in serio será integrable término 
a tórmino sobre (C ($ 85-1), con remultiilo nulo ($ 115-2, c), por lo que 
su suma Rorá regalar on G (leor, de Morera). Expresada ésta mediante 
in integral de Caneny [115-17], sigue del mismo modo por [115-20] su 
derlvibllidnd léradoso a término, 


a, J0L teorema 1 puede extenderse al caso en que 7 es un arco recti- 
Sienblo y lnmubión a dntegrales impropias (iutegrando no acotado o ca- 
mino de Inteyrarión 7 infinito), siempre que las condiciones de hipótesis 
so verifiquen nobre hi parte del camino de integración que quede por ex- 
elunlón del mmtientorio del punto singular considerado, al definir (§ 80-1) 
In integent bhopropin y, ndemás, in convergencia de ésta sea uniforme 
(8 80.3) renprelo del recinto G (teor, 2). 

También en elerta Ja eonelusión sì q (z, t) es sólo función integrable 
(R) o inlegrable (1) srenpecto de £, siempre que p(z, t), además de ser 
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regular respecto de z, se conserve acotada sobre T uniformemente res- 
pecto de G (teor. 2). 


EJEMPLOS: 1. Si f(t) es acotada e integrable en el intervalo real 
(a,b), entonces 


b 
F(z) = n f (t) cos zt dt 


es una función regular en todo recinto acotado del plano z. 


2. La función Gamma (nota VII, a) definida mediante la integral 
euleriana 


n 
T(z) = i. et tel de 
0 


es regular en todo el semiplano R (z) > 0. 


3. Nada podremos afirmar sobre la regularidad de la función dada 
por la integral 


F(z) = fo dE, 


por no converger uniformemente en ningún recinto del plano z (aunque 
sí converja uniformemente en ciertos intervalos reales). 


on 
4. La función ((s)= 3 n* es regular para R(s) > 1, pues la serie 
n=l 
es uniformemente convergente en todo recinto acotado de dicho semiplano. 
5. Aunque la serie Y2"/n? sea uniformemente convergente en |z |< 1, 


no representa una función regular sobre |z|=1, ni es derivable ahí 
término a término ($ 43-1, ej. 8). 


b) Expresión de las derivadas sucesivas. — Aplicando el 
teorema 1 a [115-18], y así sucesivamente, se obtiene: 
F(2)=2f - fO ato, Fee) = 31[ ¿20 at 

r (t — 2o)’ i Je (E 2o)* a 
y en general 
[115-21] F™ (z) = n! a i 
T (t — zo)" : 


para todo zo no situado sobre el arco 7, es decir: 


TEOR. 3. Toda función representada por una integral tipo 
CAUCHY [115-18] es indefinidamente derivable y las derivadas 
sucesivas se obtienen derivando bajo el signo integral respecto 
del parámetro z. 

En particular, como toda función regular en un recinto es 
expresable por su integral de CAUCHY, se obtiene este teorema 
importante: 


TEOR. 4. Toda función regular en un recinto G admite en 
él infinitas derivadas, que pueden expresarse ast, para todo 
punto z interior a un circuito C contenido en G: 
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n! f(t) 
115-22 (n) a ES 
[115-22] A 
y, en particular, si la función es regular en el origen: 
po) = a S Caca. 


10. Monogeneidad en un recinto, y analiticidad. — Probare- 
mos (teor. 2) que los conceptos tan distintos en apariencia de 
analiticidad (desarrollo en serie de potencias) y monogeneidad 
en un recinto (existencia de derivada en cada punto), son idén- 
ticos. 


TEOR. 1. Toda función F(z) definida por una integral de 
tipo CAUCHY [115-18], siendo f(t) una función real o com- 
pleja continua en el arco de integración, es analítica, esto es, 
admite un desarrollo en serie de potencias 


[115-23] F(z) = $ OAS SCONE h = f r dé, 


en el interior del máximo círculo de centro O que no contiene 
puntos del arco 7. 


En los puntos de la circunferencia puede ser o no válido el 
desarrollo, según los casos. 


Más general, si a es un punto cualquiera exterior al arco 7 
y [115-18] se escribe así: 


F (2) = 
resulta el desarrollo : 


[115-24] F(z) = Qo + a (z — a) + a(z —a)! +.. 
con coeficientes 


[115-25] m= TO dt, 


A a) n+1 


válido en el interior del máximo círculo de centro a que no con- 
tiene dentro puntos del arco 7. 


f(t) 


Tu ea i 


DEM. DE TEOR. 1. Por división se obtiene la descomposición: 

1 1 z gana z" 

pe E ae 

y multiplicando por f(t), e integrando a lo largo del arco 7, resulta el 
desarrollo: 

[115-27] F(z) = 0 + az +... F ana HTa , 

siendo a, dadas por [115-23] y 


[115-28] T, (2) = f 





[115-26] 


Zit) 
P (2) 
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La condición necesaria y suficiente para la validez del desarrollo 
[115-23] que expresa la convergencia de la serie y su igualdad con F(z), 
es por tanto: 


lim T,(z) == 0 , 
NM y 
y el campo de convergencia y validez del desarrollo [115-23] está defi- 
nido por esta condición. 
_La acotación de T,(z) se logra 
así: 

Por ser f(t) continua en el ar- 
co r, es |f(t)| <M. Sea R>0 la 
distancia de O al arco 7 (fig. 421), es 
decir, la longitud del radio vector mí- 
nimo de origen O y extremo t situa- 
do en la curva*; por tanto, en todo: 
punto de ésta es |t| > R. 

Sea z un punto interior al círcu- 
lo de centro O y radio R, es decir, 
r=|z2|=R-—d, (d > 0). Como es 
|4! > R, resulta: 

tanl a like al> 
> R — (R—d)= d. 

El módulo del integrando es, na Pouar 
=p" ad 
que tiende a 0 para n—>%, por ser r/R <1; y como el arco r tiene 


longitud finita, resulta T,(2)—>0 para todo punto interior al círcuio de 
centro O y radio R. 





tanto, inferior al número 


EJEMPLO. Sea f(t)=¡tl en el intervalo (—1, +1). Se tiene: 


e 1t].de _ (ES tdt dE 
Dil t= 1 t— z 

| tdt 1 | 
+ y E = zln (1 a 


para todo z no perteneciente al in- 
tervalo (—1, 1). Demostrar que en 
cada punto 2=au de este intervalo 
hay una discontinuidad con salto 2:xa1. 





NoTA. Si el arco Tr es cerrado, 
Fig. 422. la integral define, fuera del arco de 
integración, no una función regular, 
sino tantas como regiones separa. 
Así, en el caso de la figura 422, resultarían tres funciones distintas. 


Vemos, pues, que el algoritmo integral del tipo [115-18] 
sólo engendra funciones que también pueden darse por series 
enteras, es decir, no amplía la familia de las funciones analí- 
ticas. Parece a primera vista que, mediante la combinación de 
funciones reales u(x, y), ví(x, y) que satisfagan a las ecuacio- 





Esto es, el mínimo de ln función continua que expresu ln dikftinela de Q oa un 
punto f, variable sobre el arco 7 (3% 28-65). 
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nes características [114-7], se logrará formar otras funciones 
monógenas no analíticas; pero habiendo demostrado su expre- 
sión por la integral de CAUCHY, que es del tipo [115-18], a 
todas es aplicable la conclusión anterior, y resulta este impor- 
tante teorema de CAUCHY como corolario del teorema 1: 


TEOR. 2. Toda función regular en un recinto es analítica 
en él, y en cada punto a se puede expresar por su desarrollo 
tayloriano [114-2], el cual es válido en el interior del máximo 
circulo de centro a, contenido en el recinto. (CAUCHY, 1831). 


De aquí resulta 


TEOR. 3. Los coeficientes a, dados por [115-25], tienen el 
significado de derivadas en el punto a, divididas por las facto- 
riales respectivas, quedando así demostrada la unicidad del 
desarrollo en serie de potencias. 


11. Ceros y teorema de identidad. — El punto a es cero de 
f(z), cuando es regular, y el valor que en él toma la función 
es f(a)=0*. Obsérvese que no basta la anulación para con- 
siderar como cero al punto a; exigimos la monogeneidad en 
todo un entorno. 


EJEMPLO 1. La función f(2)= ze-1/=, f(0) =0, es regular en el semi- 
plano x > 0, incluído el punto z = 0, en el cual es monógena, pues 


S = en = el/z > 0 para 2>0 en el semiplano. 


Además f(0)= 0, pero este punto z = 0 no es un cero de f(z) por 
no ser ésta regular. Basta, en efecto, observar que si z—>0 por la iz- 
quierda, f (2)> œ. 


Según $ 115-10, teor. 2, el desarrollo en serie en el cero a 
será de la forma f(z) =an(z—a)”+..., si es am el primer 
coeficiente no nulo, y este número natural m se llama orden 
del cero (cfr. $ 38-6). 

Como es 4, =1" (a) /m! resulta: 


TEOR. 1. El orden de un cero es el índice de la primera 
derivada que no se anula en ese punto. 

Sacando (2— a)” factor común, la expresión de la función 
en el entorno del cero a es: 


[115-29] f(z) = (z —a)” [an + Om. (2—a)+...], 
con am0 , 
es decir: 


TEOR. 2. Condición necesaria y suficiente para que a sea 
cero de orden m es que f(z) tenga la expresión 








* Nótese la diferencia de estas nociunes con las homónimas cn el campo real (§ 26-2). 
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[115-30] f(z) = (z—a)” (z) , 


siendo p(z) regular en a y q(a) 40. 

Cabe todavía la duda de si existirán ceros de orden infinito, 
es decir, tales que el desarrollo en serie en un entorno del mis- 
mo tenga todos sus coeficientes nulos. En tal caso la función 
es nula en todo el plano; y resulta: 


TEOR. 3. Si f(z) 0, todo cero tiene orden finito. 

Además, si a es un cero de orden m, es decir, se verifica 
[115-30], como por la continuidad de (z) será (z) 0 en 
un entorno de a, y tampoco se anula al otro factor, en dicho 
entorno no hay más cero que a. Resulta: 


TEOR. 4. Si f(z) 0, sus ceros son puntos aislados. 
Como consecuencia importante resulta: 


TEOR. 5. TEOR. DE IDENTIDAD. — Si dos funciones regula- 
res en un recinto G tienen valores iguales en infinitos puntos 
del mismo, que tienen un punto de acumulación a interior a G, 
coinciden en todo su campo de existencia. 

Pues, siendo ambas regulares en el punto a de acumulación 
de los infinitos ceros de su diferencia, también lo es ésta, luego, 
resulta idénticamente nula. 


EJEMPLO 2. La función sen[1/(1—-2)] tiene dentro del círculo unidad 
los infinitos ceros 1—-(1/kr), (k=1,2,...), sin que sea idénticamente 
nula. 


Consecuencia inmediata del teorema de identidad es: 


TEOR. 6. Si una función de variable real es prolongable 
analiticamente al campo complejo, lo es de un solo modo. 

Por tanto, las prolongaciones al campo complejo, vistas en 
$ 45-3 para las trascendentes elementales, son las únicas ana- 
líticas. 


12. Obtención de la función analítica completa por prolon- 
gación. — Insistamos una vez más en la admirable simplicidad 
que lleva consigo la existencia de derivada en cada punto de 
un recinto. En el campo real son categorías distintas, cada vez 
más restringidas: funciones derivables, funciones con derivada 
continua, funciones con derivadas sucesivas, funciones analíti- 
cas, es decir, desarrollables en serie de potencias. En cambio, 
en el campo complejo todas estas categorías se funden en una 
sola. 

Lo importante en una función analítica está en las propie- 
dades intrínsecas de la correspondencia por ella definida en el 
sentido de CAUCHY-RIEMANN-DIRICHLET ($ 114-1, c) y no cn 
su expresión accidental, que puede tener formas muy diferen- 
tes para una misma función. Cada una de estas formas puede 
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dar la representación de la función en recintos parciales al de 
definición, y en cambio una misma expresión puede represen- 
tar funciones distintas en recintos distintos ($ 115-7, nota 1). 


Pero dada una correspondencia analítica definida en un 
cierto recinto, se presenta en seguida el problema de si existi- 
rá un recinto mayor que comprenda al dado y en el que pueda 
establecerse una correspondencia también analítica tal que la 
primera sea en el recinto primitivo caso particular de la se- 
gunda, es decir, se presenta el problema de si la corresponden- 
cia o función dada puede prolongarse analiticamente. 

La prolongación analítica se basa en el siguiente principio: 
Dadas f.(2) y f.(2) funciones respectivamente analíticas en 
los recintos D, y Dz ($ 64-5) de intersección no vacía, donde 
sea f.(2)= f.(2), entonces se considera la correspondencia f (z) 
definida ya por fı (z), ya por fə(z) en el recinto suma D; ~ D: 
como una sola función analítica, siendo f(z)= fı(z) en D, y 
f(2)=f.(2) en D.. La función 1,(2) es la prolongación ana- 
lítica de f.(2) en D,, y fo(2) es la prolongación analítica de 
f.(2) en Do. El proceso es, por lo tanto, reversible y tiene senti- 
do al ser único, es decir, en la parte del recinto Da no pertene- 
ciente a D, o bien no existe ninguna función o bien existe sola- 
mente una f(z) que sea analítica en D., y coincida con f, (2) en 
la parte común D, ^- D; a ambos recintos; la unicidad del pro- 
ceso se deduce del teorema de identidad de las funciones ana- 
líticas (§ 115-11, teor. 5). Las funciones fı(z) y fə(z) se lla- 
man representaciones parciales o elementos de la función f(z), 
aunque se llame elemento por antonomasia a la serie de po- 
tencias que la representa en el entorno circular de un punto 
(S 114-1, b) por ser el empleado por WEIERSTRASS para fun- 
dar la teoría. Si reiteramos el proceso visto en $-114-1, b, se 
obtiene lo que se llama una cadena de círculos y la importan- 
cia fundamental de este método de prolongación analítica, de 
aplicación práctica muy reducida para conocer efectivamente 
la función prolongada, radica en el hecho de que todos los va- 
lores de la función obtenibles por cualquier método de prolon- 
gación, pueden obtenerse también mediante una cadena de 
círculos. Si un nuevo círculo resulta tangente al anterior, ello 
indicará que el punto de contacto de ambas circunferencias de 
convergencia es punto singular ($ 117-1) de la función. Si se 
da el caso que la prolongación es imposible en todas las direc- 
ciones a partir del elemento circular inicial (tal para las fun- 
ciones de $ 114-1, nota), se dice que la circunferencia de con- 
vergencia de dicho elemento inicial es su frontera natural; la 
función no podrá definirse en el resto del plano complejo y la 
parte exterior al círculo inicial se llama espacio lagunar de 
la función. Las mismas denominaciones se aplican al caso de 
un recinto fuera del cual la función no es prolongable. 
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Cuando f(z) está dada por una expresión que la define en 
un recinto, donde es monógena, excepto en curvas que lo divi- 
den en dos o más recintos, no diremos que estos circuitos son 
líneas singulares, sino simplemente que en cada recinto está. 
definida una función. Tal sucede, como hemos visto, con la in- 
tegral de CaAUCHY [115-17], que define dos funciones, la f(z) 
y la función nula, sin que la curva divisoria sea singular para 
ninguna, pues la segunda es prolongable a todo el plano y tam- 
bién la primera en muchos casos; solamente cuando no lo sea 
resultará el circuito línea singular de ella, pero no de la otra. 


Enunciado intuitivamente, el problema de la prolongación 
analítica busca el recinto máximo en que la función dada puede 
continuar siendo analítica; dicho recinto máximo puede cubrir 
más de una vez (hasta en número infinito numerable) el plano- 
esfera ($ 114-5), como veremos al tratar las funciones multi- 
formes ($ 116-4). 


Se emplea el nombre de función holomorfa (que significa 
forma entera) como sinónimo de regular (8 114-3), uniforme 
y con valor siempre finito, y así lo haremos dando, en cambio, 
este significado más amplio: 


Función analítica completa es la función monógena dada 
inicialmente en un recinto y constituída por el conjunto de los 
valores funcionales correspondientes a todos los puntos regula- 
res pertenecientes a los sucesivos elementos que pueden obte- 
nerse unos de otros por prolongación analítica. A esos puntos 
regulares, muchos autores suelen agregar los polos ($ 117-1, b) 
y singularidades algebraicas ($ 116-4, nota 2) que se presen- 
tan siempre aisladamente y a lo más en infinidad numera- 
ble, para formar así el campo de existencia de la función ana- 
lítica, cuya, frontera forman los puntos singulares esenciales 
($ 117-1, b). 


EJEMPLO. El logaritmo es funeión analítiea aunque tiene los puntos 
singulares z = 0, z = 0%, En cambio, de eada funeión definida en $ 114-1, 
nota, no diremos que son analítieas en todo el plano, pues no son prolon- 
gables fuera del eírculo unidad y, por tanto, los puntos exteriores no son 
regulares ni singulares, pues la función no está definida en su proximi- 
dad, condieión neeesaria para que un punto pueda llamarse singular. 


Así se concibe la función analítica como un todo y su con- 
cepto está íntimamente ligado a la clase de conjunto en que se 
estudia la correspondencia, es decir, a conjuntos que forman 
recinto (8 64-5). Las funciones que aún siendo monógenas, de- 
finidus o prolongadas (por algoritmos o convenciones adecua- 
dan) en conjuntos que no forman recinto, no gozan ya de lis 
propiedades fundamentales estudiadas en la tcoría de las fun- 
menes amilditicas (nota IV). 
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EJERCICIOS 


1. Aplieando el teorema de CAuUCcHY ($ 115-2, c) a 


i £” dz j 
C % 


siendo C el contorno de la región del plano 2=".eP dada poz 
0<0S<TS<SR ,0<pqxs<xa , 
y haciendo luego ->0, R > 00, hallar: 


© seng x 
—— dg = -_-. 
0 % 2 


2. Aplicando el teorema de CaucHY ($ 115-2, c) a 


f eaz 3 
c 


siendo C el contorno del seetor del plano z=r. eî? dado por 
0<Tr<R , 0< 9 <0osal , 
ye = 
y teniendo presente que f e- dt = Atg 87-3), hallar las igualdades: 
0 


2 -x2 cos 2 2 Va 
e-x1 cos 2a eos (e* sen 20) dr = cosa , 
0 








s -x2 ços 2 2 — Va 
; e-x1 cos 2a sen (x? sen 20) dr = J seno , (0<a<x/4), 
que para a =x1/4 dan las integrales de FRESNEL (§ 87-4). 
3, Caleulando [ e-2 dz sobre el eontorno del rectángulo |æ] <p, 
c 


0 < y < ña, (z= x + iy), y haciendo p > œ, hallar: 


00 


p 00 
er? eos ax de = e 9/4 Vx , f e-2? sen ax de = 0. 
— 00 —-00 


0< ys 3a, (2 =x + iy), y haciendo p > œ, hallar: 
00 
f e-(ardiad de = Va , 
—00 
y de aquí dedueir los resultados de ejereieio 3. 


5. Integrando e+05z/ (e27: — 1) 
sobre el reetángulo de vértices 0, 
R+: R, R+21, 1 endentado en 0 y en 
i (fig. 423) y haeiendo R=— o, 
probar que 








cara — 1] 
a 1 ea +1 1 
4 ea—l — 2a 


Fig. 423. 
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6. Demostrar que: f(z) es regular en el semiplano y >0, 
(z =x + iy), con excepción T un número finito o infinito numerable de 
puntos singulares Zı, Z» ..., que no se acumulan a distancia finita y los 


supondremos ordenados por módulos no decrecientes, con residuos Ti, Tos 
..., tales que Er, converge; si f(z) es regular en y=0, y existen 
M>0, e >0 y H>0, tales que |f(2)| < M/|z|t*e, para |z|>H, 
y > 0; entonces existe la integral y es: 


E f(x)dx = 2xi y Ta» 
—D 


=1 


7. a) Como easo particular del ejercieio 6, probar que si R(x) es 
una funeión racional dada eomo eoeiente de polinomios P(x)/Q(x) con 
denominador sin eeros reales y con grado >+JgrP(x)! +2, es 


on 
R(x)dex = 2)", 
— f 


donde Xr, es la suma (finita) de los residuos de los polos de R(xw) en el 
semiplano y > 0; b) Aplicar este resultado para calcular: 


e de o ade 
AS Da aso Ta Ade: 


p 
o (1 + x°)"” 


K = 


8. Calculando 


ze'” 


Jl ja? 
sobre el contorno del semicírculo |z| < R, y > 0, hallar 
© sena No 
o P+xo Grs 2%” 


9. Demostrar que si f(z) es regular en |z—a|< o es 
2r . : 
f'(a) = S R[f(a + re?)]e Pdp , O<r<0e , 
0 
donde R(w) indica la parte real del complejo w. 


10. Aplicando el teorema 2 de § 115-9, probar que la serie 
o) 


S --=1(2) 
n 


n=1 


donde se toma la determinación principal de n* ($ 45-83, d) representa 
una función (llamada función zeta de RIEMANN) regular en un recinto 
que contiene al semiplano «> 1, (2=x + iy). 
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S 116. FUNCIONES MULTIFORMES 


1. Función logarítmica. — a) Vimos en $ 45-3, c, que como 
consecuencia de la periodicidad de la función exponencial z = e“ 
on el campo complejo, es el logaritmo 


[116-1] w=lIln2R , (2=2x+%, w=u-+tv) , 
una función multiforme con infinitas determinaciones: 
[116-2] w = Inz = Lnz + 2kmi , (k=0,+1,+2...), 
siendo la determinación principal 
[116-3] Lnz = Ln|z!| +i Argz , 
(Ln |z] real; — x < Arg z < <1) 
y las demás 
[116-4] Inz = Ln z;+ iargz , (argz = Arg z + 2kx). 


Si z recorre una curva, cada uno de los infinitos puntos ho- 
mólogos Wi, Ws, ..., que resultan en [116-2] para distintos 
valores de k, engendra una curva, y todas ellas son congruen- 
tes, pues resultan de trasladar una cualquiera de ellas parale- 
lamente al eje v. Si el punto z vuelve a la posición inicial re- 
corriendo una curva cerrada que no encierre en su interior el 
origen, el argumento final coincide con el inicial y, por tanto, 
cada una de las curvas homólogas se cierra con independencia 
de las demás. Pero si z da una vuelta en torno de 0, es decir, 
si el argumento final difiere del inicial en 2x, entonces la 
curva engendrada por cada valor de w no se cierra en el mis- 
mo punto; la curva iniciada por w, termina en wsx; la iniciada 
por w, termina en w, ete. Si la curva engendrada por z da 
dos vueltas en torno del origen, la permutación de valores de 
w se verifica pasando 10, a 13, 10, a 104, etc. 


b) Este comportamiento de la función logarítmica se ex- 
plica fácilmente definiéndola (efr. $ 54-1, nota 3) por: 


de 


[116-5] w = lnz = y 
T(1l, 2) E 


donde 7(1,z) es un arco elemental (§ 115-1) de origen 1 y 
extremo z, que no pasa por el origen. 


En cada recinto abierto simplemente conexo R del plano 2 
que contenga al punto 1 y excluya el 0, [116-5] representa 
(S 115-4, a) una función regular uniforme, cuyos valores es- 
tán entre los de [116-2], pues como R contiene un segmento 
del semieje y = 0, x > 0, es aplicable el teorema 6 de $ 115-11. 
Considerando en cambio el recinto 2340 y todos los caminos 
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7(1,2) en él es [116-5] multiforme; por ejemplo, para los ca- 
minos 7, y 72 de figura 424 es ($ 115-6, a) : 


ue f $f Ee f Eoi. 


Para tener la determinación principal [116-3] debemos con- 
siderar los caminos 7(1,2) que no corten al semieje real ne- 





Fig. 424. Fig. 425. =- k= 2 Far 


gativo y = 0, x < 0, o sea, contenidos en el recinto simplemente 
conexo que resulta mediante el “corte” o supresión de dicho 
semieje del plano z. Los puntos z < 0 se consideran accesibles 
desde el segundo cuadrante pero no desde el tercero (cfr. 
—a<Argz< a en [116-3]). 

Con demostración anéloga a [116-3] se ve que las demás 
determinaciones, [116-2] con k +0, se obtendrán para cami- 
nos r(1,2) que dan |k| vueltas en torno de cero en sentido 
positivo o negativo según sea k >0 ók <0. Más precisamen- 
te, será k igual a la diferencia entre el número de veces que 
r(1l1,z) atraviesa el “corte” del segundo al tercer cuadrante me- 
nos del tercero al segundo (fig. 425). 


c) Para evitar las distinciones de casos a que obligan las 
conclusiones de a) o de b), y poder utilizar las ventajas de la 
uniformidad, tuvo RIEMANN la ingeniosa idea de concebir el 
plano múltiple (o superficie de RIEMANN), que en este caso 
constará de infinitas hojas, una para cada valor de k. A lo 
largo del corte efectuado sobre el semieje real negativo, cada 
borde superior (segundo cuadrante) de una hoja k se consi- 
dera unido con el borde inferior (tercer cuadrante) de la hoja 
siguiente k +1. 

En la definición [116-5] el camino de integración r(1,2 
parte siempre del punto 1 situado en la hoja k =0 correspon- 
diente « la determinación principal. Para el camino de la fi- 
gura 425 pasamos sucesivamente de la hoja k= 0a lak 1, 
de ésta a la k =0 y finalmente de ésta a la hoja k 1, donde 
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entonces queda situado 2; para este camino, la integral [116-5] 
da 
LInz 320, 


y lo mismo para cualquier camino de extremo z en la hoja 
k=1. Un punto P de la superficie de RIEMANN de M z, no 
queda ya determinado por el valor de 2 4 0 solamente, es pre- 
ciso conocer, además, la hoja k a la cual pertenece: pondre- 
mos P(z|k). Con este convenio es mz función uniforme de 
z en la superficie de RIEMANN. Por consiguiente, al recorrer z 
una curva cerrada en la superficie de RIEMANN, recorre w una 
curva también cerrada (cfr. a). 


NoTAS: 1. La manera como se consideran “unidos” los bordes de las 
diferentes hojas indica cuál es la topología que convendrá introducir en 
la superficie de RIEMANN S de Inz mediante una oportuna definición 
de entornos de sus puntos P(z.]|k), z.+0. Si zo no es real negativo, 
entorno E(P) será todo conjunto de puntos de S: (z|k) cuando z varía 
en un conjunto abierto del plano z, que contiene a 2. y excluye al semieje 
æ <0, y=0. Si es z2o< 0, entorno E(P) será todo conjunto de puntos 
de S: (z|k +£) cuando z varía en un conjunto abierto del semiplano 
æ <0 que contiene a Zo y es e= 0 ó e = 1 según sea y > 0 ó y<0. 


2. La topología considerada en nota 1 es (equivalente a) la más 
débil (llamando así a la que tiene menos conjuntos abiertos, menos con- 
juntos cerrados, más sucesiones convergentes, Cap. XVIII, nota I, b) de 
las que hacen ln z continua en la superficie de RIEMANN con z #0. De 
igual manera se caracteriza una topología en la superficie de RIEMANN 
de una función multiforme continua cualquiera f(z). 


3. En cualquier entorno del punto z = 0 del plano z, se pueden tra- 
zar caminos que en la superficie de RIEMANN van de una a otra cual- 
quiera de sus hojas. Por esta razón z = 0 se llama punto de ramificación 
(en este caso de orden infinito) de la superficie de RIEMANN. Lo mismo 
ocurre con cualquier entorno del punto z = œ del plano z, o del plano- 
esfera complejo z ($ 114-5). Como no hay otros puntos con la misma 
propiedad, tenemos: La superficie de RIEMANN de Inz cubre infinitas 
veces el plano-esfera complejo y tiene los únicos puntos de ramificación 
2=02=0, 

4. La delimitación y numeración de las diferentes hojas es pura- 
mente convencional. Nada impide reemplazar el corte a lo largo del se- 
mieje real negativo por otro cualquiera, recto o no, que una los puntos 
de ramificación (nota 3) 0, 00; por ejemplo, el semieje real positivo, o un 
semieje imaginario. Hemos elegido el corte, o sea, la delimitación de ho- 
jas, de modo tal que pertenezcan a la misma hoja todos los valores de la 
determinación principal [116-3]. 


d) Para estudiar la distribución de valores de la función 
w=lInz al variar 2 en el plano múltiple de RIEMANN, obser- 
vemos que poniendo 2 = reir, w =u+%, (r>0, q, u, v rea- 
les), de 2 = ev ó r. ep = ertir = en el” resulta 

r= e" , p=% , 


y entonces: 


dı) A cada circunferencia r=C (— œ < ọ < œ) del pla- 
no 2, corresponde una recta “vertical” u= Ln C del plano w, 
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que al crecer el radio de 0 a a (0<r=C< œ), se des- 
plaza “hacia la derecha” barriendo una vez el plano w 
(—o<u=IlnC<+o0o); 


də) A cada rayo p=c (0<r< œ) que parte del origen 
O del plano z, corresponde una recta “horizontal” v= c del 
plano w. Cuando aquel rayo barre una vez el plano z (excluí- 
dos 2=0, 2 = 0), al crecer p de —rax (—a<qp=c<x, 
determinación principal Arg 
z del argumento), esta recta 
“Sube” barriendo sólo una 
franja horizontal: — x < 
<v<x, de anchura 2x, del 
plano w (franja de la deter- 
minación principal del loga- 
ritmo). A cada cuadrante III, 
IV, I, II del plano z corres- 
ponde una franja menor (de 
anchura 31), III’, IV’, Y, IF, Fig. 426. 
como indica la figura 426. 





d) Si dejamos de lado la restricción — x < c <x (es de- 
cir, consideramos cualquier determinación de arg z), al crecer 
c de — œ a œ, el rayo móvil barre infinitas veces el plano z. 
A cada barrido completo corresponde el de una franja hori- 
zontal de anchura 2x en el plano w. Cualquier rayo y=h 
puede fijarse como límite de barridos sucesivos del plano z 


A ome a a e e a m a -e aer qer ~er mme m m e 








Franja de la 
determinación 
principal 


k=0 
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(cfr. nota 4). Para h =q el límite será el semieje y =0, 
x <0, elegido en b como corte o delimitación de hojas en el 
plano múltiple de RIEMANN; en tal caso, una de las sucesivas 
franjas que en conjunto cubren una vez el plano w es la co- 
rrespondiente a la determinación principal del logaritmo (cfr. 
d) y a la hoja k=0 (cfr. c) de la superficie de RIEMANN, 
y las demás franjas corresponden a las demás hojas k= = 1, 
+2... (fig, 427). 


EJEMPLO. Los puntos del rectángulo a<u<b, c<v<d del plano 
w corresponden a los del sector de corona circular del plano múltiple z; 
e<r<e, c<o<d, que tendrá puntos superpuestos en el plano z si 
y sólo si d— e > 27. 


NotTA 5. Si bien por d, a una circunferencia que barre una vez el 
plano 2 (salvo 2 =0 é 0) corresponde una recta vertical que barre una 
vez todo el plano w, debemos observar que a cada punto de una circun- 
ferencia corresponden infinitos puntos de la recta vertical correspon- 
diente. Por ejemplo a los puntos P(z=1|k) (k=0, +1, +2, ...) su- 
perpuestos en el plano z correspouden en el plano w los puntos P”, = 
= 2kxi (fig. 427). 

En cambio es biunívoca la correspondencia entre los puntos de la 
circunferencia 7 = C, —æ2 < q < %, de la superficie de RIEMANN, que 
es una curva abierta de longitud iufinita, y los puntos de la recta 
u=LncC. 


2. Funciones w = Vz y w = WÙYz. — a) Consideremos la función más 
sencilla z =w” cuya inversa 
n . ; 
[116-7] w = yz , con z= re , w= goet? 


no es uniforme. 
Como por [116-7] es (§ 19-2): 
[116-8] e= + yr ; 0=lp , 
a cada semirrecta (¢ = constante) que parte de O(z = 0) corresponden 
dos semirrectas opuestas a partir de O'(w = 0), según se tome en la 
segunda [116-8] por ejemplo ọ = Argz ó p = Argz +21. Las circun- 
ferencias de centro O(2=0) se transforman en circunferencias de cen- 
tro O’ (w = 0). , N , 
Cada punto w es correspondiente de un único punto z; en cambio, 
a cada punto z corresponden dos puntos w diferentes. Así, por ejemplo, 
los puntos simétricos respecto del origen: wı(g = 2, 0 = 30°) y w:(Q =2, 
@ = 210°) son correspondientes de un mismo punto: z(r= 4, ọ = 60°). 
Como en § 116-1, también ahora se pue- 
e den utilizar las ventajas de la uniformi- 
l 


y dad, mediante el plano múltiple de RIE- 
MANN, que en este caso constará de dos 

à hojas. 
Imaginemos que una semirrecta del pla- 
b no w =u+iv gire alrededor del origen, 


partiendo de una posición inicial coinciden- 

te con el semieje de las u positivas (que 

llamamos a'); la semirrecta homóloga del 

Fig. 428a. plano 2=x + iy girará alrededor de O, 
iniciando su giro en la posición a, coin- 

cidente con el semieje de las a: positivas (fig. 4284). Cuando la semirrecta 
móvil del plano w haya girado 1/4, su homóloga del plano z habrá gi- 
rado 1/2; cuando la primera llegue a confundirse con el semieje posi- 
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tivo v, la segunda llegará a confundirse con el semieje negativo w; en 
fin, cuando la semirrecta del plano w haya descrito el semiplano vu > 0, 
la homóloga habrá descrito ya todo el plano z (flechas simples de fig. 
428c; y fig. 4280); y la posición b' de la primera será la correspondiente a 
la posición b. Obtenemos, pues, una correspondencia biunívoca y continua en- 
tre el semiplano superior v > 0 y el plano z, si efectuamos en éste un corte 
rectilíneo a lo largo del semieje y =0, % > 0, considerando el borde a 
como homólogo del borde a’ y el borde inferior b como homólogo del b’. 


y a vay Hw)>0 (o 





lu)<0 


Fig. 428b. Fig, 428c. 


Pero si el rayo generador del plano w sigue girando en sentido po- 
sitivo y describe el semiplano inferior v< 0, desde la posición b' a la a, 
entonces, creciendo su argumento 0 desde x a 2x, el argumento del rayo 
homólogo crece desde 2x a 4x, es decir, engendra de nuevo el plano z 
dando una segunda vuelta en torno de O (flechas dobles de fig. 428c; y 
fig. 428b). Esta segunda hoja engendrada, y que se corresponde biunívoca- 
mente con el semiplano v < 0, la hemos dibujado aparte (fig. 428b, 211), para 
hacer más visibles sus relaciones; lo mismo que en la hoja I, es preciso con- 
siderar separadamente los dos bordes b y a inicial y final de esta hoja 
II que corresponden a los bordes b y a’ inicial y final del semiplano 
v <0. 

Construídas separadamente estas dos hojas, lograremos una corres- 

pondencia biunívoca y conti- 
nua entre los puntos del pla- 
no completo w y del plano 
doble z, superponiendo la ho- 10 
ja I sobre la II y conec- 
tando los bordes que corres- 
ponden a una misma semi- 
rrecta del plano w, es decir, 
a con a y b con b, tal cual 
se indica en los cortes nor- 
males representados en la 
figura 429, en la cual se 
han separado algo las dos 
hoias superpuestas, para 
mostrar más claramente la 
contextura de este plano de 
dos hojas. 


La correspondencia entre z y w es ya biunívoca, pues los puntos: 
w (g = 2, 80 =30°) y w:(ọ =2, 0 = 210°) son correspondientes ahora de 
dos puntos superpuestos, pero en realidad diferentes: uno zi (r=4, 
= 60°) situado en el plano I y el otro z:(r = 4, p = 420°) situado por 
consiguiente en el plano II. 

Al recorrer el punto w una curva cerrada que no corte a la semi- 
rrecta a', su homólogo z describe una curva cerrada contenida en uun 
sola de las hojas y, por tanto, divide a la superficie de RIEMANN en dos 
porciones, una finita de una hoja y otra iufinita de dos hojas, 





Fig. 429. 
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Si w recorre una curva cerrada que contenga en su interior el ori- 
gen, describe z una curva que da dos vueltas en torno de O, situada en 
ambas hojas, y que también divide a la superficie en dos porciones de 
dos hojas (cfr, $ 116-4, nota 3). 


b) Análogas consideraciones son aplicables a w= Wz, n > 2, pero 
ahora se tiene en lugar de [116-8]: 


[116-9] e=+Vr , 06=q/n , 


y de la segunda de estas relaciones sigue como en a), que un rayo que 
parte de 0O'(w—=0 y gira desde 6 =0 hasta 0= 2x, barriendo una vez 
todo el plano w, es homólogo de un rayo de origen O(z= 0) que al girar 
desde p=0 hasta q =2nx barre n veces el plano z. Entonces a un 
punto 2340 del plano z corresponden n puntos del plano w; la unicidad 
se obtiene sólo con respecto a los puntos P(z|k) (k=0,-1,..,n—1) 
de un plano n-ple o de n hojas, donde se pasa de una hoja a la siguiente 
(módulo n, $ 5-11) cada vez que se atraviesa en el sentido positivo de 
rotación una semirrecta (por ejemplo, y = 0, x > 0) de origen O(z= 0). 


NoTas: 1. La topología de la superficie de RIEMANN de Yz puede 


caracterizarse ($ 116-1, nota 2) como la más débil de las que hacen Yz 
continua en la superficie de RIEMANN. 


2. Los puntos z=0 y 2=00 del plano-esfera complejo 2 ($ 114-5) 
y sólo ellos son de ramificación ($ 116-1, nota 3) de la superficie de 


RIEMANN de Wz, que llamaremos de orden n— 1 por corresponder a n 
hojas *, y de ramificación simple para Vz. 


3, El corte a través del cual se pasa de una hoja a otra puede ser 
una curva simple cualquiera C que una los puntos de ramificación z= 0, 
z=00 (cfr. $ 116-1, nota 4). C define la delimitación de hojas. 


3. Función de Joukowski z = 3[w + (1/w)]. — Éste es uno de los 
ejemplos más sencillos de función racional no lineal, muy importante en 
Aerodinámica **, 

La función está definida en todo el plano w, y es finita en él, ex- 
cepto en los puntos 0 é œ. La hemos escrito en la forma z = f(w) por- 
que habremos de considerar su función inversa, que es biforme, como 
resulta de la ecuación: 


[116-10] w — 22w + 1=0 ; wz=z t£ Vzł—i , 
y solamente hay dos puntos de ramificación (comunes a las dos ramas 
de la superficie de RIEMANN; cfr., § 116-1, nota 3) 2=1 y 2=—-1, 


cada uno de los cuales tiene confundidos sus dos homólogos, por anular 
al discriminante 2? — 1. Para cualquier otro punto z, resultan dos valo- 
res de w, recíprocos uno de otro, como resulta de la ecuación [116-10]; 
por tanto, uno de ellos es interior a la circunferencia r=1 y otro ex- 
terior. 


La correspondencia entre ambos planos se obtiene fácilmente obser- 
vando que si es w = oe? , resulta: 


* Algunos autores, en especial alemanes, llaman de orden n al punto de ramificación 
de n hojas. 


** A una circunferencia C del plano w que pase por w = — 1l y contenga al punto 
w = 1l en su interior, corresponde en el plano z una curva en forma de ala, llamada 
perfil de JoUKowSKI, de modo que se corresponden conformemente los exteriores. Paru 
las distintas circunferencias C en las condiciones dichas, se tiene una familia de perfiles 
de JoUkowsSKI de donde puede elegirse uno que represente exacta o aproximadamente un 
ala dada, y utilizarlo en los problemas prácticos que plantea el estudio del flujo de aire 
a su alrededor. 
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z=gr + ly = EN o(cosó + RARE S (cos — isen) |, 


A ~>) sen ø 
A Q i 


Cada circunferencia ọ = const. del plano w corresponde a la elipse: 


2 =-, (o F a] cos? , y=- 


t a a a e pa da 

(e PLY + g? 2 — 
20 

A cada rayo 6— constante, corresponde la hipérbola: 


[116-11] 


[116-12] a ls E 


Cada par de circunferencias concéntricas, cuyos radios sean núme- 
ros recíprocos e y 1/0, dan como transformada la misma elipse [116-11]; 
y a la circunferencia o=1 corres- 
ponde como elipse límite el segmento 1 
(—1, +1), en el cual habrá que con- | 1 l | | | | 
siderar dos bordes; correspondiendo i 
al inferior a la semicircunferencia } ! H f t t } 
superior a' y al borde superior b | | | | | | 
la semicircunferencia inferior b. Si > ATA 
efectuamos en el plano z un corte 


| 
a lo largo de este segmento (—1, Ñ—E=+=== 7 
+1) —] 1 O 1 ¡ 


(fig. 430), obtenemos una co- 25 
rrespondencia biunívoca y continua } } 
con los puntos del círculo de radio 1. i | | -U l | | 
Puesto que cada dos puntos inversos lo 14 1 2 ! t 
w y 1/w tienen el mismo homólogo, trt ttrt 
resulta análogamente el plano z, con l l l | I | 
el mismo corte (—1, +1), como 
transformado del recinto infinito ex- 
terior a dicho círculo; correspondien- 
do al borde superior a la semicircun- 
ferencia superior a' y al inferior b la inferior b’. 


Uniendo estas dos hojas idénticas, de igual modo que lo están las 
dos regiones del plano w, es decir, a con a y b con b. obtenemos un 
plano doble, que es la superficie de RIEMANN correspondiente a la fun- 
ción estudiada. 

Dibuje el lector el re- 
tículo polar del plano w y 
su homólogo, como acaba- 
mos de indicar, pues en la 
figura se ha adoptado el 
cartesiano, que interesa más 
en Mecánica de flúidos. Las 
líneas y = constante son li- 
neas de corriente de un flúi- 
do que se desliza paralela- 
mente con un cilindro circu- 
lar sumergido en él; las lí- 
neas v= constante se lla- 
man equipotenciales; en las 


puntos w= ¿1 en que se 
anula la derivada, la velo- 
cidad es nula y se Ilapinn 





puntos de remitiisa (ig. 
Fig. 431. 431). 
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4. Caso general. — Aunque sale del plan general de este 
libro el estudio sistemático de planos riemannianos, procure- 
mos siquiera sacar algunas consecuencias de estos ejemplos, 
aplicables a otros. Si 2=f(w) es uniforme, hemos visto en 
$ 114-2, b, que los únicos puntos regulares + tales que en la 
proximidad de su homólogo la función inversa puede dejar de 
ser uniforme, son aquellos wo que anulan a la derivada, es de- 
cir, las raíces de la ecuación f’ (w)=0. El punto z» = 1(w,) 
que tiene al menos dos valores homólogos confundidos en to 
se llama punto de ramificación en el plano z, y son justamente 
tales puntos aquellos en que se ramifican las diversas hojas del 
plano múltiple extendido sobre el plano z, o en que se confun- 
den diversas ramas de la función inversa. 

Así, en la función w? su derivada tiene la sola raíz w = 0 
y el único punto propio de ramificación es el z = 0 (cfr. $ 116-2, 
nota). 

Para la función de JOUKOWSKI (Ss 116-3), su derivada es 
1 —(1/102), que se anula en los puntos w = += 1 y los corres- 
pondientes de ramificación son los z = + 1. Las dos hojas del 
plano doble deben cruzarse por una línea trazada entre ambos 
(por ejemplo, el segmento que los une), como indica la figura 
430, donde solamente se ha dibujado una hoja y el recinto ho- 
mólogo del plano w. La otra hoja, con el mismo reticulado, co- 
rresponde al círculo | w | < 1. 

La derivada de e” no se anula para ningún valor propio, 
pero cada punto z que tiende a 0, ó bien a œ, tiene sus infi- 
nitos logaritmos que tienden a confundirse con el punto w = 
en uno u otro sentido, y por eso las infinitas hojas se han co- 
nectado en una línea que une el punto 2 =0 con el 2= ». 

Definida la función analítica completa ($ 115-12) a partir 
de un elemento uniforme, la unicidad de la prolongación a lo 
largo de una misma sucesión de recintos rampantes (por ejem- 
plo, cadena de círculos), no obsta para que los valores alcan- 
zados a lo largo de dos caminos distintos puedan ser diferen- 
tes y aún más que el punto final del plano z se presente como 
regular a lo largo de un camino y como singular de otro; tam- 
bién puede decirse que la prolongación de la función a lo largo 
de una curva cerrada que empiece y acabe en Za puede dar al 
final un elemento de función en zo (acaso ni existente) que no 
coincida con el primitivo. 


EJEMPLO. La función w = Vinz tiene sus ramas definidas por 
w = + VLInz+1(Argz+2k1) , —a<Argr<a ; 


el punto 2=1 no es regular para ninguna de las dos ramas correspon- 
dientes a k=0, pero sí para todas las demás. 


Noras: 1. El conjunto de elementos a los que se llega en z partien- 
do de z,, cualquiera que sea el camino de zo a z a lo largo del cual la 
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función es prolongable, se demuestra que, a lo más, es infinito-numerable 
(POINCARÉ-VOLTERRA). 


2. Puede conseguirse una uniformación local alrededor de los pun- 
tos de ramificación a de n hojas por el cambio de variable z — a = t". 
En el caso de que la función uniforme t" f(a + t") (con m número na- 
tural) sea regular en t=0, se dirá que a es un punto algebraico o sin- 
gularidad ulgebraica de f(z). Si el punto de ramificación es de orden 
infinito, se obtiene una representación uniforme mediante t=1In(z— a), 
de modo que f(a + e') sea uniforme en el entorno de a; se dice entonces 
que el punto a es una singularidad logarítmica de f(z). El problema 
mucho más delicado de la uniformación global fué atacado en el siglo XIX 
por KLEIN y POINCARÉ, y posteriormente por KoOEBE. 


3. Las superficies de RIEMANN tienen propiedades topológicas esen- 
cialmente diferentes a las del simple plano-esfera. Así, en ellas puede no 
cumplirse el teorema de JORDAN sobre las dos regiones que separa toda 
curva simple cerrada. Por ejemplo, la superficie de RIEMANN de dos 
hojas correspondiente a la función. 


tiene los 4 puntos de ramifica- 
ción a;; una curva cerrada C 
contenida por completo en la 
hoja superior y que encierre 
sólo los puntos a, y a» no di- 
vide a la superficie en dos re- Ñ 
giones; pues dos puntos 2% y zı Us A 
que en la hoja superior son in- 1 
terior y exterior a C, pueden I 
unirse por un camino (fig. y 1 
432) que no atraviese a C va- Sr , 
liéndose de los cortes para pa- `~ - 
sar a la hoja inferior (donde 

el E se ha dibujado a tra- Fiz. 432. 

zos). 


Zi Qa 


EJERCICIOS 


1. Partiendo de las fórmulas de EULER (§ 45-3, b), obtener las si- 
guientes expresiones de las funciones circulares inversas: 
1 +: 1 i+z 
TÁ— mn o —Á ; 
2 1—2Z 





1 
“et — | A 
ESO 21 9 1— iz 


aresenz = ¿.In(V1—2*—iz). 


2. Deducir del ejercicio 1 los infinitos valores de cada una de las dos 
funciones arctg z, arc sen z. 


3. Dibujar en los planos z, w, los reticulados definidos por las fór- 
mulas [116-11] y [116-12] en que se descompone en coordenadas polares 
la función de JOUKOWSKY, y construir en el plano z las transformadas 
de curvas dadas sobre el plano w por ecuaciones polares, 
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$ 117. SINGULARIDADES 


1. Puntos singulares aislados. — a) Singularidades evita- 
bles. De igual modo que en el campo real se completa la de- 
finición de una función en un punto a con el verdadero valor, 
cuando existe límite para x — a, se dice que la singularidad 
del punto a es evitable cuando, completando la definición de 
f(z) en él, se hace regular en el mismo. También aquí apa- 
rece una vez más la diferencia esencial ya señalada; mientras 
la acotación de f(x) no basta para la existencia de límite y, 
aún existiendo éste, solamente se logra la continuidad (aunque 
exista derivada en los restantes puntos), en cambio basta exi- 
gir la regularidad y la acotación de la función f(z) en el en- 
torno reducido (es decir, excluído a) para asegurar la regula- 
ridad en a, o sea, la existencia de límite o verdadero valor, y 
la monogeneidad en él ( WEIERSTRASS, 1841; RIEMANN, 1851). 





En efecto, aplicando el mismo artificio que en § 115-7, si C es una 
circunferencia que contiene en su interior el punto a, c otra de centro z 
y radio r; y o otra de centro a y radio o, ambas exteriores entre sí y 
contenidas dentro de C (fig. 433), se tiene: 


1 f(t) 1 f(t) 1 f(t) 
e adat =o 2 E AN ` 
20 Jc t—z i 20 Jo t—z a 201 la tz gt 
El primer sumando vale f(z) como vimos 
en $ 115-7, y el segundo es en valor absoluto 
menor que 
c 1 K2wo _ K 





2n d Ta.’ 
si es |t—z| >d, |f(z2)|< K, 
luego, es un número arbitrariamente pequeño, 


que debe ser nulo, pues el primer miembro 
© C es constante; la integral 
Q 


e f(t) ENUEN 


PIRS expresa, pues, el valor de f(z) en todo pun- 
to interior a C, distinto de «a; pero según 
$ 115-8 esta integral es también regular en el punto a, luego la función 
dada f(z) queda completada con su verdadero valor, que viene dado por 
dicha integral, poniendo z = a. 


Si f(z) es regular en el entorno del punto z = œ, es decir, 
para |2| >R, y está acotada en ese entorno, haciendo el cam- 
bio de variable z = 1/2, la nueva función f(1/2%) es regular y 
acotada en el entorno del punto ¿ = 0, luego tiene verdadero 
valor en él; por tanto, es finito el lim f(z)= k, el cual asig- 
naremos a f(z) en el punto œ escribiendo f(œ%)= k, notación 
legítima como ya hemos justificado en $ 114-5. La función 
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f(z) se dice regular en el punto o, cuando la f(1/£) lo es 
en 0. 


b) Clasificación de los puntos singulares aislados. — Se 
llama así todo punto en que f(z) no es regular, siéndolo en 
cambio en un entorno reducido de dicho punto. Sea el punto a 
propio o impropio, es decir, sea el valor complejo finito o in- 
finito, caben solamente tres casos: 

19) Existe lim f (2) = k finito para z — a (singularidad evi- 
table, ver a). 

29) Existe lim f(z)= œ para z— a (singularidad polar). 

32) No existe límite finito ni infinito para z — a (singu- 
laridad esencial). 

Si la singularidad en «a es polar, este punto propio o im- 
propio se llama polo, y como la función 1/f(z) tiene límite 
nulo para z> a, el verdadero valor de f(z) es oo. 

Aunque la función f(z) no esté definida en un punto a, si 
su límite es 0 y se completa con este verdadero valor, es a un 
cero (§ 115-11) de f(z). Por tanto: 

Los ceros de f(z) son polos de 1/f (z2) y reciprocamente. 

Si los puntos w se representan sobre la esfera, quedan equi- 
parados los ceros y los polos z, puesto que a cada uno le co- 
rresponde un punto bien determinado en dicha esfera. Por esta 
razón, las verdaderas singularidades son las del tercer tipo, y 
por ello se llaman esenciales. Una función se dirá regular es- 
féricamente en un recinto si en él es regular o, a lo más, tiene 
polos. 

De § 115-11, teor. 4, resulta: Si f(2)> 0, todo punto de 
acumulación de ceros es singular esencial. 

Si a es tal punto de acumulación de ceros y, por tanto, lí- 
mite de una sucesión de ceros a,, no puede ser polo, por la de- 
finición; tampoco punto regular, pues entonces sería f(a)= 
= limf (a,)= 0 y resultaría cero no aislado, luego f(2)=0. 

Resulta, pues, que la existencia de infinitos ceros implica 
la de algún punto singular esencial propio O o, pues el teore- 
ma de BOLZANO ($ 64-4, nota 3) vale también en el plano- 
esfera complejo. Lo mismo sucede si hay infinitos puntos de 
nivel, esto es, soluciones de la ecuación f(2)= k, o sea, ceros 
de la función f(z)— k. 

Si a es singular esencial, la función f(z) no está acotada 
en su entorno, es decir, toma valores arbitrariamente grandes; 
pues de lo contrario, sería la singularidad evitable en virtud 
del teorema de WEIERSTRASS-RIEMANN (a); y no solamente se 
acerca indefinidamente al valor œ en el entorno de a, sino 
también a cada valor finito k; pues si fuese |f(z2)—k|>h 
en todo un entorno de a, la función 1/[f(z)— k], acotada su- 
periormente, tendría límite finito para 2> a; si este límite 
fuese nulo, sería a polo de f(z)— k y también de f(z); si cl 
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límite fuese distinto de 0, sería a punto regular de f(2)—k y, 
por tanto, de f(z). Resulta así el llamado teorema de Casso- 
RATI - WEIERSTRASS: 


En cada entorno de un punto singular esencial se aproxima 
f(z) indefinidamente a cada valor complejo, finito o infinito. 
(WEIERSTRASS, 1876). 


NoTA. El siguiente criterio es de gran aplicación práctica para co- 
nocer la naturaleza de un punto Z» respecto de una función que se sepa 
es regular en un entorno reducido de zo: Dado un valor c, si es 
limf(2)=c para 2>2%o, la función es regular y tiene un punto c en 
zə (a); si existe un entorno de c fuera del cual caigan todos los valores 
de f(z) correspondientes a los puntos de un entorno de z,, el punto zo 
es regular y en él la función no toma el valor c; si no se da ninguna 
de ambas condiciones el punto z» es singular esencial. Dicho criterio apli- 
cado a c = % constituye el teorema de WEIERSTRASS-RIEMANN (a). 

Aún más, si | z— zo |" | £(z)| se conserva acotado cuando z — zo (bas- 
tando que ocurra ello sobre una sucesión de circunferencias |z — zo| = ", 
con ra —> 0), entonces el punto z2 es, a lo más, un polo de orden k. En 
particular, para zə= œ% se tiene la siguiente generalización del teorema 
de LIOUVILLE: Si la función entera f(z) cs tal que |f(2)/2*| se con- 
serva acotado para 2-> 00 (bastado que ello ocurra sobre una sucesión de 
circunferencias cuyo radio —> œ), entonces f(z) se reduce a un polino- 
mio de grado < k. 


EJEMPLOS: 1. La función w =z es regular en todo el plano excepto 
el punto “9, que es polo, 


2. La función 1/z es regular en todo el plano, incluso en el punto 
%, que €s su único cero, y excluído el punto 2=0 que es polo. 


3. Una función racional P(2)/Q(2%) es regular en todo el plano, ex- 
cepto en los ceros de Q(z) que son polos de ella; el punto z= œ es 
regular si el grado de P no supera al de Q, pues entonces hay límite 
finito (en particular 0 es un cero si el grado de P es menor que el de 
Q); y dicho punto œ% es polo de la función si el grado de P supera al 
de Q, pues entonces el límite es infinito. 


4. La función e* es entera, es decir, regular en todo el plano; pero 
æ es singular esencial, Si z—> œ en la dirección + v, resulta límite 
+00; en la dirección — x, resulta límite 0; en la dirección +- y la 
función e*t — cos y + ¿sen y carece de límite y toma todos los valores 
de módulo 1. 


2. Clasificación de las funciones por sus singularidades. — 
Se llaman enteras las funciones regulares en todo plano pro- 
pio; tales son los polinomios (funciones algebraicas enteras), 
que tienen como polo el punto «o, y, en general, las definidas 
por series de radio infinito; pronto veremos ($ 118-2) que este 
algoritmo expresa todas las funciones enteras; si la serie no 
se reduce a un polinomio, el punto œ es singular esencial y la 
función se llama trascendente entera. 

Las funciones racionales no enteras tienen polos finitos, 
por el teorema fundamental del Álgebra ($ 18-1), y el punto 
o €s regular o polo, según sean los grados de numerador y 
denominador ($ 117-1, ej. 3; cfr. $ 118-2). 
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Si f(z) no tiene otras singularidades finitas que polos (pu- 
diendo ser esencial el punto œ), se llama meromorfa. En ge- 
neral suele llamarse meroforma en un dominio, si en él carece 
de puntos singulares esenciales; y si también carece de polos, 
es decir, si es regular ($ 114-3), se dice que es holomorfa 
(cfr. $ 115-12). 

Si la función no es uniforme, se presentan, además, los pun- 
tos de ramificación que ya hemos considerado en $ 116. 


EJEMPLOS: 1. Son trascendentes enteras: e, e”, e, senz, cosz, 
pues vienen definidas por series de radio œ y, como hemos visto en 
$ 117-1, ejemplo 4, carecen de límite para 2>00, 


2. Las funciones (sen 2)/z y z/ (senz) son también enteras, pues en 
el punto z = 0, único que anula al denominador, existe el verdadero va- 
lor 1, por definición de derivada. 


3. La función cotg z tiene como polos los ceros de senz, es decir, 
+ nx, por ser ceros de la recíproca tgz. Viceversa, los polos de ésta 
son los ceros de cotgz, o sea, los de cosz, que son (+n-+¿)x. Ambas 
funciones son meromorfas. 


4. Más general: el cociente de dos funciones enteras P(z)/Q(z) es 
una función regular en los puntos que no anulan al denominador, pues 
tiene derivada finita, que se puede calcular por la regla del cociente; los 
ceros de Q(z) que no lo sean de P(z) son polos de cociente, por ser 
ceros de la recíproca. El cociente es, por tanto, una función meromorfa; 
y puede ser entera, como en el ejemplo 2. 


NOTA. En cada polo simple a, el residuo (§ 115-6) se calcula por la 
misma regla dada en $ 115-6, b), para el cociente de polinomios, 
esto es: P(a)/Q'(a), como el lector puede deducir de la fórmula de 
CAUCHY ($ 115-7). Por ejemplo, el residuo en el punto nx de la función 
cotg z es cosnx/cos na =1 y el de cosec z es 1/cos nx = (—1)". 


3. Residuo de la derivada logarítmica. — Se dice que el 
punto a es polo de orden m cuando ($ 117-1, b) es cero de or- 
den m en la función 1/f(2), es decir, cuando se verifica en 
todo un entorno de a: 

[117-1] f(z) = (z—a)™ (z) , 
[a regular, pero no cero de q(z)]. 

Se pueden considerar, pues, los polos, como ceros de orden 
negativo. 

Sea m positivo o negativo; tomando logaritmos en [117-1] 
y derivando después, resulta en todo punto z a de un entor- 
no de a; 


[117-2] Inf(2) = mIn(z—a) + Inoq(z) , 
Pe) o o m , ela) 
f (2) z—q& p(z) ’ 
Como q(a) es finito no nulo, resulta: 





a) Todo cero y todo polo de f(z) es polo de primer orden 
de la derivada logaritmica y el residuo en él es su orden, si 
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se conviene en asignar a los polos orden negativo. Por tanto, 


1 f' (2) 
si es N el número de ceros y P el de polos, entendiendo que 
se cuentan los interiores a C, y cada uno con su orden positivo. 


dz = N —P , 


La primitiva de la derivada logarítmica es lnf(z) y su incremento 
al recorrer z la curva C es el incremento de i.argw, luego, el primer 
miembro de [117-3] es el número de vueltas que da w alrededor del ori- 
gen al recorrer z el circuito C; resulta así este teorema, que generaliza 
otro de Álgebra ($ 41-3, nota): 


b) El número de vueltas que el punto w da en torno del origen al 
recorrer z un circuito C, es el número de ceros de f(z) menos el número 
de polos interiores a C. 


En particular, si f(z) es regular, se tiene el número de ceros; y por 
fraccionamiento del recinto se pueden separar y calcular éstos por método 
geométrico, pero no existe un algoritmo que permita determinar el nú- 
mero de vueltas, como se hizo en Álgebra. 


4, Teorema de Picard y direcciones J, de Julia. — Según el teorema 
de WEIERSTRASS (§ 117-1, b), en el entorno de cada punto singular esen- 
cial se aproxima f(z) indefinidamente a todo valor finito, y también a 
œ; pero en el ejemplo e*, vemos que no solamente se aproxima en cada 
entorno del punto z= % a cualquier valor, sino que los toma todos, ex- 
cepto el 0 y el o. En efecto, será e* —a en los infinitos puntos: 


Ina = Inja] + ¿(Arga + 2kx) , (k=0, +1, +2, ...). 


PICARD logró demostrar que esta propiedad es general para toda 
función meromorfa; es decir, si f(z) es regular esféricamente en todo 
el plano, con el punto œ singular esencial, toma en cada entorno de él 
todos los valores, excepto a lo sumo dos. 


Más general: Si el punto Zz, es singular esencial y en un entorno no 
extsten otros puntos singulares esenciales (aunque puede haber polos), la 
función toma en cada entorno de z infinitas veces cada valor, finito e 
infinito, excepto a lo sumo dos. (PICARD, 1879). 


En particular, si f(z) es holomorfa en el entorno del punto singular 
esencial, tiene a lo sumo un valor excepcional finito. Así, una función 
trascendente entera (que en el plano propio ya nunca alcanza el valor 
00) toma en cada entorno del punto œ todos los valores finitos, excepto 
a lo sumo uno. 


Este teorema, que completa brillantemente el de WEIERSTRASS, ha 
dado origen a copiosa literatura e impulsado el progreso de la teoría de 
funciones. 


Observemos en la función e” que los infinitos puntos z en que la 
función toma un valor prefijado, se alejan infinitamente en sentido ver- 
tical; de modo tal, que si se toma un entorno angular del semieje y >0 
o bien y< 0, en cada uno de estos ángulos toma w todos los valores 
finitos excepto uno. En cambio, si se toma el entorno angular de otra 
recta (por ejemplo del semieje x>0 ó del x<0) en él no tiene w la 
misma propiedad. Las semirrectas que parten de un punto singular esen- 
cial y tienen esa propiedad de que en cada entorno angular suyo toma la 
función holomorfa f(z} todos los valores excepto a lo más uno finito, se 
llaman direcciones de JULIA ó J, y su estudio iniciado por este insigne 
analista francés en 1924, ha perfeccionado el teorema de PICARD, demos- 
trando que toda trascendente entera tiene al menos una dirección J. 
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La función exponencial tiene, pues, dos de tales direcciones, que son 
las de los semiejes y > 0, y<0. 


Nora. El caso de las funciones meromorfas ha sido completamente 
estudiado por OSTROWSKI. Si éstas son de género positivo ($ 118-5, b), 
admiten también, al menos, una semirrecta J tal que en un ángulo de 
abertura arbitrariamente pequeña, bisecado por J, la función meromorfa 
toma una infinidad de veces todo valor finito o infinito, salvo a lo más 
dos valores excepcionales. Pero ahora el teorema deja de cumplirse para 
ciertas funciones meromorfas de género cero cuyos polos y ceros verifi- 
can condiciones particulares de regularidad. 


EJERCICIOS 


1. Probar que si f(z) tiene en un recinto limitado por una curva 
simple cerrada C un solo cero simple a y es regular en C y su interior, 


aquel cero está dado por 
ir el f(z) 
are el ET 


2. Generalizar el teorema sobre el residuo de la derivada logarítmica 
($ 117-3) en la siguiente forma: Si (z) es analítica en el dominio ce- 
rrado limitado por una curva regular simple y cerrada T, y f(z), regular 
esféricamente ($ 117-1, b) en el mismo dominio, tiene en él sus ceros en 
Ar, Qa ..., Ay y sus polos en b,, bo, ..., br, se tiene: 


E f(t) B N P 
ar, AO X = 2 ola) — E ol). 





3. Mediante el cálculo del residuo de la derivada logarítmica (§ 117-3), 
demostrar el siguiente teorema de RoucHÉ: Si f(z) y q(z) son regula- 
res en un contorno simple cerrado C y su interior G, y |p(z)|<|1f(z)| 
en C, el número N, de ceros de f(z) en G es igual al número N.: de ceros 
de f(z)+ p(z) en G. 


4. Aplicando el teorema de RoucHÉ (ejercicio 3) a las funciones 
f(2)=00", p(2)=0a2"*4am""+... +4, demostrar que f(2)+ 
+ p(2)= a” + az”? +... +0, tiene exactamente n ceros (contando 
cada uno con su orden) en |z|<R si R es suficientemente grande 
(teorema fundamental del Algebra). 


5. Utilizando el teorema de RoucHÉ (ejercicio 3) demostrar el si- 
guiente teorema de HURWITZ: Sea f,(z2) una sucesión de funciones re- 
gulares en un recinto G, uniformemente convergente en G hacia una fun- 
ción f(z) (regular por § 115-9, teor, 2) no idénticamente nula. Un punto 
zeGes cero de Í(2) si y sólo si es punto límite de ceros de las funciones 
Ín(z), considerando también puntos límites a los que son ceros de infi- 
nitas f.(z). 

Por tanto, el conjunto de los ceros de una serie de potencias en el 
interior del círculo de convergencia, coincide con el conjunto de los pun- 
tos de acumulación de los ceros de las sumas parciales, 


6. Diremos que una función F(z) es univalente cuando de zı Æ Z2a 
sigue F (21) +4 F (z.). Mediante el teorema de HURWITZ (ejercicio 5) de- 
mostrar que: Si f,(2) es una sucesión de funciones regulares, uniformes 
y univalentes en un recinto G, que converge hacia una función f(z), no 
constante, uniformemente en todo dominio cerrado contenido en G, enton- 
eca es T(z) univalente en G. 
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$ 118. DESARROLLOS INDEFINIDOS Y APLICACIONES 


1. Desarrollo de Laurent. — Cuando el dominio de regula- 
ridad de f(z) es anular, la integral de CAUCHY que expresa 
f(z) en él, se desdobla así: 


1 re fE 1 c flt) 


[118-1] f(2) = z a e e aa 
temzndo ¢ en sentido positivo. 
Ccnsideremos separadamente las funciones: 
1 tf() 
[118-2] £f,(2) = Da dt, 
misst teje O 


2ni Je t—z 


Como f(t) es continua en C, es 
fı(z) holomorfa en el interior de 
C, y análogamente es holomorfa 
f»(2) en el exterior de c. 


Supongamos ahora que el recin- 

to contenga un anilo r< |z; < R, 

Fig. 434. y adoptemos sus circunferencias co- 

mo contornos c y C de integración 

(fig. 434). Según $ 115-9, teor. 1, la función f,(2) admite un 
desarrollo en serie entera, válido en todo el círculo C: 





S 1 f(t) 
s Z T > n E n 7 A PA . , 
[118-4] f,(z) x an2”, con « 2zi i H dt 


y análogamente, partiendo de la identidad 
e 1 1 t pa t” 
Lasak aa a a PeT Tee 
que resulta de [115-26] permutando t con z, se demuestra: 
Toda función 
F(2)= f AO ogi 


z t—zZz 


expresada por una integral de tipo CAUCHY (§ 115-8) es des- 
arrollable en serie de potencias de exponentes negativos 


25 e 
[118-6] F(z) = XX @mzZ™ con am = — f f(t)” dt , 

m = T 
convergente en el exterior del minimo circulo de centro O que 
contiene el arco 7 de integración. 
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Multiplicando [118-5] por f(t) e integrando sobre el arco T resulta 


[118-7] F(z) = @az? + ... H aaz” — Ta(:) , 
siendo a, ..., @-n dadas por [118-6] y 
f(t) t” 
118-8 Ta = f: E o, 
i J Jr z’ (t—z) 


luego si z es exterior al círculo R = máx] t', 
las acotaciones hechas en $ 115-10 se cambian 
así (fig. 435): 

r=li¡¿=R+d, |[t¡<R, |t—2¡ > d, 
y el módulo del integrando de [118-8] es in- 
ferior a (R”/r”) (M/d), que tiende a cero para 
n—> %, por ser R/r< 1. 


Aplicando [118-6] y [118-3] resulta 


[118-9] f.(2) = Na, z” con Fe 40D; 
1 





1 
AENA x -1 ; 
a 9-5 J f(t) t” dt 


tomando c en sentido directo. 

Como los desarrollos [118-4] y [118-9] valen respectiva- 
mente en el interior de C y en el exterior de c, en el interior 
de la corona cC valen ambos, y resulta el desarrollo de LAU- 
RENT (1843): 


[118-10] f(z) = 


o Ms 


an2” + Lanz", o bien: f(z) = 2 a,z”, 
1 So 

cuyos coeficientes (,, (.. se calculan separadamente por las 
fórmulas [118-4], [118-9], o bien todos ellos por la fórmula 
[118-4], dando a n todos los valores enteros, incluso negativos, 
y tomando c como circuito para calcular estos coeficientes de 
índice negativo a..; O para ambos una circunferencia concén- 
trica C de la corona. 

Si el anillo tiene centro b, el desarrollo de LAURENT adopta 
la forma: 


[118-11] f(z) = Ea (z—b)" + Zan(z—b)” 
0 1 
con 


[118-12] E _Ht) 


2d, aa É > 
== 1 | m-l 
Q-m = Bia . f(t) (t— b) dt > 
observándose que la fórmula de a, vale también para índices 


negativos, a condición de integrar sobre ce, en lugar de C, en 
sentido positivo respecto de b, o en ambas sobre C. 
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2. Aplicación a los puntos singulares aislados. — La aplica- 
ción más importante es la expresión de f(z) en el entorno de 
un punto singular aislado; en este caso, puede tomarse el ra- 
dio r arbitrariamente pequeño, y como los coeficientes a-m son 
independientes de r, pues al disminuir éste las integrales 
[118-12] no varían, por la regularidad del integrando entre 
cada dos circunferencias, el desarrollo [118-11] vale para to- 
dos los puntos de un cierto entorno reducido de b, de modo que 
su parte descendente, llamada también parte principal del des- 
arrollo [118-11], permite caracterizar la singularidad de b. En 
efecto, si la parte descendente no existe, resulta b regular. Más 
general: si los coeficientes a@-» son nulos desde uno en adelan- 
te, es decir, si la parte descendente o parte principal se reduce 
a un polinomio de grado k, es b polo de orden k; y recíproca- 
mente, si un punto b es polo de orden k, o sea, si f(z) es co- 
ciente por (2— b)* de una función regular y no nula, simpli- 
ficando resulta un desarrollo de aquel tipo; por ejemplo, si 
z= 0 es polo de orden 2, se tiene: 

Co + 6 z + Cz? +... 


a = 
++ 00h car + az Es 


Co 
2 


Caracterizados así puntos regulares y polos, resulta carac- 
terizado, por exclusión, el punto singular esencial aislado, por 
ser una serie de infinitos términos no nulos la parte descen- 
dente del desarrollo de LAURENT en ese punto. 


NoTASs: 1. El desarrollo en el entorno del punto % se forma ponien- 
do z=1/% y, aplicando las fórmulas anteriores a la función obtenida, 
resulta, al restituir la variable z, un desarrollo cuya parte entera es de 
uno de estos tipos: 


constante polinomio de grado k >0 serie 
(oo regular) (œ polo de orden k) (o singular esencial) 


es decir, se obtiene el mismo criterio antedicho para los puntos propios, 
pero mediante la parte ascendente (ahora llamada principal) y no la 
descendente, que ahora no interesa, pues define una función regular en 00. 


2. No se crea que la parte ascendente o entera del desarrollo en el 
punto 0 indica la naturaleza del punto 0%, pues aquel desarrollo sola- 
mente vale en un círculo que no tenga otro punto singular; y solamente 
será válido en todo el plano cuando la función tenga un solo punto sin- 
gular finito, caso único, en que permite caracterizar a la par éste y el 
œ, como acontece en el siguiente ejemplo 1, pero no en el ejemplo 2, 


3. Funcionalmente se definen las funciones racionales como las fun- 
ciones uniformes que son regulares esféricamente en todo el plano-esfera 
(incluso en el œ), es decir, pueden tener a lo más polos. Éstos se darán 
en número finito (§ 117-1, b, y teor. de BOLZANO), y entonces por apli- 
cación del desarrollo de LAURENT es inmediato ver que una función ra- 
cional en el sentido funcional anterior puede expresarse siempre mediante 
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el cociente de dos polinomios (definición aritmética), que recíprocamente 
sabemos ya ($ 117-2) es racional en sentido funcional. 

Por esto, si una función entera ($ 117-2) tiene en el infinito un polo, 
se llama racional entera y se reduce a un polinomio, 

La propiedad fundamental de las funciones racionales viene dada por 
el teorema siguiente: Una función regular esféricamente en todo el plano- 
esfera, que no se reduce a una constante, ha de tomar forzosamente todos 
los valores, tanto los propios como el impropio. 

Este teorema, aplicado a los valores propios, es el fundamental del 
Álgebra ($ 18-1): aplicado al valor impropio es el llamado teorema de 
LIOUVILLE ($ 114-7). 


EJEMPLOS: 1. Sean las funciones: 
2—e—1 a 1 z + 2z— 1 1 2 


E A A a 

El origen es polo de primer orden en la 
primera función, y de cuarto en la otra; œ% 
es polo de segundo orden en la primera, por 
ser de segundo grado el polinomio com- 
ponente, y es regular en la segunda, por 
no existir parte entera en el desarrollo. Los 
restantes puntos del plano son regulares. 

2. La función 
3 1 1 


242 7 2927 ed? 





Fig. 436. 
tiene los siguientes desarrollos: 
z= 0, Aa n a (R=1) 
= E 1 z 22. m- 
2=—1l, w= e y (a+ 1)— 33 (z + 1) "—..— aA ; (R=3) 
1 
E E Eg l e —2)+ 3 La 2) +2. + ; (R=3) 
3 
z= 0%, w= ¿A Ei 2+ +. (R=2) 
El 1% vale dentro de co (fig. 436), el 2% dentro de c,, y el 32 dentro 
de ca y el 4% fuera de la circunferencia, |z| = 2. 
3. Series de polinomios. — Siendo las potencias sucesivas 2” las más 


sencillas funciones enteras, ocurre considerar como inmediatas a las se- 
ries de potencias las series de polinomios de grados crecientes; pero con- 
viene saber que las sencillas propiedades de las series de potencias, en 
que radica su utilidad, no subsisten. Consideremos, por ejemplo, la serie 
geométrica formada por las potencias sucesivas de z; basta multiplicar 
sus términos por el binomio 1—.2, para que la serie de binomios así 
obtenida: 


(1—z) + (1—2)2 + (1—2)2 + 


ofrezca novedades extrañas. La suma de esta serie es evidentemente igual 
a 1 para todo z interior al círculo unitario; pero haciendo z = 1, resulta 
suma nula. He aquí, pues, una función discontinua en el punto z= 1. 
Consideremos ahora el desarrollo binómico: 
1 1 


(1 — u)! = 1 — pee UE 
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que define una de las dos ramas de la función biforme: la que vale 1 
en el origen. Sustituyendo u — 1— 2? resulta la serie: 


1 : 
1 — AZ 2... 


convergente para |1—2*|<1. 


Este campo está limitado por la curva |(2—1) (2 +1)|=1 que es 
una lemniscata (fig. 437). En el óvalo de la derecha, este desarrollo 
coincide con la función z; mientras que en 
el óvalo de la izquierda coincide con la 

y función —z. 

No es extraña esta duplicidad, pues 
cada serie de polinomios define funciones 
distintas en los diversos recintos que for- 
man su campo de convergencia. 

Tomando un número suficiente de tér- 
minos, se forma un polinomio P.(z) que 
difiere arbitrariamente poco de z en el óva- 
lo de la derecha y, en cambio, en el otro 
se aproxima a —z. 

Si consideramos solamente valores reales, la serie anterior es el des- 
arrollo de la función |x|, y estos polinomios se aproximan a ella inde- 
finidamente. Obsérvese la gráfica de |x+a|—|x—a|] y dedúzcase la 
aproximación de toda función poligonal por polinomios. De aquí, resulta 
la aproximación de toda función continua por polinomios (WEIERSTRASS). 


Como ejemplo de la 
fuerza de expansión de un 
método, citaremos la gene- 
ralización que APPELL ha 
realizado de los desarrollos 
de TAYLOR y LAURENT apli- 
cados a un recinto R cuyo 
contorno está formado por 
un número finito cualquiera 
de arcos de circunferencia 
o de circunferencias enteras 
(fig. 438). 

El desarrollo de una 
función holomorfa en dicho 
recinto R se obtiene descom- 
poniendo la fórmula de la 
integral de CAUCHY en su- 
mandos extendidos a lo lar- 
go de cada uno de los arcos 
de circunferencia o circun- 
ferencias enteras que forman el contorno de R y será la suma de series de 
potencias positivas o negativas según convenga para que converjan den- 
tro o fuera de las circunferencias que limitan el recinto R considerado; 
dichas potencias se refieren a los centros de las respectivas circunfe- 
rencias. 


Tig. 437. 





Fig. 438. 


El desarrollo obtenido será también convergente en las partes comu- 
nes a todas las regiones de convergencia de las series parciales obtenidas, 
pero la suma en dichas partes comunes, tal como R,, exteriores al recinto 
R considerado (es decir, al que se refieren los coeficientes del desarrollo 
obtenibles mediante integrales extendidas a los arcos que limitan R), ya 
no representará la función dada, aunque ésta también esté definida en 
ellas; por el teorema fundamental de CaucHY ($ 115-2, c) aplicado a la 
integral que da origen al desarrollo anterior, dicha suma en R, será nula. 
He aquí otro ejemplo de una misma expresión analítica, en este caso una 
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serie, que representa en recintos sin puntos comunes dos funciones dis- 
tintas (§ 115-12). 

Dicho método ha sido aún aplicado por PAINLEVÉ para obtener re- 
sultados más generales; así, sea un contorno simple cerrado C, formado 
por una curva con tangente continua, tal que ésta tenga común con C 
solamente el punto de contacto (caso particular de curva convexa); en- 
tonces, puede hacerse corresponder a cada punto t de C un punto a(t), 
en que a es función continua de t, tal que existe un círculo de centro a 
tangente a C en t y conteniendo a C en su interior; si ahora damos una 
función f(z) holomorfa en el interior de C y continua sobre C, entonces 
para todo punto z interior a C se verifica 


EL l f boet)" 
a mA a Gao 0d y 


donde la serie es uniformemente convergente en todo dominio contenido 
en el interior de C, con términos que son polinomios P.(z) de grado n 
a lo más. 


Más en general, puede demostrarse que toda función holomorfa en 
un recinto simplemente conexo R es desarrollable en una serie de poli- 
nomios que sea uniformemente convergente en todo dominio parte de R; 
si la función dada es continua en el contorno de R, puede conseguirse 


que la serie de polinomios converja uniformemente en el dominio R clau- 
sura de R. Este teorema sólo puede aplicarse a recintos simplemente 
conexos, porque si una serie de funciones holomorfas converge uniforme- 
mente sobre un contorno simple cerrado, también converge uniformemente 
en su interior ($ 115-9, nota 2, teor. 2). G. FABER ha demostrado que a 
cada uno de tipos muy generales de recintos simplemente conexos se le 
puede asignar una sucesión de polinomios P,(z) tal que toda función 
Y 
holomorfa en el recinto sea suma de una serie 5 a, P, (2), donde sólo 
n=0 
los coeficientes a, dependen de la particular función que se considere; por 
ejemplo, para recintos circulares de centro el origen se toma P.(2)=x<x”, 
obteniéndose el desarrollo de TAYLOR. 

La representación de la función por series de polinomios no es uní- 
voca y en las aplicaciones se emplean, bien los polinomios de interpola- 
ción, tales que tomen en puntos dados los misnios valores que la función 
(hipótesis aplicable asimismo a las derivadas), bien los polinomios de 
aproximación, para los que sea mínima la máxima separación de sus va- 
lores respecto de los de la función, separación posiblemente expresada en 
distintas formas. Toda esta cuestión está también íntimamente ligada a 
métodos diversos de prolongación analítica ($ 115-12). 





4. Desarrollo en fracciones simples. — a) Toda función racional ad- 
mite una descomposición en fracciones simples ($ 46-4) de la forma 
a-m(2—b)”"” que pone de manifiesto sus polos y las partes principales 
($ 118-2) correspondientes. Así, para la función racional f(z) de polos 





bı, bo ..., by con partes principales respectivas 
e A 
Gl + 2—b, ' (z —b;)” F + (z— b)“ : 

(@=1,2,....k) , 

resulta ser f(z)— 5 G:[1/(z—b:)] un polinomio, pues es holomorfa 

vt 
en todo el plano propio, con un polo, a lo más, en cl infinito. Por otra 
parte, si se da arbitrariamente un número finito de polos con sus ren- 


pectivas partes principales, existen siempre funciones racionales que Ue- 
nen éstos y sólo éstos polos con las respectivas partes principales, fan- 
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ciones que difieren entre sí únicamente en un sumando que es una fun- 
ción racional entera arbitraria. 

La generalización de esta propiedad a las funciones meromorfas tras- 
cendentes ha sido hecha por WEIERSTRASS, así como el caso de infinitas 
singularidades esenciales aisladas en el plano propio, ha sido estudiado 
con otras generalizaciones por MITTAG-LEFFLER. 

Dada en el plano la sucesión de puntos 


[118-13] A A 


tal que el punto % sea su único posible punto de acumulación, ordenada 
en forma que |b,|< |bn..|, hagámosle corresponder una sucesión de 
funciones enteras, racionales o trascendentes: 


[118-14] Gol(z), Gr(2), Gelz), ..., Gulz), ...3 


entonces, se llama problema de MITTAG-LEFFLER, el de construir una fun- 
ción analítica uniforme, holomorfa en todo el plano, excepto en los pun- 
tos [118-13] y en el infinito, tal que en z = bn tenga singularidades ais- 
ladas de partes principales respectivas dadas por G,[1/(z—-b,)]. 
La dificultad del problema consiste en que, aun cuando se trate de 
N 
polos, es decir, todas las G, (z) sean racionales, la serie 5 G,[1/(z — bn)] 
0 





5 
m= 

será en general divergente. Para soslayar esto se modifican sus suman- 

dos en la siguiente forma: Se toma arbitrariamente una sucesión de 

números positivos €, £n ..., En ... tal que Sen sea convergente (por 

ejemplo, £, = 1/2") y si |b,|> 0, se desarrolla 


[118-15] G[1/(2—b,)] = a” +a'Mz+...+an"2”+..., 
as Tia A 


convergente en |z|<|b,|; fijado un número positivo 6 < 1, se puede 
siempre determinar un entero q'” tal que en todo el círculo |z|<0|b,| 
sea 


| mM 2am+l + Amia” za |< En 3; 
así la serie de sumandos 
[118-16] F.(z) = G, [1/(2—b5)] — h — 047 2 —...— Gm zar 
a 


a partir de n= k+ 1 en adelante, resulta uniforme y absolutamente con- 
vergente en todo círculo |z|< R que deje fuera los puntos singulares 
desde el bn en adelante; como para k— œ puede hacerse R —> 0, re- 
sulta que la función 


N) 
[118-17] F(z) = G@[1/(z—b)] + X Eaa) 
n= 
es la solución del problema de MITTAG-LEFFLER. Se incluye en el segundo 
miembro de [118-17] el primer sumando por el posible caso de que sea 
b,= 0. La solución más general del problema se obtiene añadiendo al 
segundo miembro de [118-17] una función entera arbitraria; recíproca- 
mente, una función previamente dada, que tenga por únicas singularida- 
des las determinadas por [118-131] y [118-14], diferirá de la función 
construída en [118-17] sólo en una cierta función entera. 
Si las funciones [118-14] son racionales enteras (polinomios) esta- 
remos en el caso particular de las funciones meromorfas. Más en parti- 
cular, si los puntos [118-13] son polos simples de residuo 1 tales que la 


un 
serie > [1/|b,|?”*] sea convergente, bastará que en [118-16] se tome 
m=1 
q" —p-— 1, para dar 
tm) p-1 
[118-18] F (2) = le £ (5 + : + e A , ) 


2 — bo n= 1 2 — bn bn br? Dba” 
como solución del problema de MITTAG-LEFFLER. 
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b) La obtención práctica del desarrollo de MITTAG-LEFFLER aplicado 
a una función meromoría dada, aparte de su falta de unicidad, tropieza 
con la difícil determinación del sumando constituído por la función entera 
desconocida. Mucho antes de que se obtuviesen los resultados generales 
anteriores, se conocía el método de CAUCHY fundado en la teoría de resi- 
duos para desarrollar en fracciones simples una función meromorfa que 
cumpla hipótesis restrictivas de carácter muy general. 


Sea la función meromorfa f(z), cuyos polos forman la sucesión 
[118-19] bi, bo, a.. Dn.. 
con el único punto de acumulación en el infinito, tales que 
0< Ib] < |b < ... <|brl| < 


y cuyas respectivas partes principales se representen por G,[1/(z—-b,)]; 
supongamos que sea posible escoger una sucesión de contornos simples 
cerrados Ci, Cs, ..., Cu, ... alrededor del origen, cuya mínima distancia 
a éste sea R,—> 0% y tengan la respectiva longiutd L,, de modo que no 
pasen por ninguno de los polos y cumplan: 


1%) Existe un número positivo M independiente de n tal que 
| f(z)| < M para z tomado sobre Can; 


29) Se conserva la razón L./R, < L fijo, independiente de n;` 
entonces, si 8, es el residuo de f(z)/k respecto del polo b,, es válido en 
todo el plano propio el desarrollo: 

a + s } à 


un 
[118-20] f(2) = 1(0) + R2 (a, 
k=1 
En particular, si los polos b. son simples, con residuos f., será 
8x = Tf,/b; y queda: 


[118-21] f(z) = £(0) + Zn [++ 1 | 


z bs 








En efecto, si z no es un polo, como los únicos polos del integrando 
son los polos de f(z) y el punto z, tendremos (§ 118-1): 


zis o 1 
da ter t= to g afrig) 





donde la suma se extiende a todos los polos ba interiores a C,. Por otra 
parte, supuesta f(z) regular en el origen, es: 








1 f(t) -4 ( i® h; z ZS f(t) _ 
2 C, t—z da 21 C, t eF 21 C, t(t— 2) qe 
2 LAN HU 
A a wot ori So ao a 
Para R,>2|2]|, es (§ 115-5): 
E) _M 2ML 
le o AR A 








para n > 00, por lo que restando las dos igualdades anteriores sigue: 


= f(z) — f(0)— lim > E (y) + s | 
nu C z—b, 


que es la [118-207. 
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NoTAS: 1. Si en lugar de la condición |f(z)| < M, se tiene la con- 
dición |z?” f(z2)| <M, donde M es independiente de n cuando z está so- 
bre C. y p es un número natural, se habría de calcular 


f 10 as 
: C, t—z 
mediante el desarrollo 
1 1 z z ger 
E e te toe t oo t aaa) 
y en lugar de [118-20] resultaría 
p ~a Lig) 
[118-22] Wea e e eg 
q --0 q: 
Y cid 1 nd 
+ Y E -— -) TS ET H sta | i 
k=l z—b, 
si S'Y es el residuo de f(2)/2* relativo al polo b,. En particular, si 
los polos bi; son simples, con residuos 1,, será si” — ,/b,? y queda 
p? gI (7) 
[118-23] oa E 0 
q0 q: 


k=1 k 


E 1 1 z zr 
Y ml - 2 a e No. 
+ kad Tr | z— b + by + b? + . + bar? ] 


2. Si en [118-21] los polos simples son + b,, simétricos respecto del 
origen, con el mismo residuo rs, asociando los respectivos sumandos se 
anulan los términos + 1/b, generadores de convergencia y queda senci- 
llamente 
Y; 


¿be ? 


donde cada término se refiere a un par de polos simétricos; sin embargo, 


[118-24] f(z) = f(0) + 2z a 
ez 1 


FS 

podría diverger > [»:/(2—b1)] al suprimir el sumando ,/b, genera- 
le=1 

dor de convergencia. 


EJEMPLO. Las funciones impares cosecz y cotgz tienen los polos 
simples + nx y eligiendo d = n/2 se ve fácilmente que están acotadas 
en C, luego es aplicable el desarrollo [118-24] y resulta (cfr. $ 45, 
ejerc. 3), respectivamente, para todo z no múltiplo de x: 


Dn —1 a 
| cosecz = ad 22 Y <A 


z 3 nt 
[118-25] i 
| cotgz = a 2z $ ne 
A a T 1 Pra” 


Si queremos que figuren las fracciones simples correspondientes a 
los polos por separado y no tomadas a pares simétricos, bastará aplicar 
[118-21], obteniéndose: 


r 1 a 1 11 
a al uds es 
| ARE aE A (—1) | z— ny na ) i 


[118-26] 





r 
cotgz = zo + 2 [ t + > ; 
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donde el acento indica la omisión del término correspondiente a n = 0. 
Ambas sumas serían divergentes ($ 22-2, bz) si suprimiéramos de ellas 
el sumando 1/(n) generador de convergencia, 


5. Productos infinitos. — Desarrollar una función en producto infi- 
nito equivale, en virtud de Cap. XI, nota III, d, a desarrollar en serie 
su logaritmo. He aquí una aplicación importante: 

La serie y, A que figura en la segunda [118-25] es abso- 
lutamente convergente en todo punto z no múltiplo de x, pues llamando 
R al mayor módulo de z en un arco, el denominador se conserva mayor 
que n*a2— R*, y como los términos son menores que una serie numérica 
convergente, resulta, por el criterio de la serie mayorante ($ 22-2, b), la 
convergencia uniforme en todo arco, e integrando entre 0 y z, como el 
numerador es la derivada del denominador, las primitivas son los loga- 


; Eo 1 senz 
ritmos; y la primitiva de cotgz — - es ln Saa que se anula para 
w 
r T a 2 
senz n? X —z 
z=0, luego resulta: In —-* = In —' ,-."—, de donde: 
z 1 n” 
Si z? 
[118-27] senz = 2 Il (a ==), 
i n? w 
desarrollo válido en todo punto distinto de +x, +2x, +3x, ..., que 


generaliza la descomposición factorial de los polinomios y da la pauta 
para la teoría general de las funciones enteras, 

Así también, el método de CAUCHY ($ 118-4, b) da lugar al desarro- 
llo en producto infinito de una función entera que tenga ceros simples 
y para la que |f'(2)/f(2)| <M sobre los C, de dicho método, pues en- 
tonces f'(z)/f(z) tendrá polos simples con residuo +1 en los ceros de 
f(z). Por ejemplo, la segunda [118-26] da lugar a 


z ga 
sen z El O cl de 
118-28 CI = Ls AT e nT | 
l ] 2 Ml sd , J fi T 2.) : a ” 
donde no es posible prescindir de los factores e:2z/(nr) para la conver- 
gencia incondicional del producto. 


6. Funciones enteras. — a) Generalizando [118-27] y [118-28], vea- 
mos la expresión de una función entera (§ 117-2) f(z) mediante sus 
ceros. 


Caso 1% Si no existen, es decir, f(2)+0 para todo z, es entera 
($ 117-3) la derivada logarítmica g'(z)= f (z)/f(z), luego f(z)= e", 
siendo g(z) entera; y recíprocamente, para todo exponente g(z), fun- 
ción entera, resulta una función entera sin ceros. 


Caso 2% Si f(z) tiene número finito de ceros, @a, el producto 
T1[1—-(2/4,)], donde cada factor se repite tantas veces como sea la 
multiplicidad de a,, es una función entera con los mismos ceros de f(2), 
luego, su cociente es una función entera sin ceros, y por tanto, es 


f(2)= e" T[11 —(2/4,)]. 


Caso 3% Si f(z) tiene sucesión de ceros a, > %, log ordenaremos 
por módnlos crecientes 0 < 11 S T: S Ts... (Ta = | dn |) repitiendo cada uno 
mn veces, sì es m su orden de multiplicidad; y por la equivalencia, para 
vo e bode las infinitésimos: 
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2 3 
[118-29] — |ln(1—v)|= e a =|v]|@+0o)~ |r] 


la convergencia absoluta del producto infinito 
Hus = I (1— v) = M[1— (z/a)] 


o de la serie 5 ln(1— v,) es consecuencia (Cap. XI, nota III, c, d) de 
la convergencia absoluta de Ja serie 5'v., es decir, de la hipótesis 
>1/r, < %. Tales funciones son las más sencillas, y se Haman de género 
0; entre ellas están los polinomios. 


En general: para obtener las expresiones llamadas canónicas, lla- 
maremos exponente entero de f(z) al entero mínimo p, tal que la serie 
5 1/r,"" converge (es decir, >1/r,” diverge); y para lograr la conver- 

encia de la serie de logaritmos, basta que éstos sean equivalentes a 
Po | en lugar de |vn|. Se logra esta equivalencia agregando a cada 
binomio 1 — v, el factor 


Va? Vè Vr? 
E, (v) = exp( Yi +3 +...+ L), (expt=e'), 
2 3 p 
pues 
v p»1 
Mu, = ln(1 —v, In E, = — —* = 
(1— v) + i 
Siendo 
pr 1 


1 

(1 Va) En p+1 p+1 y P,P! , 

converge II[i—(2/a,)]E(2/4.) para todo z. Este producto define, pues, 
una función entera, con los mismos ceros an de f(z), y sus mismos ór- 
denes de multiplicidad, luego, el cociente de ambas es una función entera 
sin ceros, es decir, una función del tipo e*'”, siendo g entera, Si es 
£(0)=0 el factor correspondiente a este cero m-ple es 2”, luego resultan 
estas dos expresiones de f(z): 


£(2) = Aer J] [fi -Á e| i J} i 


g(0)=0 , A=f(0) #0 ; 
f(z) = aero an TI JE z| a |} ; 
A = £™(0)/m! Æ 0 


En estas expresiones canónicas están incluídas las dadas en los ca- 
sos 19 y 22, 














b) Orden, género y tipo. — El orden de crecimiento de f(z) para 
z —> ©, depende no solamente del factor exponencial, es decir, de g(z), 
sino también de los factores exponenciales E, es decir, de la distribución 
de los ceros; y el estudio de este crecimiento es capítulo esencial de la 
teoría. 


Orden o de f(z) es el extremo inferior de los valores k >> 0, tales 
que f(z)=O(er*). Son, pues, de orden =0 las funciones que se con- 
servan inferiores a toda exponencial de exponente r*(k > 0). Tales son, 
por ejemplo, los polinomios y las funciones sin factor exponencial y con 
ceros de serie > 1/r, convergente (p= 0). 

Son de orden 1 las importantes funciones e" (exponente p = 0) y 
las senhz, coshz (h real o imaginario), que son de exponente p =1; 
pues dicha serie, que es armónica, diverge, pero converge la serie de 
cuadrados. El hecho notable, de que haya sido posible la expresión fac- 
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torial [118-27] sin factores E, radica en haber agrupado los ceros por 
parcs simétricos, notable ejemplo de hiperconvergencia o ampliación del 
campo de convergencia. Sin tal agrupación ordenados los ceros x, —x, 
21, —2x, ..., habría aparecido con cada binomio el factor E,= 
= cxp[z/(= na) ]. 

Funciones de orden q =2 son, por ejemplo, exp 2* sin ceros, y la 
función sen nz? de ceros + Vn sin factor exponencial: en el primer caso 
el orden de crecimiento viene dado por la exponencial y en el segundo 
por los factores En, cuyos exponentes son v + ¿v*(v=—z/Vn). Aquí apa- 
rece clara la doble causa del crecimiento de f(z), y la sencillez de resul- 
tados cuando el orden es finito, caso bien estudiado. HADAMARD demostró 
que el exponente debe ser un polinomio Q(z); y si es q su grado, el ma- 
yor de los números p y q naturales, se llama género de f(z). 

Más importante para la determinación del orden es el exponente de 
f(z); llamamos así al número real 0. > 0, extremo inferior de los ex- 
ponentes h que hacen convergente la serie >31/r,*, siendo, por tanto: 
p= [o.] < o y el teorema fundamental expresa: el orden Q es el ma- 
yor de los números Q Y q. Resulta, pues, que el género es un entero 
comprendido entre — 1 y Q. 

Dentro del orden y cabe afinar más la medida del crecimiento, con 


la acotación |f(z)| <exp(Ar*); y el extremo inferior de tales números 
A >0 se llama tipo. Así, por ejemplo, e? es de orden 1, tipo 1; pero e”, 
del mismo orden 1, es de tipo 2, 


c) Funciones enteras de orden infinito. — Es Q= œ% si g(z) no es 
polinomio (trascendente entera como sen z, e”, ...) o no existe exponente 
de convergencia, es decir, divergen todas las series 3 1/r,” (por ejemplo, 
si los ceros son Inn). Pocas propiedades se conocen de ellas, pero cabe 
demostrar el teorema general de WEIERSTRASS: 

Dada un sucesión cualquiera dn —> ©, existen funciones enteras que 
tienen estos ceros. Basta, en efecto, elegir exponentes crecientes Pa que 
hagan convergente la serie, La sucesión más sencilla de exponentes es 
1, 2, 3, ...; pues en el punto z desde un n es 7, >2|2z| y la serie de 
potencias de 3 es convergente. Basta modificar levemente el resto de la 
demostración dada, para extenderla a este caso general. 


EJERCICIOS 


1. 19) El residuo en un punto singular aislado a es igual al coefi- 
ciente b, de (z—a)” en el desarrollo de LAURENT [118-10], y si a es 
un polo simple es bi=lim (z—a).f(z); 2%) Hallar así los residuos de 


z—>a 
2.0'*/(2? + k*) en sus polos. 


2. Probar Te si f(z) es regular en |z| < R, y M es el máximo de 
f(z | en |z|]=R; a) Los coeficientes de Fle) = gaz" verifican 
a| *: M/R” (acotación de CAUCHY); b) Las derivadas en todo punto 


inlerior |z| < R verifican | £™® (z)| < n!'RM/(R— |z|)"; c) De a de- 
dneir el teorema de LIOUVILLE (§ 114-7, a). 


3. Demostrar el siguiente teorema de VIVANTI: “Si f(2)= Ya,z*, 


ron 4, .* 0, tiene radio de convergencia R, es 2=R singular”, aplicando 
Ina dernignnidados evidentes 
(*) 1 (4Re'P)] < £ (3R), n= 0,1,2,..., 
pura comparar los desarrollos de ecntros ¿R y Re. 
OSETE) N22 probar que f(2)--24-£(2%) y deducir entonces de 


0 
ejercielo oque |z| T es frontera natural ($ 115-12). 
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5. a) Si f(z) tiene radio de convergencia R=1, y sus únicas sin- 
gularidades en |z|=1 son polos simples, los coeficientes a, son acota- 
dos; b) Si R=1 y las únicas singularidades en el contorno |z|=1 
son polos de orden p como máximo, es a, = 0 (n?7). 


6. Aplicando el teorema de $ 43-5, b, y la expresión de los coeficien- 
tes del desarrollo de TAYLOR por las derivadas, demostrar el siguiente 
“teorema de las series dobles” de WEIERSTRASS: Si f,(2)= 3,4," (2 — zo)", 
(n=0,1,2,...), son analíticas por lo menos para lz—z%|<R y es 
F (2)=3nf.(2) uniformemente convergente en |z—z.|<”"<R, enton- 
ces convergen las series Y$uar"? —Ar, (r=0,1,2,...) y también 
S-A, (z — Zo)" por lo menos a ean] <r, con suma F(z). 


T. Probar que 


un z? 
E) =A vea * 
19) Es continua para z real; 20%) Tiene los infinitos polos z = + 21/n 
con el punto de acumulación z =Q, que es entonces punto singular esen- 
cial. 


8. Probar que f(z)= cosec z —(1/z)=(z— sen z)/(z.senz); a) Tie- 
ne en z= 0 una singularidad evitable con “verdadero valor” f(0)=0; 
b) Tiene en 2=nx un polo simple de residuo (—1)”"; c) Está acotada 
en el conjunto de los contornos de log cuadrados C, de vértices 
(n+3(21 2025. 


9. Decucir de [118-25] los desarrollos siguientes: 





to (—1)" IBAE 
a) cosecz= Y -*— (valor principal) ; 
mo 2 
b) i +00 1 i incipal) 
>)  cotgz = 2 do (valor principal); 
1 1 1 n’ 
Y qa H g = 2? 
1 i 1 x 
TË + Tos + “gr po E 
1 1 1 m? 
l) -iz -$ y a = o. 
c ) 1? + 32 1 5? + 8 
10. Expresando cos z = sen 2z/ (2 sen z) llegar al desarrollo: 


cosz = (1 — E — 7). a) ] 


11. Deducir de [118-27] la fórmula de WaLLis ($ 53-3) poniendo 
z=xn/2. 


12. Demostrar que la adición de una constante a una función entera 
no modifica su orden. 


13. Demostrar que toda función entera de orden finito no entero, 
tiene ceros, 


14. a) Probar que toda función entera de orden finito no entero, 
toma todos los valores; b) Probar que toma cada valor infinitas veces, 
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NOTAS AL CAPÍTULO XXIX 


I. Condiciones de monogeneidad. — Las ecuaciones Características, 
que suelen llamarsc de CAUCHY-RIEMANN, eran ya ccnocidas por D'ALEM- 
BERT (1752), EULER (1777) y LAGRANGE (1783); pero su verdadero al- 
cance ha sido aquilatado muy recientemente. Aún en libros modernísimos 
y rigurosos, como el de TITCHMARSH (citado en Cap. XI, nota IV, 3), se 
suponen continuas las cuatro derivadas en toda una región, para deducir 
la monogeneidad en ella, mediante tales ecuaciones; se reconoce, además, 
que la monogeneidad en un punto no resulta de ellas, pero sin dar las 
condiciones suficientes. El problema queda resuelto de la manera más 
simple y completa ($ 114-2, a) gracias al concepto de función diferencia- 
ble, debido a THOMAE (1875), cuyas ventajas evidentes no han bastado 
para vencer la inercia de los tratadistas, aunque VALLÉE-POUSSIN las 
puso de manifiesto. Carecería de interés averiguar quién haya sido el 
primero en imprimir cl criterio de monogeneidad ($ 114-2), pero es se- 
guro que muchos profesores lo habrán utilizado en sus cursos, como nos- 
otros. 

En la misma obra de TITCHMARSH se pone un ejemplo de función 
que satisface en el origen a las ecuaciones características, pero no es 
monógena en él; es la función exp(—x*), que viene a la memoria de 
todo el que recuerda la de CAUCcHY, exp(—z"*) ($ 38-5), la cual admite 
derivada en la dirección real, pero no en la perpendicular; es obvio que 
de este caso se pasa al de TITCHMARSH, y aún a cualquier otro de fun- 
ción derivable, no ya en dos, sino en varias direcciones, sin ser monógena 
en ese punto, pues basta transformar el exponente para fundir todas 
ellas en una sola dirección. Más interesante es el ejemplo que damos en 
$ 114-2, ejemplo 4, donde existe derivada en toda dirección, sin ser la 
función monégena en el punto, 

Muy distinto es el problema de la monogeneidad cuando ella no con- 
cierne a un punto dado sino a todos los de un recinto, Si se suponen 
continuas en un recinto G las funciones reales u =u (x,y), v=v(x, y), 
es suficiente (MONTEL, 1913) que existan las derivadas parciales y cum- 
plan las ecuaciones características [114-7] (es decir, exista lim Aw/Az 
según dos direcciones perpendiculares fijas) en el recinto G, salvo even- 
tualmente un conjunto de medida nula ($ 82-2), para que, entonces, la 
función w=—1Í(2), (2=x +1y, w—u-+iv) sea regular en G (y se ve- 
Tifiquen [114-7] para todos los puntos de G). 

En las investigaciones más modernas juega un papel esencial la uni- 
valencia (una función se llama univalente en un recinto G si no toma 
el mismo valor en dos puntos distintos de G) y además se parte con fre- 
cuencia de la existencia de límite único del módulo o bien del argumento 
de Aw/Az en determinadas condiciones. Así, H. BOHR ha demostrado 
(1918) que si w=f(2) es univalente en un recinto G y en cada punto 
de G existe lim | Aw/Az| para Az— 0 de cualquier modo, entonces f(z) 
en regular en G o bien conjugada de una función regular en G. Mús 
generalmente, D. MENCHOFF (Bull. Soc. Math. de France, 1931) ha de- 
mostrado que una función w = f(z) univalente en un recinto G es regu- 
lar en G a conjugada de una función regular en G si una de laa condi- 
cionca nipyuicuteg se verifica en todo punto de G salvo eventualmente un 
conjunto nnmevable: 


abp | Aw/Az!| [o bien arg Aw/az] tiende a un misma liuite 
emordo è +0 según tres direcciones (que pueden variar de uxw pauto 
a alvo, nin estac nuuca dos sobre ina recta); 


0) A/A z tieode a un misuo limite cuando Az—> 0 según don ti- 
Vorcitopon, 
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II. Movimiento plano estacionario irrotacional de flúidos incompresi- 
bles. — a) Movimiento plano. — El movimiento de un flúido en el es- 
pacio queda determinado desde el punto de vista local o euleriano ($ 93-2) 
por el campo vectorial de la velocidad en cada punto del espacio: 
v= $i + nj +k. En general, estos vectores son funciones de (x,y,2,t), 
es decir, la velocidad de las diversas moléculas que pasan por cada punto 
varía con el tiempo; cuando la velocidad no depende del tiempo, el movi- 
miento se llama estacionario ($ 91-2, nota 3), y las velocidades (£, y, 7) 
forman un campo vectorial constante. 

Se dice que el movimiento es plano según una cierta orientación, 
cuando adoptado el eje z perpendicular a ella, las componentes £, y de la 
velocidad son independientes de z, y además {= 0. Es decir: todos los 
vectores representantes de las velocidades en los diversos puntos de la 
masa flúida, son paralelos al plano xy, y todos los puntos situados en 
cada recta paralela al eje z están animados de la misma velocidad en 
dirección y magnitud. 

Para estudiar un movimiento plano bastará, pues, considerar un pla- 
no Cualquiera paralelo al xy y las dos funciones ¿(x, y), n(x,y) compo- 
nentes de la velocidad. También es útil considerar dos planos paralelos 
al plano xy a la distancia 1 entre ellos; así, por ejemplo, llamaremos 
flujo a través de una curva del plano xy (o de un plano paralelo) a la 
cantidad de flúido que en la unidad de tiempo pasa entre aquellos dos 
planos paralelos, a través de la línea; dicho de otro modo, a través de la 
superficie cilíndrica normal a ambos planos y que tiene la curva como di- 
rectriz. Como la altura del prisma líquido es 1, es indiferente medir el 
volumen del prisma, o el área de su base. 


b) Movimiento plano estacionario. — Si el movimiento es estaciona- 
rio ($ 91-2, nota 3), de la ecuación de continuidad de EULER [93-24], 
por ser 9p/0t 0, resulta div(pv)= 0, y si el flúido es incompresible: 


ao OE Mm _ 
[XXIX-1] divv = e + Y 


Además, las trayectorias seguidas por las partículas de flúido coin- 
ciden con las líneas de corriente ($ 91-2, nota 3), es decir, están carac- 
terizadas por la propiedad de que en cada punto el vector velocidad es 
tangente a la curva, o sea, en todo punto ha de verificarse: 


[XXIX-2] L = pen l 


Si las funciones £, y fuesen conocidas, la integración de esta ecuación 
diferencial se haría fácilmente, pues, en virtud de [XXIX-1], la expre- 
sión ¿dy —wydx es la diferencial exacta de una función V (x,y) tal que 


[XXIX-3] ƏV/ðy = E , 0V/%xe=—mMm , 
y siendo: ¿dy—pydx=dV=0, la integral general de [XXIX-2] es 
V (x, y) = const, 


Las líneas de corriente están, pues, dadas por la ecuación V (x, y)=C; 
y por tanto sobre el contorno que limita el movimiento del flúido debe 
ser V = const. 


c) Movimiento plano estacionario irrotacional. — Si el movimiento 
es además irrotacional (§ 91-5), es decir, rotv= 0, o sea: 
dE _ ðn 
[XXIX-4] a 


entonces ($ 91-6, c) existe un potencial de velocidades U = U (x, y) tal 
que 


C. XXIX -lI MOVIMIENTO PLANO ESTACIONARIO IRROTACIONAL 460 


U oU 
[XXIX-5] da = EOS, cra = q. 
Las ecuaciones [XXIX-1] y [XXIX-4], escritas en la forma 
De _ dn DE z an 
[XX1X-6] E E To 


no son sino las ecuaciones características ($ 114-1, a) para la monoge- 
neidad de la función ¿—in = f (x + iy), y entonces ($ 114-3) las fun- 
ciones y, £ son armónicas conjugadas. En virtud de [XXIX-5] y 
[XXIX-3] determinan dos funciones U, V tales que: 

oU GAY U 3V 

æ ~ y >” y o“ de” 

es decir, también las funciones U y V son conjugadas, y componen la 
función analítica U + iV de la variable compleja a + iy. En este hecho 
fundamental radica la aplicación de las funciones analíticas. Desde luego 
podemos establecer: Las líneas equipotenciales U = const., son ortogona- 
les a las líneas de corriente V = const. 

Puesto que en cada línea de corriente es V = const. y una función 
armónica en un recinto simplemente conexo. se reduce a una constante 
si en su contorno tiene un valor fijo, resulta: En un movimiento plano 
estacionario irrotacional, en un recinto simplemente conexo, las lineas de 
corriente no pueden ser cerradas. 

Por la misma razón, puesto que el contorno de un recipiente es línea 
de corriente, resulta: En todo movimiento plano estacionario, en un reci- 
piente simplemente conexo, existe algún torbellino. 

Finalmente, observando que el módulo de la velocidad es igual al mó- 
dulo de la función analítica ¿-—ipn, del teorema del módulo máximo 
($ 114-6) resulta éste de Lorp KELVIN *: La velocidad alcanza su mayor 
valor absoluto en puntos del contorno. 

Puesto que toda función analítica f(2)= U + 1V_ determina un par 
de funciones U, V que satisfacen: a [XXIX-7] y de ellas se deducen por 
[XXIX-3] o bien por [XXIX-5] dos funciones ¿, y que cumplen las dos 
condiciones [XXIX-6] características del movimiento estacionario irrota- 
cional, resulta un método sencillo para estudiar tipos de movimientos pla- 
nos, partiendo de funciones analíticas cualesquiera; y como cada una de- 
termina dos pares de funciones armónicas conjugadas, que son U, V, y 
V, —U, obtenemos dos tipos distintos de movimientos, siendo las líneas 
de corriente en cada uno las curvas equipotenciales del otro. 


[XXIX-7] 


d) Ejemplo de movimiento estacionario. — Como prototipo de este 
método vamos a estudiar el tipo de movimiento estacionario que corres- 
ponde a la función analítica: 

; h ; 
f(z) = U + iV = kz + ad siendo: (h>0, k>0). 

Designando por 17° el cociente h:k, la función puede escribirse así: 


U+iv=k(24+ —) 


de donde resulta el par de funciones conjugadas: 


AS “a ry 
IXXIX 5] U = kf e +) veky -> AE 
yy? ; ay 
+ hen, pura, Inpreraarins Ins demostraciones de Torb Kevin y Kircuuorr (ao ví- 


grtromar do eo gradas ea LAMO: Jiydrodynamica (citado en Cop. XXII, nota Y, R). 
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Las curvas equipotenciales están definidas por la ecuación: 
x(x Hy) + rrez 
y son cúbicas simétricas respecto del eje x. Las líneas de corriente tie- 
nen la ecuación: 
ya +y — t) = CE 


y son simétricas respecto del eje y, siendo curvas simétricas respecto del 
eje x las correspondientes a valores opuestos de C. 
En particular, para C = 0, resulta la línea de corriente compuesta de: 
y=0 , py z=” 
es decir, sigue el eje de las 2, bifurcándose en dos ramas a uno y otro 
lado del círculo de radio r, que vuelven a unirse en el eje de las x. 

Al crecer y positiva o negativamente, tiende y hacia el número C:k, 
es decir: las líneas de corriente tienden a ser paralelas al eje x, cuando 
se alejan del círculo. AI crecer C la curva tiende hacia la recta y = C: k, 
es decir: al alejarse del círculo en el sentido de las y, tienden a hacerse 
rectilíneas. 

Vemos, pues, que la función estudiada representa el movimiento de 
un flúido en un canal muy ancho, en el que figura un cilindro circular 
vertical, de radio r muy pequeño respecto de la anchura del cauce. 

El significado del parámetro h resulta inmediatamente calculando: 


oU y — x” 


E = —— z= k + O Na kr? 

[XXIX-9] | o (+1 
lui ep 
LUS A (x + y)* 


Para x — œ resulta: lim ¿= K, limy = 0; luego k mide la velocidad 
en cualquer punto suficientemente alejado del eje y. 


III. Demostración de Goursat del teorema de Cauchy. — Sin suponer 
la continuidad de la derivada, vamos a demostrar que es nula la integral 
sobre todo circuito rectificable contenido en el recinto G simplemente co- 
nexo donde f(z) es regular. Como el circuito se puede aproximar inde- 
finidamente con poligonales de lados paralelos a los ejes, sin más que 
sustituir cada cuerda de una poligonal inscripta por sus dos segmentos 
componentes, bastará probar la anula- 
ción de la integral sobre tales poligona- 
les y para ello será suficiente demostrar- 
lo para cada contorno rectangular inte- 
rior a G, pues cada poligcnal de este 
tipo es suma de contornos rectangulares, 
b positivos y negativos, de lados paralelos 
a los ejes *, 

Consideremos, pues, un rectángulo 
de lados a > b paralelos a los ejes (fig. 
439), contenido en G y supongamos que 
la integral sobre su contorno sea So 4 0, 
es decir, tenga valor absoluto positivo. 
Multiplicando f(z) por un factor posi- 
tivo, podemos lograr que ese valor abso- 
luto de la integral sea precisamente el área ab del rectángulo. Dividido en 
cuatro rectángulos iguales, como la suma de las integrales sobre sus con- 
tornos es fe, alguna de ellas debe ser en valor absoluto > que el área 


*Zo 


a 


Fig. 439. 


* Omitimos la demostración de esta propiedad netamente combinatoria, es decir, 
aritmótica. 
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del correspondiente rectángulo, pues si las cuatro fueran menores, sería 
| fol < ab, contra lo supuesto; fraccionando dicho rectángulo en cuatro 
y cligiendo uno en que subsista la propiedad de ser la integral .: que el 
área, y «sí prosiguiendo, queda determinado un punto z; dende, por de- 
finición de derivada, se verifica en todo un entorno del mismo para cada 
E>0: 


(*) f(z) — f(z) = f(z) (z— z) + S(2—2%)3 |ó[<e. 


Sea c uno de los contornos rectangulares antes elegidos, interior a 
dicho entorno; por verificarse entonces (*) en c, despejando f(z), la in- 
tegral a lo largo de c se puede expresar así: 


fs = t f dz + f(z) T (z — z) dz + / saxo: , 


los dos primeros sumandos son nulos por tener primitiva uniforme; para 
acotar el último basta observar que siendo z punto de contorno y zo in- 
terior al rectángulo a,b, es |2—.zo| < 2a, y el perímetro es menor que 
4d,, luego, dicha integral residual es menor que £.2a,. 404, y si se ha 
elegido 


1 b 1 b, 
SE AR a 
resulta: 
f tede | < ab, 








es decir, la integral de contorno es menor que el área, en contradicción 
con la selección hecha. No es posible, por tanto, que la integral sobre C 
sea distinta de 0, quedando así demostrado el teorema de CAUCHY. 


IV. Monogeneidad y analiticidad. -— El teorema 2 de $ 115-10 es uno 
de los más bellos resultados del siglo XIX, por establecer equilibrio entre 
el campo de las funciones analíticas de LAGRANGE, sistematizado por 
WEIERSTRASS, y el de las monógenas de CAUCHY. El concepto de función 
monógena (en un recinto y por ende holomorfa en él) se basó desde en- 
tonces en la prolongación analítica mediante círculos, cuya superposición 
forma el campo de existencia, o campo natural de la función, con fron- 
tera que es imposible sobrepasar. 

Desde su tesis de 1894 intentó BOREL afinar la prolongación analítica 
($8 115-12) para filtrar la función a través de esa frontera, no por círcu- 
los, sino por rectas, en ciertos casos como el de las series x%k, (2 — a.) 
de coeficientes k, sumables absolutamente, cuando los puntos a. forman 
conjunto denso sobre una curva finita —por ejemplo, los puntos de divi- 
sión de la circunferencia |z| =1 en 2” partes (m=2,3,4,...)—, caso 
en que no solamente todos los puntos a, son singulares en f(z), sino 
también todos los de la línea, mientras que a cada lado de ésta define la 
serie una función analítica; y, si la curva es cerrada, resultan tantas 
funciones como regiones del plano produzca. Sin embargo, logró BOREL 
transformar la serie en otra de polinomios, que no solamente converge a 
ambos lados de la línea, sino también en infinitas rectas que la atravie- 
san, realizando la filtración anunciada, Pero este resultado era solamente 
envayo y comienzo de su futura teoría generalizada de las funciones mo- 
nófenar, cuya esencia vamos a exponer, aunque todavía no ha pasado a 
los tratados *. 


+ Ye evitará así ena pesible confusión en los ubimnos mediocres, que nl leer en 


alpnono emite franela "liferencia esencial entre imenosencida dl y annliticidad”, comparen 
con el teore de E 1156-10 que expresa bien eluramente téide rodde w Myersididl de 


punte ale yitar, 
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Sea D un dominio finito o infinito del plano complejo, y sea N una 
sucesión densa en una parte H de D (fig. 440). Si excluímos en D el 
interior de un círculo de centro a,, en el recinto restante excluímos el 
interior de un círculo cz con centro en el primer punto de N interior, 
que numeraremos a»; y así siguiendo se va numerando ds, %i, ..., al pri- 
mer punto interior excluído por los círculos anteriores, excluyendo cada 
uno con un entorno circular situado en el recinto precedente, resulta un 
conjunto cerrado C, por ser complementario de un abierto dentro del do- 
minio cerrado D. Si cada radio se elige no mayor que la mitad del ante- 
rior, y es r el primero, la suma total de radios es < 2r, luego, eligiendo r 
suficientemente pequeño, las proyecciones del sistema de círculos c, según 
cualquier dirección del plano sobre un eje transverso tienen suma arbi- 
trariamente pequeña y en cada intervalo > ô del eje hay trazas de rectas 
que no cortan a ningún círculo, es decir, situadas en el conjunto C. 
Parecería a la intuición que al suprimir todos los puntos de N, denso en 
H, suprimiendo con cada uno todo un entorno, no quedaría punto nin- 
guno de H; y sin embargo queda un conjunto C, cerrado y conexo, con 





Fig. 440. Fig. 441. 


infinitas rectas en toda dirección, que pasan libremente entre los infinitos 
círculos, sin tocar a ninguno. 


Ese amplio campo limitado por las infinitas circunferencias c, se am- 
plía todavía más dividiendo todos los radios por 2* y resulta un campo 
C» > C (fig. 441). La suma de todos los C, (o extremo superior o límite 
de ellos para h > 00) que a todos los contiene, es decir, el conjunto E de 
puntos que pertenecen a algún C, y a todos los siguientes, fué designado 
por BOREL dominio de CAUCHY, y para distinguirlo del W de WEIERSTRASS, 
lo llamaremos campo de monogeneidad B, para evitar doble uso de la pa- 
labra dominio, no aplicable en este caso. La función f(z) se dirá monó- 
gena en E si es continua en E, es decir, en cada Ca, y admite en cada 
punto z de E derivada única, continua, hipótesis de las que se deducen 
los teoremas fundamentales de la teoría clásica y el desarrollo tayloriano, 
sobre cada recta de E. 


V. Principio de acumulación de funciones analíticas. — a) Teorema 
de VITALI. — Si la sucesión {f„(z)}, de funciones regulares en un recinto 
G y acotadas en su conjunto en él; 

[XXIX-10] | fa(z)] < M, zG; n=1,2,..., 


converge en un conjunto C de puntos con un punto de acumulación zo 
interior a G, entonces 4f,(2) | converge hacia una función f(z) unifor- 
memente en todo dominio interior a G. Por tanto (§ 115-9, teor, 2) es 
f(z) regular en G. 


DEM. œ) Basta considerar el caso en que G es un círculo y zo su 
centro, pues de él se pasa al caso general extendiendo el dominio de con- 
vergencia uniforme por un procedimiento análogo al de prolongación ana- 
lítica ($ 115-12). 
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a) Sea R el radio del círculo. Como f, (2) — f, (20) se anula en z = zo 
y además por [XXIX-10]: 
| £, (2) — fa (zo) | < | £a (2) | + | fa (Zo) | < 2M , 


el lema de SCHWARZ (§ 114-7) aplicado a f„(z)— fn.(z) como función de 
2 — Zo, da: 


[XXIX-11] |£.(2)—1f.(%)] < 2M |z— z |/R. 
Sea ZeC y 242%. Se tiene: 
| fr+p (20) — fa (20) | < | Ln+p (Zo) — Ín+p (2)] + | fa+p (2) — 11 (2”) | + 
+ |£.(2)—fa(z0)] < 4(M/R)|2—%]| + | fup(2)— fn(2')!. 
Dado £ >0 puede elegirse z’ de modo que el primer término sea 
< €/2 y fijado z’ puede hallarse no de modo que el segundo término sea < £/2 
para n>n, (p>œ0). Entonces |frnip(Zo)— fn(z%)| <£ para n+p> 
>n >n, es decir, la sucesión /f, (20) } converge a un límite ao. Poniendo 
[XXIX-12] fn(2) = Qon + Qun — Z) -+ anal — 2) + ... 
|z—z| <R , 
será entonces lim don = do. Consideremos ahora la sucesión de funciones: 


[XXIX-18] g(a) = HZ a de la) + + 


que también converge en z’. Además |q.(2)] <2M/R en |2—z]=R 
y por tanto en |z—z%.| < R. Entonces la sucesión 4q.(2)) cumple, salvo 
el valor de la cota en [XXIX-10], las mismas condiciones que 4f,(2) +, y 


entonces existe lim a,n= 4. Sucesivamente se demuestra así que con- 
vergen todas las sucesiones 


Axa) Ors s Akna , ... (k=1,2,3,...). 


Por la acotación de CAUCHY (§ 118, ejercicio 2) es | @s,„| < M/R*Ħ, 
y entonces la convergencia de [XXIX-12] es uniforme respecto de n y de 
z para |z— z| < R—e. Finalmente, como cada término de [XXIX-12] 
tiende a un límite, la suma tiende a un límite uniformemente para 
| z— z | < R— e, lo que demuestra el teorema. 


b) Principio de acumulación. — Si 4f.(2) ) es una sucesión de fun- 
ciones regulares en un recinto G y acotadas en su conjunto en G por 
[XXIX-10], existe una sucesión contenida en ella (8 20-3) que converge 
uniformemente en todo dominto interior a G. 


Sea /z,p una sucesión de puntos de G con un punto de acumulación 
interior a G. Como los puntos Wn = fn (21) pertenecen por [XXIX-10] al 
círculo | w | < M, tienen al menos un punto de acumulación, es decir, en 
la sucesión įfa(z)} está contenida otra ¿f, (%)¡ convergente en z. 


De ¿fn,(2)f podemos extraer una sucesión parcial o contenida ifp, (2)} 
convergente en 22; de ésta, una sucesión parcial Va, (2) + convergente en 
Za» ete. La “sucesión diagonal” fn, (2), fp, (2), £o, (z), ..., está contenida 


en cada una de las anteriores y en consecuencia ($ 20-3) converge en 
todos los puntos Zn. Por el teorema de VITALI, esta sucesión diagonal 
converge en G, uniformemente en todo dominio interior a G. 


c) Si 4f (2)! es una sucesión de funciones regulares y univalentes 
en un recinto G, que converge uniformemente en todo dominio interior 
a G, entonces la función limite f(z) es también monovalente, o bien se 
reduce a una constante. 


La posibilidad de que la función límite sea constante resulta del 
ejemplo f (z)= z/n. Si no fuera ese el caso y además hubiera en G 
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dos puntos distintos z1 y zə tales que f(2:1)= f(z:)= a, bastaría aplicar 
a la sucesión <f.(2)—a) el teorema de HurwIrz ($ 117, ejercicio 5) 
para tener una contradicción, 


VI. Representación conforme. — a) TEOREMA DE RIEMANN, — Dado 
un recinto simplemente conexo R con dos puntos de contorno por lo me- 
nos, existen infinitas funciones analíticas regulares en todo él, que lo 
transforman biunívoca y conformemente en un círculo. Cada función. está 
determinada dando tres puntos A, B, C del contorno con sus tres homó- 
logos A', B', C' en la circunferencia, de modo que ABC y A'B'C' deter- 
minen el mismo sentido de recorrido sobre ambos contornos, o bien dando 
un punto interior como homólogo del centro del círculo y un punto de 
contorno como homólogo de un punto de la circunferencia, o bien dando 
un punto interior y una dirección a partir de él como homólogos del cen- 
tro del círculo y la dirección del semieje real positivo. 


La demostración de RIEMANN, dada en su tesis doctoral y fundada 
en la integración de la ecuación de D'ALEMBERT ($ 91-6, d), adolecía de 
dos defectos capitales: Estudiando la integral definida de una función 
indeterminada que debe cumplir determinadas condiciones, admitía que 
existe una cierta función para la cual obtiene esa integral su valor mí- 
nimo (este postulado, que en Física se utiliza con frecuencia, suele lla- 
marse principio de DIRICHLET). En segundo lugar, admitía sin demostra- 
ción que la correspondencia biunívoca, continua y conforme de los puntos 
interiores a dos recintos, lleva consigo la correspondencia de los contornos. 


Señalada la insuficiencia del método de RIEMANN, diversos matemá- 
ticos acometieron la empresa de demostrar la existencia de la función que 
efectúa la representación conforme de cualquier recinto sobre el círculo, 
estudiando además la correspondencia de los contornos. Al fin consiguie- 
ron SCHWARZ y NEUMANN, hacia 1870, resolver el problema para tipos 
muy generales de recintos, apoyándose en la teoría del potencial logarít- 
mico (ver c), o sea, la integración de la ecuación de D'ALEMBERT 
($ 91-6, d). Más recientemente, KOEBE, CARATHÉODORY y BIEBERBACH, han 
iniciado una nueva época, abordando la resolución directa del problema 
de RIEMANN sin utilizar la teoría del potencial, esto es, combinando sola- 
mente los recursos de la teoría de las funciones analíticas. 


Puesto que puede representarse conformemente un círculo en sí mis- 
mo por una transformación homográfica ($ 114-4) de modo que se corres- 
pondan, o bien tres pares de puntos de contorno con conservación del 
sentido de recorrido de éste ($ 114, ejercicio 10, a), o bien un par de 
puntos interiores y uno de puntos de contorno, o bien un par de puntos 
interiores y una dirección a partir de cada punto ($ 114, ejercicio 7, 19), 
bastará probar: 


TEOR. Todo recinto simplemente conexo R de un plano simple (es 
decir, no múltiple, $ 116-1) z, con dos puntos a, b de contorno por lo 
menos, se puede transformar biunívoca y conformemente en un circulo 
mediante una función analítica. 


Dem. a,) Sin restringir la generalidad del teorema podemos suponer 


R acotado, En efecto, la función w = V (z —a) / (2 — b) representa el 
plano doble z ramificado en a y.en b, en el plano simple w, y entonces 
R, que está en una rama del plano doble z, se transforma en un recinto 
del plano simple w tal que su complemento contiene un recinto G, el cual 
por una transformación homográfica puede llevarse a cubrir el exterior 
de un círculo, 


a.) Suponiendo (por a) el recinto R acotado, consideremos para 
zeÉR el conjunto C(z0) de las funciones f(z) regulares y univalentes 
(nota I) en R, con f(z0)=0, f'(2,)=1 y tales que exista finito: 
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M(f) = extr sup | £(z)|. Sea Q = extr inf M (f). 
zeR ÍeC (20) 


lóntonces, o bien hay en C(%) una función q(z) tal que M(qp)=0; o 
bien hay una sucesión f,, fọ, ..., de funciones de C(z,), tal que 
lim M(f,)=0. Probaremos que este segundo caso se reduce al primero. 
lin efecto, como las funciones de la sucesión 41f,(z)) están acotadas en 
su conjunto en R [pues M(f,)<0+1 para n suficientemente grande], 
por el principio de acumulación (nota V, b) podemos seleccionar una su- 
cesión {fn, } contenida en {fa} y que tiende a una función regular f(z), 


uniformemente en cada dominio interior a R. Esta función verifica 
f(z)= 0, f(z) = 1; por tanto, no es constante y entonces (nota V, c) 
es univalente. Por definición de Jf,p, para cada £ >0 existe ro=Tv(e) 
tal que para r > ro es 


M(f.,)<o+e osea |f, (2) <Q +e zG, 


y haciendo r —> œ sigue |f(z)|<Q@+: en R con lo que feC(z), y 
como £ es arbitrario: M(f)< o. Además, por definición de e es 
M(1f)> e y entonces M(f)= 0. 


a,) Probaremos que la función w=— f(z) definida en (as) representa. 
R biunívoca y conformemente en el círculo |w|<e. Como M(f)= e, 
el recinto S transformado de R por f, es parte (propia o impropia) de 
lw!l<o y tiene al menos un punto de contorno en la circunferencia 


|w! =ọ. Si el teorema no fuera cierto, habría en el contorno de S 
un punto u con |a| <Q y entonces cada rama de la función biforme 
A A A O NT O A 
w = eVgolw — a)/ (@ — aw) 


sería vegular y univalente en S. Por otra parte, para |w|<o es 
Iwm|<o (8 114, ejercicio 7, 29) y w(0)= V—ag. Pongamos 


[XXIX-14] w: = [w — w: (0)]/ L — w:(0).w] , 
entonces, para |wı| <Q es |w:| <Q. Pero la derivada 
dw.: dw, dw: 
o da 


toma para w=0 el valor (9 + |al)/2V— ag cuyo módulo es >1. En- 
tonces tendríamos una función 


[XXIX-15] wa = 2w:V— ag/ (e + lal), 


perteneciente al conjunto C (2z) y tal que M(w»)< o, lo que contradice 
la definición de q. Entonces w = f(z) transforma R en todo el círculo 
|1!< o y queda demostrado el teorema de RIEMANN. 


b) Método de representación conforme de BIEBERBACH. — b,) Radio 
de un recinto. — Puesto que podemos adoptar ejes coordenados arbitra- 
rios para representar los recintos, desde ahora en adelante adoptaremos 
como orígenes los dos puntos homólogos y como semiejes reales positivo: 
los indicados por dos direcciones homólogas. A la representación confor- 
me así obtenida la llamaremos normal. Si f(z) es la función que efectún 
la representación conforme normal de un recinto R sobre el círculo de 
radio 1, el valor de la dilatación en el origen a correspondiente al cen- 
tro, es |1'(a)¡; pero si ampliamos o reducimos el círeulo, dividiendo su 
radio por |f'(a)!, la dilatación en el punto a se habrá reducido a 1. 
El radio 1/|f'(a)| del círculo así obtenido está, pues, determinado para 
cada punto de R y desempeña importante papel en la demostración del 
teorema fundamental (ver a) así como en muchos teoremas de la teoría: 

A cada punto interior de un recinto simplemente conexo R corres. 
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ponde un número positivo, que llamaremos radio de R en dicho punto. 
Este número es el radio del círculo transformado conforme de R de modo 
que su centro corresponda a dicho punto y que la dilatación en él sea la 


unidad. 


b:) Principio de mínimo. — El método de representación conforme 
que vamos a exponer, se apoya en el siguiente teorema: Entre todos los 
recintos que tienen en el punto 0 el mismo radio q, el de área mínima es 
el círculo de centro O. (BIEBERBACH, 1912), 

Deeir que el radio de un recinto en el punto 0 es o, equivale (b,) a 
expresar que la función analítica que efectúa su representación conforme 
sobre el círculo de radio q, tiene su derivada en 0 igual a 1. Adoptando 
como variable independiente la que representa al círculo, el desarrollo en 
serie de la función w será del tipo: 


[XXIX-16] w = f(z) =z + az! Far +... Faz hh... 
Puesto que el área del círculo, en coordenadas polares, tiene por ex- 


presión 
JÍ dọ dr = nge , 


y la razón de semejanza infinitesimal en cada punto, entre el eírculo y 
el recinto (es decir, la dilatación) vale |f'(z)], la razón entre los ele- 
mentos homólogos de área es |f'(z)|?; luego el área del recinto R trans- 
formado del eírculo por la función [XXIX-16] es: 


[XXIX-17] Ai a T (2) |*r dr de. 
Para caleular cómodamente |f'(z) |?, observemos que siendo: 
(2) =1 + 2022 + 30% + 4a +... =U+(0V », 


si formamos la serie de términos conjugados, el producto de ambas es: 
Ire PSIA PRs PHY, 
designando por P y Q, para abreviar, las sumas de las series: 
P = dar + 9aSrt + 160% + ..., 
Q = 2ar eos(p + Y2) + 30517 cos (29 + Ya) + ...5 


la primera resulta de agrupar el produeto de eada término por su homó- 
logo, la segunda serie resulta agrupando el produeto de cada dos térmi- 
nos no homólogos con el produeto de sus eonjugados. Por brevedad hemos 
llamado r al módulo de z, p a su argumento, œ; a los módulos de los 
coeficientes 4;, y Y, a sus argumentos. 


El área del recinto R resulta, reemplazando en [XXIX-17]: 


Q 2r Q 2r Q 2r 
a=] f rdr dọ +f f Pr dr dọ +f y Qr dr dọ = 
0 0 0 0 o Jo 


= ngo + (20% + Baro + ...), 


puesto que la integral de Q es nula, por reducirse a eero la integral de 
eada término entre los límites 0 y 2x. La serie encerrada entre parén- 
tesis tiene positivos todos sus términos, y por tanto: A > ng’. 


b3) Límite de error. — Si R difiere poco de un círculo, y es o la 
diferencia de área entre ambos, es decir: 


n (20 0 + 3a + ...)= 6 
resultan las limitaciones siguientes: 
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a <a e 3 q|- 2. 00" A Ee g das 
: 2 ? a” < Bn ? y 00” < we , 


es decir, los eoeficientes de la función se eonservan inferiores a núme- 
ros fijos. Cuanto menor sea la diferencia de áreas entre R y el círculo, 
tanto menores serán los coeficientes, y tanto menos diferirá cada punto 


z = re Ù del círculo, de su homólogo w. En efeeto: 
| £(z)—z| = lar y+ar+...| < or? + ar+o..., 
y llamando 0 al número r/p < 1, es decir r = 00, resulta: 


[£(2)—2| < 0? Vo/ (27) + ** Vo/(3x) + 
+... < 09 V0/(20) (14 040 +...) 


o sea 


6? o 
[XXIX-18] [f(2—=2| < gemy y 9w 


Dada una representación conforme entre un recinto y un círculo, con 
dilatación 1 en el centro, cada punto difiere de su homólogo en menos de 
un número dado por [XXIX-18], que depende de la distancia al centro y 
de la diferencia de áreas; número que tiene por límite cero cuando cual- 
quiera de estos números o ó 6 tiende a cero. 


b,) Representación conforme aproximada. — Dado un recinto simple- 
mente conexo R, la función que lo transforma en eírculo es regular en 
todo el campo R; pero, en general, su desarrollo en serie no será válido 
en todo él, pues puede haber puntos singulares exteriores a R, que disten 
del origen menos que algunos puntos del contorno; por esta razón, para 
poder utilizar el cómodo algoritmo de las series, hemos adoptado en (b:) 
como variable independiente z la que representa al círculo. Ahora vamos 
a adoptar como variable z la que representa los puntos de R; mas desapa- 
rece aquel ineonveniente eonsiderando funciones enteras del tipo: 


[XXIX-19] w = f (2) = 2 + az? + a? p ... F anz" 
que por ser regulares en todo el plano, transforman el recinto R en re- 
cintos finitos R’, de una o varias hojas, transformados conformes de R. 
Entre todos los sistemas posibles de valores reales que pueden recibir 


Az, As ..., An Vamos a elegir el que nos dé un recinto R' que difiera lo 
menos posikle de un círeulo. 


Las áreas de R y de R' son: 


A = | f dzd , a = S S 1E de dy ; 


y desarrollando, resulta: 


[XXIX-20] A” = e [1 + 2a. (+ 1ty)+... + nar(a +1y)”"] . 


. [1 + 2a: (x — iy) -+ ... + nan (x — 1y)”*]dx dy = 

= A + Ma? 4 Nas + ... + Qu + Tas + ... + Udo +... + Zan, 
habiendo designado por M, N, ..., los coeficientes que resulten después 
do efectuada la integración del polinomio real que apareee bajo el signo 
integral. Jl término eonstante del polinomio obtenido es el área A de R. 

Dnndo valores eonvenientes a 0dz, da, ..., 4, este polinomio llega a 
ndquirir valores tan prandes eomo se quiera, Basta para ello, por ejem- 
plo, hacer da ...=4=0 y 4: muy grande. Por consiguiente: Las 
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áreas de los recintos transformados de R por todas las funciones enteras 
del tipo [XXIX-19] no tienen máximo absoluto. 

Si C es un eírculo de centro 0 interior a R, como el transformado 
R’ por eualquier función eontiene al transformado C’, y éste tiene mayor 
área que C, también el área de R’ es mayor que la de C. Por consi- 
guiente, las áreas de todos los recintos R’ obtenidos con todas las fun- 
ciones [XXIX-191, por ser superiores a un número fijo tienen un extremo 
inferior a > 0, y como el polinomio es función continua, existe efectiva- 
mente un sistema de valores de a, da» ..., 4, tal que el recinto obtenido 
R' tiene el área mínima a, luego: Entre todos los polinomios de grado n 
del tipo [XXIX-19] hay uno que transforma al recinto R en otro de área 
minima. 

Como en un polinomio real el mínimo absoluto es también mínimo 
relativo, calcularemos fácilmente el sistema de coeficientes que du el re- 
cinto mínimo, igualando a cero las derivadas parciales del polinomio 
[XXIX-20], respecto de ds, de ds, ..., de Q,, y vesclviendo el sistema de 
ecuaciones lineales así formado. 

Si en vez del polinomio [XXIX-19] adoptamos otro de grado n’ >n, 
y aplicamos el mismo procedimiento para determinar sus coeficientes por 
la condición de mínimo, el recinto así obtenido no tendrá mayor área que 
el R’ suministrado por el de grado n, puesto que entre los polinomios de 
grado n’ figuran, como caso particular, los de grado n, y hemos obtenido 
la menor área que pueden dar todos los polinomios de grado n. Resulta 
de aquí que la aproximación va en aumento al erecer el grado de los po- 
linomios elegidos (al menos no disminuye); pero nada puede asegurarse 
a priori respecto del grado de aproximación que se logrará con polino- 
mios de eierto grado. Ni es tampoco necesario, pues una vez caleulados 
los eoeficientes y dibujado el eontorno de R’ que este polinomio suminis- 
tra, veremos si la aproximación lograda es suficiente. Y aunque el con- 
torno difiera sensiblemente de una circunfereneia, si sabemos calcular el 
radio del recinto (como sucede en los polígonos regulares) la fórmula 
[XXIX-18] dirá para qué puntos interiores puede reputarse suficiente 
la aproximación lograda, y para cuáles otros debe recurrirse a polino- 
mios de grado superior, 


c) Relación con la teoría del potencial. — cı) El teorema siguiente 
muestra la equivalencia del problema de representación conforme con el 
de hallar una funeión de GREEN (Cap. XXVIII, nota IX, h,) del opera- 
dor de D'ALEMBERT At ($ 91-6, d). 


TEOR.: 19) Sea w = q(2,£) función analitica de z en un recinto sim- 
plemente conexo R y su contorno [, formado por una curva analítica, y 
represente biunívoca y conformemente R en |w| < 1 de modo que a z= 
corresponda w = 0. Entonces 


1 
[XXIX-21] mie D] = Gyin), (+m=0, 


es la función de GREEN en R, del operador Au y condición de contorno 
u=0 en T, con polo ($,n). 
29) Recíprocamente, si G(x, y,$,n) es la función de GREEN de Au 
en R, la función: 
[XXIX-22] w = ọ(z, č) = e?r (GE, 
donde H es conjugada ($ 114-3) de G, representa biunivoca y conforme- 
mente R en |w| < 1 de modo que a z=¿—£ + tp corresponde w=0. 
30) Además, toda función u(x,y) armónica en R y continua en 


R +T se puede expresar por sus valores en el contorno T mediante la 
fórmula de GREEN: 
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ð 
[XXIX-23] u(x, y) = f u(s) - Gas , 
r ôn 


siendo se la abscisa curvilinea sobre T y n la normal interior. 


Dem. 1%) En el entorno de z=f es 
[XXIX-24] (z, t) = ar(2—5) + ara) + ..., 
con a Æ 0, pues la representación es conforme, Por tanto: 


[XXIX-25] inp(z,) = n(z— t) + m[la +a:(2—¿)+...], 
y entonces 

: 1 EE peoos 
[XXIX-26] Dn in Ip (z, $)| — “97 ln? +y 0 =|z— į; Ds 


donde y es armónica no sólo en el entorno de f, sino en todo R, pues 
f(z) no vuelve a anularse en R. 
Cuando 2 > zT, | p(2,1)| > 1 y entonces In] p(z,£)]| > 0. 


20) Recíprocamente, la función G-—(21)*Inr es armónica en R 
simplemente conexo, y entonces tiene una conjugada uniforme ($ 114-3) 
determinada salvo una constante aditiva, y como la conjugada de 
(27) In” es la función multiforme (21) arg(z—f), toda conjugada 
H de G es también multiforme, incrementándose en 1 cada vez que se 
rodea el punto 2 =í en sentido positivo, Pero como e' tiene período 2x1, 
la función [XXIX-22] es uniforme, valiendo los desarrollos [XXIX-24] y 
[XXIX-265]. 

Es por [XXIX-22] y [XXIX-25]: 


; l -l pe Y 
G + iH = a In p(z, $) = Sn In(2— 4) + sa e(z, $), 
con ọ(z,t) función analítica de z en un entorno de ț{. Por tanto 


e(z, t) = (z—?). e? (2% $) 
y como 
pa ($, $) = eg ($, t) Æ 0 


la representación es conforme en el entorno de f. También lo es en todo 
R, y como es G<0 en R, por [XXIX-22] es |w| =e2rG6 <1 y q(z,f) 
representa R en todo o parte del círculo |w|< 1. Pero dado un w, con 
[w| < 1, veremos que corresponde a un punto de R. Pues poniendo 
wn = earib, (a< 0), la circunferencia |w| = ea, que contiene a w, es 
imagen de una curva analítica G =a/(2mx) del plano z. Al recorrerla, 
H aumenta en 1 y por [XXIX-22], w toma todos los valores de módulo 
Jwi|, entre ellos 10,. 


39) Como q(z,£) es función regular de z en R, y se anula sólo en 
z = f, tendremos por $ 117, ejercicio 2, y § 115-2, nota 2, si f(z) es re- 
gular en R y continua en R+T: 
zasa 1 p: (t,t) 
XIX-27 = -> A i dt. 
[XXIX-27] Í(í) 2% IEG plt t) 
De [XXIX-22] sigue lInq=2x(G + 1H), y entonces indicando con 
s la abscisa curvilínea sobre T se tiene: 


` Qe a ôG . oH ) 
[XXIX-28] PL di = 2x ( se + ig J ds. 
ls 0G/08s=0 pues G=0 en F, y además 0H/%s- — G/n, si n 


indica la normal interior, por tanto [XXIX-27] da: 
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[XXIX-29] f(t) = Í TTE =— de. 


Poniendo aquí f(2)=u +1v y tomando partes reales se obtiene la 
fórmula de GREEN [XXIX-23]. 


ca) Integral de Poisson, — Es el caso especial de la fórmula de 
GREEN [XXIX-23] en que el recinto es el círculo |z! < R, a transformar 
por w=(2,7) en wl < 1, de modo que z = ¢ se transforme en w=0, 
Entonces ($ 114, ejercicio 7, 20): 
_R(2— 
p(z, t) = a 
tz—R 


y como en [XXIX-27] hay que formar (q:/qp)dt para z2=t en el con- 
torno, pongamos: 


z= R.ew Yf=>r,e0, (0<r<R). 
Entonces: 





Pe 
+ ah = = 
p a R: — z? 


E Reiw re-0, gio aa 
— [| Reiw— reið T R — etw , re-i? S 





~ Rew re-ið d 
== Reiw — reil + Re-iw — re-i ido = 


E a A sad 
= BR 2rR os(lo—ojp re O ? 


y de aquí resulta la integral de Porsson (cfr. 8 112-2, ej. 2): 


XXIX-30 TEA ES E E R, 0) d 
[XXIX-80] ul) ==), RaR coslo — pr odo 

Aunque esta fórmula expresa la parte real de una función analítica 
en un punto interior por los valores de dicha parte real en el contorno, 
no puede obtenerse simplemente tomando partes reales en la integral de 
CAUCHY. 


VII. Integrales eulerianas. — a) Diversas definiciones de la función 
Gamma. — a) El producto infinito 


TI E ei 
a E T I i J 


converge uniformemente en cada círculo |z| < 3A, como resulta (Cap. XI, 
nota III, e) de la siguiente acotación de los logaritmos de sus términos: 
z z 1 2 1 2 | 
m(1 +- J- J i PERS 
< Eaa 


2 w 3 n | 
n? 


eze ..]< 


a dE eS LEN 


En consecuencia ($ 115-9), dicho producto define una función ana- 
lítica para todo z finito. Definiremos la función Gamma T(z) por: 
[XXIX-31] 1.7 ¿e 1 E qe + e-2/ml, 

T (2) n=1 n J 




















` 
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siendo y la constante de EULER (§ 22-3, b), y entonces T(z) es analítica 
en todo el plano propio salvo en los puntos 2=0, —1, —2, ..., donde 
tiene polos simples. 


a:) De [XXIX-31] y la definción de y resulta: 


at KA eae] 
= z lim ell+4+... + (1/1) —1n klz 1 Ll e-2/n L 
T(z) I E 





k-—>00 n=1 
k z 
= z lim lez JI |1 + — | = 
k->00 m=1 n 


k—1 1 17? k z 
= z lim | TI h + + TI (2 + + )] 
k=>uw L n=1 n n=1 n 


y como puede ponerse k como límite superior del primer producto, pues 
lim[1 + (1/k)]?=1 para k=> œ, resulta la fórmula de EULER que ex- 
presa T(z) como producto infinito: 


XIX -4 ila 21 1 7 
xarxa n= lr hah, 
(20, —1, —2, ...). 


Esta relación se escribe también: 


k—1 
r)=-“ tm |i muy / 5 stn) 
2 k>0 n=1 


y da la siguiente expresión equivalente a [XXIX-32] y na debida 
a EULER: 


k!kz 
XXIX-33 = lim —— n + 
l ] PS ED EFA 
as) Veremos ahora que para R(2)> 0 vale la siguiente expresión de 

T(z) por una integral impropia, debida también a EULER: 

00 
[XXIX-34] T(z) = f tz-1e-tdt , [R(2)> 0]. 

0 


41) Para demostrar que la integral [XXTIX-34] representa una fun- 
ción analítica en el semiplano R(z)>0 bastará probar ($ 115-9) que 
converge uniformemente en toda faja vertical 0< e€< R(2)< H. Ha- 
ciendo la descomposición: 


œ 1 00 
[XXIX-35] dE ta-letdt = f tz-1 e-t dt + T tzi etdt , 
0 0 1 


vemos que las dos integrales del segundo miembro convergen uniforme- 
mente en esa faja, pues los módulos de sus integrandos no superan a los 
integrandos de las integrales convergentes 


1 co © {H+ e-t 
f eat s if ietdt = | A at. 
0 1 1 t 


As) Para probar [XXTIX-34] consideremos la integral 


n tn 1 
[XXIX-36] G, (z) = Í E o tz-1 dt = na È (1—rT)” rz ldr , 
0 ği e 0 
(t=nr) ; 


integrando reiteradamente por partes resulta 
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1 4% à n z » 
[ran l-=f£a=0 ra dr = 


_ _ n(n —1)...1 

T zlz+1)...(z+an) ’ 

y por (XXIX-33] y [XXIX-36]: r(z)= lim G,(z) de modo que: 
nm 


f (1 — 7)» re-1 dr 
0 


œ 
[XXIX-37] f ts-1 e-t dt — T(z) = 


con [me 4) Jus Loa) 


y bastará probar que este límite es cero. Ahora bien, el segundo términe 
tiende a cero por la convergencia de la integral [XXIX-34] y el primero 
en virtud de las desigualdades * 


(XXIX-38] 0 < et — [1 —(t/n)]” < mite: 
pues, siendo R(z) =z >0: 


Kele- t-t] 


s 1 e-t 00 
< f7 ts et de < 1f tzl e-tdt > 0 
0 R JO 





Haciendo en [XXIX-34] el cambio de variables t — 87, (s > 0), re- 
sulta la fórmula de uso frecuente: 


00 
[XXIX-39] IA f. rel ger dr. 
s 0 

a.) Históricamente, la función T fué primero introducida por EULER 
(carta a GOLDBACH, 1729) por el producto infinito [XXIX-82], y luego 
por el límite equivalente ([XXIX-33]. La definición [XXIX-31] es de 
WEIERSTRASS (1856) pero [(XXIX-31] fué obtenida de (XXIX-32] por 
F. W. NEWMAN en 1848. La notación T(z) fué introducida en 1814 por 
LEGENDRE, quien dió a la integral [XXIX-34], mediante la cual suele defi- 
nirse T(s) en R(s)> 0, el nombre de integral euleriana de segunda es- 
pecie. La de primera especie será introducida en c. 


b) Propiedades de la función Gamma. — b,) Ecuación funcional. — 
Resulta de [XXIX-34] por integración por partes, para R(2)=x > 1: 


* Para demostrar (XXIX-38] observemos que y= e* tiene por tan- 
gente en el origen y = 1 + 8s con su concavidad hacia y > 0 ($ 33-9), 
lo que prueba es 1 -+8 < e' para s positivo o negativo, de donde con 
8 = + t/n se obtiene: 

[1 +(t/n)]" > et > [1 —(t/n)]" ; 
y de ahí resultan las relaciones 


osea r[ia(r— 4)1]< 


Porn 
< e [1 (17) ]. 
que ya dan la primera (XXIX-38], y también la segunda, pues si en 
(1 — 8)” > 1—nð, (0< 8 < 1) (demostrable por recurrencia si ná< 1, 


cfr. $ 2-2, ejemplo; y trivial si nd > 1) ponemos ô = t/n” resulta el úl- 
timo corchete < t*/n. 
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00 00 
T(s) = [me] + c= f ts-2 e-t dt 
0 0 


y como el término integrado se anula resulta la ecuación funcional de la 
función Gamma: 


(XXIX-40] T(s) = (s—1)1(s—1),  (R(z)>1], 
o bien: 
[(XXIX-41] T(2 +1) = zT(2), [R(z)> 0). 


Para z= a entero, teniendo en cuenta que 
0D 
ra) = f e-tdt = 1, 


resulta por aplicación reiterada de [XXIX-40]): 
[XXIX 42] T(n) = (n— 1)! 


y en consecuencia la función T (s) puede considerarse como una genera- 
lización del factorial (fig. 442). 


SITST NITT] 


E 
7 
7 
A 
E 
T 
A 
E 
[E 
a 
E 

ES 

T 

Ea 

ala 

ala 





La ecuación funcional [XXIX-41] reduce el estudio de la función 
T(s) en R(s)>0, al estudio de sus valores en la faja 0< R(2)< 1. 
Una reducción a la faja 0 < R(z)< i se obtiene con la relación siguiente: 


b,) Relación de los complementos. — De la definición de WERS- 
ta (XXIX-31] y la expresión del seno en producto infinito ($ 118-5) 
resulta : 


r(2)1T(-x) = 
1 00 g -1 œ z A A 
-pee a-e- 
1 00 2 -1 —K 
=—-+ 5 (1-5) = ena 


y como por [XXIX41] r(1—z)= — £T (—z) resulta la llamada rela- 
ción de los complementos: 
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x 
sen nz ` 





[XXIX-43] T(2)T(1—2) = 


En particular, para z= (ver bs) resulta I*(2)=x y como por 
[XXIX-31] es T(3)>0 resulta: 


[XXIX-44] T(3) = Va. 


b,) Persistencia de las relaciones funcionales. — La relación funcio- 
nal [XXIX-41], probada para R(z)> 0, se extiende por el teorema de 
identidad de funciones analíticas ($ 1165-11, teor. 5) a todo z que no sea 
un entero negativo, pues la función T'(2 + 1)—zT (z), por ser nula en 
R(z)> 0, lo es en todo su campo de regularidad. 

Observemos que la relación de los complementos [XXIX-43] fué de- 
mostrada en b, para R(z)< 0 por haberse usado [XXIX-41] cambiando 
z por —z. Pero por la misma razón vale para todo z. Como consecuen- 
cia se encuentra de nuevo (ver a) que 1/—(z) es una función entera 
pues 1/T(2)=(1/x)T(1— 2)senxz y las únicas posibles singularidades 
del segundo miembro, que serían los polos simples de T(1—-2) (ver a) 
en 1—2z2=0, —1, —2, ..., es decir z=1,2,3,..., son “evitadas” por 
los ceros de sen nz. 


b,) Otras propiedades. — La siguiente “fórmula de duplicación” 
[XXIX-45] T(22)T (3) = 22-17 (2)10(2 + 2), 


que demostraremos en C;,, es caso particular (n= 2) de la siguiente fór- 
mula de multiplicación de GAuss y LEGENDRE: 


[XXIX-46] Tr(z+ 1)... r(e + #75) = 
= nin (21) +r-1DD (nz). 
La fórmula de STIRLING [53-14] se generaliza para la función T: 
T(2) - (2— 1)+-1 e-2+1 V2n(2 —1), 

o en la forma más usual 
[XXIX-47] T (2) ~ zał e-z V2x, 
equivalente a la anterior, pues 

(1 as —y e 1 

x 


($ 21-5, c). En el campo complejo, el límite 1 del cociente de ambos miem- 
bros de [XXIX-47] se alcanza para z->0%0 uniformemente en todo án- 
gulo menor que x y con el semieje real positivo como bisectriz. 


c) Función Beta. — La función Beta B(p,q) o integral euleriana 
de primera especie en la terminología de LEGENDRE, se define por: 


1 
[XXIX-48] Bis f xP-1 (1 — 9) 0-1 de, 
0 
estando xP-1 y (1—a)a-l dadas por la determinación real de los loga- 
ritmos en elp-1)inx y ela-1)in(1-x2) respectivamente. La integral es uni- 
formemente convergente cuando p y q varían en un par de semiplanos 


R(p)>+82>0, R(q)> e, pues en tal caso el módulo del integrando no 
supera al integrando de la integral convergente 


1 
1 xe-1 (1 ——x)e-1 dæ. 
0 


Veamos algunas propiedades importantes de la función Beta: 
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cı) Relación de simetría, — Haciendo en [XXIX-48] el cambio de 
variables x = 1 — t resulta: 
[XXIX-49] B(p,4) = B(q, p). 

c:) Si p ó q es entero positivo se obtiene una expresión explícita 
para B(p,q). — Para q = 1 se tiene 


1 1 
B(p,1) = wide = ---, 
(p, 1) f a 


e 


y para q =n > 1 entero, integrando por partes sucesivamente: 
n—1 f1! 





[XXIX-50] B(p,n) = e xp (1 — x)r-2 dx = 
0 
n— 1 (n— 1)! 
= — — B 1,n—1)=...=- o e +. 
p PTA p(p+1)...(p+n—1) 


Multiplicando ambos términos de esta fracción por T'(p) resulta por 
[XXIX-41] y [XXIX-42]: 


T(p)T(n) 
XXIX-51 Bip, n) = -PT 
! ] (p,n) T(P +n) 
relación donde veremos (cs) se puede eliminar la restricción n entero. 


cs) La igualdad de primer y tercer miembro de [XXIX-50] es vá- 
lida sin la restricción n entero y suele escribirse en la forma: 


[XXIX-52] B(»,q +1) = (q/p)B(p + 1, q). 
Junto a ella son útiles las relaciones: 

[XXIX-58] B(p, q) = B(»+1,q) + B(pq+1); 

[XXTX-54] B(p,q4 +1) = [g/ (p +9)]B(p,4). 


La primera resulta descomponiendo 
1 
B(p,q +1) = y xr-1 (1 — x) (1 — x)«4-1 dg 
0 


en dos integrales, una para cada término del binomio 1 — x; la segunda 
resulta aplicando la primera en el segundo miembro de [XXIX-52]. 


c) Otras expresiones integrales de B(p,q). — Haciendo en 
[XXIX-48] el cambio de variables x=y/(1+y) resultan 1—x= 
=1/(1+ y), de =dy/(1 + y)? y los nuevos límites 0, 00; entonces: 


00 
ZA 
[XXIX-55] B (p, a) =j, O Eyja 
Descomponiendo esta integral en dos extendidas a los intervalos 
(0; 1) y (1; 00) y cambiando y por 1/y en la última, resulta la si- 
guiente expresión integral que pone en evidencia la simetría [XXIX-49]: 





1 1 q-1 
XXIX-56 B = EY g 
] (p, q) $, (1 + y) p+a 


c;) Reducción de B a T. — Suponiendo primero R(p) > 3, R(q)> A, 
es 


- 00 on 
T(PT(4) = f «bl e-x de. T yrleydy , 
J0 0 


y reemplazando x, y por a? y: 
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R R 
T(P)T (q) = 4 T Aa c2p-1 e-a? dæ , I y24-1e-1 dy = 
0 


= 4 lim a x2p-1 y2q-1 e- (try) de dy, 
Row 2 


siendo la: integral doble absolutamente conver- 

gente en el cuadrado Qr:(0<xw<R; 0< 
< R; fig. 443), donde el integrando, que 

llamaremos F(x,y), es continuo. Como 





Qg 
a | F (x, y) | dx dy 
Cr > Q: 
converge a un límite: 
——y- 
Fig. 443. af co, e da. | y20 1 evdy o, 
0 vo 


se tiene: 


. a 


i 
| | rarday— | | F asdy; < f IF] de dy < 
y Joren sI 


ad Qk 4 


<fa Ua — TI IF| > 0 para R > 2. 
QIR 


For tanto: 


lim i F dx dy = m PE Fdxdy , 
R= mM Qx 


y cono la última integral es, en coordenadas lit (7,1): 
R im 
| e~-7° rdr f (rcos2)22-1(r5sen2)201d) , 
20 20 
tendremos: 


0 ir 
Tr(P)r(q)= 4 f e-r? p2 (pa-l dr f .cos2p-1), sen?a-1). dh = 
0 +0 


Ir 
= 2T (2 + q) f cos2p-1) sen?2a-1). de, 
` 0 


y poniendo cos% =t la última integral se convierte en 


1 m1 1 
E -p-1 (1 — t) a-1 Dee 
9 1 tp-1 (1 — t)a-1 dt 9 B(p, q) 


y resulta la fórmula de reducción * 


* Recíprocamente, puede expresarse [I con B mediante límite por: 
[XXIX-57] T(z) = lim nzB(z, n) 
n> 0 
como consecuencia de [XXIX-50] y [XXIX-33]. 
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— TOMIrg) 
[XXIX-58] B(p, q) = MED 


La restricción R(p) > 3, R(g9)> 3 se elimina mediante [XXIX-54]. 


cs) Cálculo de integrales trigonométricas. — La transformación efec- 
tuada en la última integral precedente da, reemplazando p y q por ip, 
1 


Lg: 


iT 1 p q 
[XXIX-59] i. cos»-lg sengl dæ = — B (- - 4) A 
0 2 2 2 
Las fórmulas elementales conocidas para el caso en que p y q son 
enteros, dan nuevas relaciones para la función Beta. 


c:) Demostración de la fórmula de duplicación [XXIX-45]. — De 
[XXIX-58] y [XXIX-48] resulta para q =p: 
TD. 


1 
Tp) -= f xP-1 (1 — x)rl d , 
0 
y haciendo en la integral la sustitución x = ij — 1V y, de donde x(1—x)= 
=(1— y) /4, resulta: 


1 /1—gAr1 d rl 
er =+S | a y 1 2 (1 —y)r1 y+1 dy = 


= 212 T(p)r(Ł)/T (p + ł}), 
de donde resulta [XXIX-45]. 


VIII. Transformación de Laplace. — a) Definiciones. — Ya hemos 
visto en $ 99-3 y 4, ejemplos de transformaciones funcionales dadas por 
integrales paramétricas. De esta clase es también la transformación fun- 
cional siguiente, donde C es una curva cualquiera, abierta o cerrada, del 
plano de la variable compleja t: 


[XXIX-60] f(p) = f e™' F(t) dt. 


Se la llama transformación de LAPLACE (aunque ya en 1737 consideró 
EULER integrales de esta forma para la integración de ecuaciones diferen- 
ciales), pero modernamente se indica como transformación de LAPLACE L 
el caso especial en que C es el semieje real positivo: 


00 
[XXIX-61] f(p) = LIF(t)) =/ eP'P (t) de. 
o 


Esta transformación [XXIX-61] se llama también de LAPLACE ordi- 
naria o de primera especie o unilateral, indicándose por L, para distin- 
guirla de la siguiente de segunda especie o bilateral. 


00 
[XXIX-62] f(p) = LF (t)} = f er'F (t)dt. 

La transformación [XXIX-61] que trataremos preferentemente, hace 
corresponder a cada función de variable real F'(t) (función objeto) de unua 
cierta clase (ver b), una función de variable compleja f (p) (función-ima- 
gen o transformada de LAPLACE) que veremos (teor. 9) es regular en nn 
semiplano donde la integral [XXIX-61] converge. 


b) Series de potencias y de DIRICHLET; integrales de LAPLACE-STIELT- 
JES y de LAPLACE. — En muchas cuestiones es útil observar la analogía 
enire laus expresiones [XXIX-61] y 
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co 
[XXIX-63] q(2) = X Fanz", 


como aptas para representar, en una parte del plano complejo, una función 
analítica. Basta observar, además de los teoremas 2, 5, 8 y 9 de más ade- 
lante, que con el cambio de variable z = e?” [de donde |z| = e”, R(p)= 
= parte real de p] la serie [XXIX-63] supuesta de radio de convergencia 
r, se transforma en la serie 


on 
[XXIX-64] Y F,e””, convergente en R(p) > —Inr, 


es decir en un semiplano, que es a la vez semiplano de convergencia 
simple y absoluta. En cambio, hay un semiplano de convergencia simple, 
y otro en general distinto de convergencia absoluta, en el algoritmo más 
general de las series de DIRICHLET: 


Eo do al 
[XXIX-65] Sand" 
n=0 


donde los exponentes l, forman una sucesión creciente no acotada, mientras 
los coeficientes a, son complejos cualesquiera. Estas series presentan nota- 
ble analogía con las integrales de LAPLACE, y ambas están comprendidas 
en las llamadas integrales de LAPLACE-STIELTJES: 


00 
[XXIX-66] i e”'dG(t), 


resultando [XXIX-61] si G(t) admite derivada integrable ($ 78-2) F(t} 
y [XXIX-65] si G(t) es una función de saltos (§ 78-5): 
[XXIX-67] G(t)=XYa , 
nS 
con salto (real o complejo) a, en t= h. 


Con frecuencia se consideran integrales [XXIX-66] con extremo in- 
ferior impropio, definiéndose entonces 


00 w 
[XXIX-68] f e”'dG(t) = lim f e”dG(t) , 
o e>+0 E 
w -> + © 

cuando este límite existe, en cuyo caso se dice que [XXIX-66] es conver- 
gente. Cuando esto ocurre para algún p diremos que G(t) es LS-trans- 
formable, 

En nuestra exposición nos concretaremos en lo posible a integrales del 
tipo [XXIX-61] y diremos que F(t) es L-transformable si cumple las 
condiciones: 


bı) Está definida para todo t > 0 y es acotada e integrable (R) en 
cada intervalo [t,, t2], (0< t.< t: < œ); 
T 
b:) Para todo T > 0 existe f | F (Ł)| dt, eventualmente como integral 
0 
(R-C) ($ 80-1) con extremo singular 0; 


ba) Existen un número real o complejo pa y un número positivo 
T > 0, tales que converge: 


00 w 
[XXIX-69] f er F(t)dt = lim f e”? F (t)dt. 
T w —> T 
Es fácil ver que entonces existe el número, llamado integral de LA- 
PLACE 
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00 w 
[XXIX-70] f evo F(t)dt = lim f e” F(t)dt. 
. e—> +0 € 
w — + o 


EJEMPLO 1. Si F(t) cumple b, y b: y es acotada: |F(t)| < K, es 
L-transformable pues verifica b, siendo po un complejo de parte real posi- 
tiva: R(po) > 0. En efecto: 


f [e F(t)| dt < K Se zop dt < K e re dt = 
r r 
e” mr, ) 
Rip F > 0 sir œ(s >r) 
y entonces converge [XXIX-70] por el criterio de BOLZANO-C AUCHY. 
Este razonamiento muestra que con las condiciones 
[XXIX-71] da, ba |F(t)| <K , 


la integral [XXIX-61] converge absolutamente en el semiplano abierto 
R(p) > 0. Análogamente las condiciones 


[XXIX-72] bi, ba |F(t)| <Ke"* , (a real), 
aseguran convergencia absoluta en el semiplano abierto R(p) > a. 


c) Convergencia absoluta y simple. — TEOR. 1. Si la integral de La- 
place [XXIX-61] converge absolutamente para p = po, entonces converge 
absolutamente en el semiplano cerrado R(p) > R(po). 


Pues: 
8 3 
Í, le”'F (t)| dt = Í Lera]. [evo F(t)| de < 
Y” Y 
8 
< f | e F(t)] dt 
r 


00 
Por teor. 1, la integral f je”'F (t)| dt converge o bien para todo 
o 


p real (y entonces para todo p complejo) o bien para ningún p real (y en- 
tonces para ningún p complejo), o bien los p reales que hacen convergente 
o no la integral forman una cortadura en el campo real (§ 7-6, d) de nú- 
mero frontera a perteneciente a una u otra clase, y entonces: 


TEOR. 2. El campo de convergencia absoluta de la integral de LAPLACH 
es un semiplano abierto R(p) > a, o cerrado R(p) > a (semiplano de 
convergencia absoluta), si se conviene en que a (abscisa de convergencia 
absoluta) es a = — œ%, ó a= +0 si el “semiplano” es respectivamente 
todo el plano, o el conjunto vacío. 

Propiedades análogas valen para la convergencia simple, es decir, 
cuando no se especifica si es absoluta o condicional. 


TEOR. 3. Si la integral de LAPLACE [XXIX-61] converge para p = x 
entonces converge también para todo p con parte real mayor: R(p) > 


> R (Do). 
Definiendo la función continua de u, f(u; p) por: 


[XXIX-73] f(u; p) = f re) dt si u>0 , (0; p) =0, 


existe por hipótesis: 


490 XXIX. FUNCIONES ANALÍTICAS C. XXIX -VIII 


[XXIX-74] lim f(u; po) = f(p) , 
u> © 

y por tanto es f(u; po) acotada: 

[XXIX-75] |f (u; p)| < K. 


Integrando por partes se tiene [0 <r <s, R(p) >R(p)]: 


s 
f cF (t) dt = [Teorrotterer (£) 100 = 
r “r 


'8 
= ctra f(s; Po) => e Prp" f(r; Po) + (p — p) f en Í(t; Po) dt. 
y 


Consideremos los tres términos de este último miembro para r—> +0, 
8 —>-+40, El primero tiende a cero en virtud de [XXIX-75] por tender a 
cero el primer factor; el segundo tiende a f (0; p)= 0; por tanto, bastará 
probar que existe finito el límite de la integral del último término, lo que 
se logra por [XXIX-75] por el razonamiento de ejemplo 1, que asimismo 
muestra que la convergencia de la integral impropia es absoluta, es decir: 


TEOR. 4. Si la integral de LAPLACE [XXIX-61] converge para p= p, 
puede representarse para R(p) œ> R(p) por la integral absolutamente 
convergente 


” mn 
[XXIX-76] (p — po) f eP" f(t; po)dt 
“o 


Con razonamiento análogo al que nos condujo al teor. 2, resulta de 
teor. 3 [donde la condición es R(p) >R(po) y no > R(po)]: 


TEOT. 5. El campo de convergencia de la integral de LAPLACE es un 
semiplano R(p) >c (semiplano de convergenċia) incluido eventualmente 
su contorno R(p) =c o parte de él, si se conviene en que c (abscisa de 
convergencia) es c=—0 ó6 c=+00, si el “semiplano” es respectiva- 
mente todo el plano o el conjunto vacío. 

Los ejemplos siguientes muestran distintos comportamientos en la 
recta R(p) =cC, contorno del campo de convergencia: 


EJEMPLOS: 2, 


_ $0 si0<t<i1 . —_ (° er 


Es c=0 y la integral converge (absolutamente) en todos los puntos 
de la recta R(p) =0. 
I -yt 
l; fp) = i 0 di 
l 1 


; en 0 s10< t 
9. F(t) = ia si t 
Es c=0. La integral diverge en p=0, pero converge (condicional- 
mente) en los demás puntos de la recta R(p)=0, pues para y #0 
real es (§ 80-8, nota 2): 


VA 


s -iyt s 2. y 
f(iy) = f E UN £05 Yt jti ) Sen yt jt 
“SE t 1 t Y1 t 
CA) f 
4. F(t) = 1; f(p) = f e””t dt converge (absolutamente) hacia 
0 


1'p para R(p)>0, pero es divergente u oscilante para R(p)< 0, Pon- 
remos: 
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[XXIX-77] 1/14 = S i ema 

Es evidentemente c < a, pero contrariamente a lo que ocurre con las 
series de potencias (donde sólo puede haber convergencia condicional en 
el contorno), puede ser c< a, y se prueba con ejemplos que en la rela- 
ción — © <c <a <+ pueden presentarse todas las combinaciones po- 
sibles de signos < é —,:que son en número de 2? —1=7, ya que debe ex- 
cluirse el caso de signos todos =. 


d) Los ejemplos siguientes muestran cómo comenzar la construc- 
ción de una tabla de transformadas de LAPLACE. Para los ejemplos 6 a 8 
debemos usar la aditividad, expresada por: 


[XXIX-78] L! cF, (t) + c:F:(t)} = GL} F} + CL} F:}, (c; constantes). 
EJEMPLOS: 5. 
00 00 
F(t) = e”; f(p) = f e”! e' dt = f e-t dt 
v 20 
y entonces 


[XXIX-79] LJ erp = a R(p) > R(b). 
Para b= 0 resulta [XXIX-77]. 
6. De cos wt = ¿(elovt y e-iwt) sigue por la aditividad y [XXIX-79], 
si R(p) > [I(0)!: 


L¿cos wt} = Y [Ljejutl 4 LJe-totp] = 1 | as + yl 





2 p — iw p + io 
o sea: 
E ) AS T O ; 
[XXIX-80] Lcos wt} = D F o? , R(p) > |I(%)] 
7. Análogamente, de sen wt= (elvt -— e-iwt)/(21) sigue: 
w 
[XXIX-81] Lisen wt} = aa R(p) > lI(0)]. 


8. Asimismo, de las definiciones de las funcionse Pet bólicas ($ 29-1) 
sigue por [XXIX- 78] y [XXIX-79], si R(p) > |R(b 





Lish btp = —.? 


E ar , Aa 
[XXIX-82] Lich dth= GE Tp 


H 
9. F(t)=*t"; f(p)= 1 e't dt. Si k es real se tiene, por 
0 


[XXIX-39] (con T=t,s=p z=k+1): 








xxxs E II A a 


%+1 
Pp 


y por prolongación analítica para todo p con R(p) > 0, pues LJt'*? es fun- 
ción analítica de p en ese semiplano, como veremos (teor. 9). También 
vale [XX1IX-83] para k complejo con R(k) > —1 


En particular 


[XXIX-84] Leh = aa [n = 0, 1,2, ...; R(p) > 0). 
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10. Consideremos la llamada función salto unidad en t=b: 





[XXIX-85] F(t) = f EN e A o os 
Se tiene: 
D —er]” e`? 
t = f ea =| | =- —, Rp) >0 
b p b p 


Indicando, como es usual en Cálculo operacional (Apéndice III) con 
l(t) la función salto unidad en t= 0, o simplemente función salto unidad 
o función de HEAVISIDE [fonction brusque unité; fonction échelon unité; 
unit step function; Sprumgfunktion, también indicada por Y(t) ó U(t)]: 


_5=0parat<o0 
[XXIX-86] 1(t) = f = l para t > 0, 


será F(t) = 1(t— b) y entonces: 
[XXIX-87] Li1(t—b)} = 


e7® 





>» R(p) >0, 
que para b=0 da [XXIX-77] en la forma L31(t))p = 1/p. 


3 


EJERCICIO 1. Por integraciones por partes demostrar la relación: 


[XXIX-88] éste ER 





+ e Li", 1(t—b)} =... = 
a b" n b" n(n —1)b"* n! ] 
A AO S 
=€ | p + p’ + p’ +.. + pra , 
que comprende [XXIX-84] (b=0) y [XXIX-87] (n=0). 





e) Convergencia uniforme. — TEOR. 6. 
Si la integral de LAPLACE [XXIX-61] es im- 
propia en t = 0, converge respecto de dicho ex- 
tremo singular uniformemente en cada semi- 
plano R(p)> h. 


Pues para cada e > 0 puede lograrse que 


f ` e” F (t)dt 


u 


AI 


Po 








v 
< eme f | F (t)| dt 


si u <v< (e), independiente de p en 
R(p) > h. 


O TEOR. 7. Si [XXIX-61] converge en 
, pP = Po converge uniformemente respecto de 
Fig. 444. su extremo superior en cada región angular 
infinita (ángulo de STOLZ, fig. 444): 
[XXIX-89] | Arg (p—p») | < y < ža 

Observemos que en la región definida por [XXIX-89] es (fig. 444): 

RA o a 

R(p—po0o) " cos q cos y 


00 
Poniendo ọ (t) = i e-?or F(7)d7, para cada e > 0 habrá un t. —to(€) 
“t 
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tal que | e(t)| < e para t > to. Por otra parte se tiene, integrando por 
partes: 


3 ~a 
f er P(t) dt = È eer pert F(t) Jdt = 
i a 


p 


en [—e er)! ect] DE (o— po f ero)! e(t) dt , 


y entonces, sis >r > to(e): 





:3 
( e”! F (t) dt | < ereo | els) | + eTe" | elr) | + 


Ur 


3 
+ |p—po | 1 eTO- | o(t)| dt < enmt, e + 
r 


- 00 
+ eto) . e+|pple. f ertmdtdt = 
al 
r 


— el eE -Rí(p-p)r |p= | mony | [ E i] i 
[e o + e o + R(p— po) e <e 2 + cos y 

TEOR. 8. La integral de LAPLACE [XXIX-61] converge uniformemente 
en todo dominio acotado interior al semiplano de convergencia. 

Resulta de los dos teoremas anteriores, pues, respecto del extremo su- 
perior, un tal dominio puede incluirse en un rectángulo de lados paralelos 
a los ejes, interior al semiplano de convergencia, y por tanto en un án- 
gulo [XXIX-89]. 

Estas propiedades bastan para demostrar la analiticidad de f(p) 
(ver f), por lo que señalamos, sin demostración, estos otros teoremas refe- 
rentes a la convergencia uniforme: 


a) Si la integral [XXIX-61] converge absolutamente en p = po, con- 
verge uniformemente en el semiplano R(p) > R(po). 


B) Si [XXIX-61] es uniformemente convergente en la recta 
R(p) = k, también lo es en el semiplano R(p) > k. 


y) O bien [XXIX-61] converge uniformemente en todo semiplano, o 
bien en ninguno, o bien existe una “abscisa de convergencia uniforme” u, tal 
que en el semiplano R(p) > k hay convergencia uniforme si k > u, y no la 
hay si k< u. En los dos primeros casos pondremos respectivamente 
u =— ®©, u= 4+ 0, 

El semiplano R(p) > u se llama semiplano de convergencia uniforme, 
¡pero en él la convergencia no es necesariamente uniforme! 


f) Regularidad. — TEOR. 9. La función f(p) definida por [XXIX-61] 
es analítica regular en el semiplano de convergencia R(p) > c. Sus infini- 
tas derivadas se obtienen derivando respecto del parámetro p bajo el signo 
integral: 

00 
[XXIX-90] £ (9) = (= Def e't” F (t)dt 


Resulta del teor. 8 en virtud de la extensión del teor. 1 de £ 115-9 se- 
ñalada en nota 3 de ese parágrafo. 


Por la analogía con las series de potencias señalada en b, podría 
creerse que f(p) debe tener por lo menos una singularidad en la recta 
R(p)= ce, contorno del semiplano de convergencia. Que esto no ocurre ne- 
cesariamente lo muestra el ejemplo siguiente: i 
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EJEMPLO 11. La integral 


n Z sen 
f(p) a| e”! e! sen e! de =f A 
0 1 


xP 





tiene abscisa de convergencia c=0 ($ 80, Ej. 2, b). Para R(p)> 0 se tiene 
por integración por partes: 

pa 
[XXIX-91] f(p) = cos 1 — p J A da, 

1 


y como esta integral converge para R(p) > — 1, [XXIX-91] prolonga ana- 
líticamente f(p) al semiplano R(p) >-— 1. Por sucesivas integraciones 
por partes puede probarse que f (p) es una función entera, 


g) Propiedad operacional fundamental. — TEOR. 10. Si las dos fun- 
ciones F(t) y F'(t) son L-transformables, existe y es finito el límite 
F (0*)=lim F (t) para t > +0, y para todo p interior a los semiplanos de 
convergencia de ambas integrales [XXIX-61] y 


[XXIX-92] LIF'(t)} = i, e! F'(t)dt , 
i 0 

se tiene 

[XXIX-93] Li F'(t)} = p LiF (Ł)} — F(0') 


Sea po un valor de p donde converjan [XXIX-61] y [XXIX-92]. De 


8 a 
[XXIX-94] J e”' F'(t)dt = [ert F(t)] + po f e”+ F(t)dt , 

r r ET 
y la existencia de límites de ambas integrales para r>+0 y s>+%, 
sigue que la función continua e”. F (ft) tiene límites finitos para t—>+0, 
y para t > + œ. Entonces, por una parte, es acotada: 
[XXIX-95] | er F()]<K », 


y por otra existe finito F (0*) pues lim e” F(t)= lim F(t). 
t—> +0 1—> +0 


Si p está en las condiciones del enunciado puede elegirse el preceden- 
te p tal que R(p) > R (po), entonces por [XXIX-95] es 
[er F(t)] = |ertero0t , gr P(t)] = erro? o, | erro F(t)| < 
< K.P)! >0 para t> +0 
y por [XXIX-94], escrita con p en lugar de po, haciendo r —> + 0, s> + 0%, 
resulta [XXIX-93]. 

Si F(0*) =0, es IJF'(t)+=pIJF(t)? y a la derivación de F(t) 
corresponde la multiplicación por p de su transformada, 

Si F(t), F'(t), ..., F”(t) son L-transformables se tiene sucesiva- 
mente para p interior a 2, 3, ..., Y + 1 semiplanos de convergencia: 
[XXIX-96] LIF” (t)} pLi F’ (t)} — F' (0) = 
PL{F(t)} — pF (0) — F' (~) ; 
[XXIX-97] LIF” (t)} = pL F” (t)} — F” (0) = 

= p’LiF (t)} — PFE (0) — 
a pF'(0*) mr F"(0*) ; 
[XXIX-98] LF (t)} = p'LiF (t)} — p= F (0) — 
EZ pE» (0*) — Pe» (0*) 
Si tanto la función F(t), continua para t > 0, como su función in- 
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t 
tegral f F(7) dr = 9(t), son L-transformables, por ser p'(t) =F(t), 
“0 
p(0)= 0, será por [XXIX-93] L4F (t)) = pLi9(4)!, o sea 
ESE Í J ] 1 
[XXIX-99] L f F(r)dr | = -4 GFW, 
We 0 J p 


es decir, a la operación de integración indefinida corresponde la división 
por p de la transformada de LAPLACE. 


h) Cambios lineales de variables. — h) A partir de una función 
L-transformable F(t) formemos la nueva función 
[XXIX-100] F: (t) =F(at—b).1(at—b) , (a>0,b>0) , 


(donde el segundo factor es innecesario si se supone, como suele hacerse, 
que F(7) =0 para T< 0). Poniendo T = at — b, de donde t= (7 +b)/a, 
resulta: 


N 
LIF: =f e”! F(at— b) .1(at—b) dt = 
0 
00 


= l ee f c-brja P(r) . 1(r)dr = 
a v 


1 s0 
= -letme f erm P(r)ar 


, 


a o 
es decir 
[XXIX-101] flp) = 1 (-P) e-00/0 

En especial, la transformada de LAPLACE de F,(t) =F (at), (a > 0) 
es 

. 1 po 
[XXIX-102] fp => SÉ ) , 
a a 

y la de F,(t) = F (t— b) .1(t— b), (b >00) es: 
[XXIX-103] fı(p) =e™ f (p) 


h:) Hagamos ahora un cambio lineal en la variable p de f(p); 
poniendo 


[XXIX-104] Lp) = f(op +B) , a>0 , 


cunlquicra sea B (real o complejo) fı(p) queda también definida en un 
nemiplano. Se tiene (at= 7): 


T 





oc 1 oc 
fip) = f carp! F(t) dt = el e"pT [e-Br/a F ( 


dr, 
Zo “o e 
es decir 
e 1 t \ gy 
[XXIX 105] F(t) = —-F (+) e-pt/a 
a a 
Kn especial, f,(p) =f(ap) es L-transformada de 
IXXIN 106] F(t) = E F ( £) 
a a 


y bip) ftp + $), de 
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[XXIX-107] F,(t) = ebt F (t) 


i) Las propiedades vistas en f, g, y k, permiten ampliar la lista de 
transformadas de LAPLACE de los ejemplos 2 a 10 o reencontrar algunas 
de ellas. 


EJEMPLOS: 12. De [XXIX-77] resulta [XXIX-87] en virtud de 
[XXIX-103]. De la misma [XXIX-77] resulta [XXIX-79] por [XX1X-107] 
con B= — b. De esta [XXIX-79] resulta por [XXIX-90]: 

d" 1 
XXIX-108 Litet = (—1)-, -> = 
[ ] pre} = (— D" -a po 
_(— 1)! n! 
= (—1)" = - 
( ) {p oy (p—b)"” 
que también resulta de [XXIX-84] en virtud de [XXIX-107] con B = — b. 

13. Para F(t) =t" es F(0) =F*(0)=..=F""(0)=0; FW (t) = 

= n!, F™® (t)= 0; entonces, aplicando [XXIX-98] con r=mn +1 resulta 
LIF (t) = 0 = pP Ltl — n! , 
y de aquí [XXIX-84]. 


EJERCICIOS: 2. Hallar [XXIX-81] aplicando [XXIX-96] a F(t) = 
= sen ut. 


3. De la relación (que resulta del cambio de variables x = Vpt, de 
donde de = Vpdt/(2Vt), y [87-4]) : 


2 pa en 
[XXIX-109] Lt A erpidt =, =f RA [- y 
vp P 


deducir por [XXIX-90]: 


[XXIX-110] LJt"3) = 1.8.5 . (2n +1) | a 


a Qn 
(n=0, 1, 2,...) 


j) Convolución de funciones. — El producto de dos funciones L-trans- 
formables no es necesariamente L-transformable; por ejemplo lo es tè 
(ejercicio 3) pero no t-?}.t-ł}= t. Pero veremos que existe entre las 
funciones L-transformables F'(t), G(t), ... una operación binaria F >» G 
con propiedades análogas a las del producto, cuyo resultado se transforma 
por L en el producto de las transformadas: IF > G)=1I3F!.L3G!. 


Buscando una pauta en la analogía señalada en b, observemos que 
dos series de potencias 


on 
[XXIX-111] SE =1(2) , E. Gé=8(0) , 


para z interior a ambos círculos de convergencia, se pueden multiplicar 
por la regla del producto de CAUCHY dando: 


qm 

205 Fre Grp) = 2 Haz’ = f(z). g(z)= h(z) , 
n y=0 ia 

es decir, considerando las funciones [XXIX-111] como transformadas de las 

sucesiones de coeficientes {Fat, {Gaf su producto corresponde a la ope- 

ración de formar, a partir de las sucesiones 3F,), ¿Gnf, la nueva sucesión 
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[XXIX-112] H, = FoGa + FiGhs +... + FG = Y Fp Gn» 
p=0 


Lo análogo a [XXIX-112] será formar a partir de las funciones F'(t), 
G(t), la nueva función 


t 
[XXIX-113] H(t) =f F(7) G(t—7) dr , 
0 


llamada convolución o producto de composición (fr. composition; it. pro- 
dotto di composizione; i. convolution; al. Faltung = plegamiento) de las 
dos funciones (factores) F y G, e indicada por F (t)>x G(t). 

La convolución tiene una gran importancia en la teoría de la transfor- 
mación de LAPLACE, debido a que su transformada es el producto (or- 
dinario) de las transformadas de los dos factores: 


[XX1X-114] LIF xG} = LF} . LIG} 


Las condiciones de validez de [XXIX-114] están dadas por teoremas 
análogos a los de CAUCHY ($ 22-6, bs), MERTENS y ABEL (§ 22-6, b4) para 
producto de series. Demostraremos solamente el siguiente teorema (de 
HORN-BOREL), análogo al de CAUCHY: 


TEOR. 11. Si las integrales de LAPLACE LIF! y LiG! son ambas ab- 
solutamente convergentes para p= Po, entonces es también absolutamente 
convergente en po la integral LIF x G}, y verifica [XXIX-114]. 


Se tiene, en efecto, siendo D el primer cuadrante del plano Tv: 


N 


00 
LIF}. L{G} = f e-?r F (r)dr . f e- G(v)dv = 
0 


= SÍ e-rtr) F (T)G(v)dr dw 


y la convergencia absoluta de la integral 
doble permite integrar “por triángulos” 
(fig. 445) obteniéndose: 


foe {Sf roeu—na} dt = 





= LF xG} 
EJEMPLOS: 14. Si F(t)=t (a> 0), 
G()=¢7 (b >0), es FxG= H(t)= T 
t 
| toi (t— r)’ tdr = B(a,b). 92, Fig. 445, 


*. 0 


niendo B(#,b) la función beta de EULER definida por [XXIX-48]. Por 
IXX1X-114] será entonces para R(p) >0: 


00 00 20 
Bla, b) J erat panda de — f qa paa de. $ e-t T» dT 
0 0 0 


y por [XXITX-39] [válida para R(s) >0] resulta: 
o 
Pp p p 


own [XXIX-D8]: BR(a, b) =T(a)r(b)/Tla + 0J. 
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15. Por ser 


t adb 
1(t—b) x F(t) =f 1 (t — rt — b) F(7) dr = í F (7) dr 
0 “0 
resulta de [XXIX-87] y id ; 
T i e | 
XXIX-115 r 4 ! E 
] J (r)a p HF}, 


que generaliza [XXIX- A 


El producto de composición tiene las propiedades del producto ordi- 
nario. Las distributivas respecto de la suma 


(F: +F) XG PGA RG 
son inmediatas. La conmutativa 
[XXIX -117] FxG=G>xPF 


resulta por el cambio de variables t—T—u en [XXIX-113] y la aso- 
ciativa: 


[XX1X-118] (F x G) x K = F x (G xK) 


resulta de [XXIX-114] por tener ambos miembros la misma transformada 
de LAPLACE TP g (p) . k(p) (cfr. k). Indicaremos esta convolución rei- 
terada por Fx% GXXK 


k) Unicidad de la transformación inversa. — Volviendo a la analogía 
señalada en b con las series de potencias, recordemos que en [XXIX- 63] 
no sólo los coeficientes F, determinan la función (z) sino que reciproca- 
mente esta función determina la sucesión 4F,) de coeficientes, ya sea me- 
diante sus derivadas por F,=—q'”(0)/n!, ya mediante integrales por 
[115-23]. La L-transformada f(p) sólo podrá determinar la función-objeto 
F(t) univocamente, si convenimos en considerar idénticas dos funciones 
casi iguales o equivalentes (L) (es decir, $ 95-2, def., iguales salvo en un 
conjunto de medida nula), y veremos en l que F(t) puede calcularse a 
partir de f (p) mediante una integral en el campo complejo. También hay, 
entre otras fórmulas de inversión, expresiones de F(t) mediante las deri- 
vadas de f (p). 

Puesto que nos limitaremos a funciones F'(t) integrables (R-C), de 
entre ellas las F: (t), F: (t), casi iguales, son aquellos cuya diferencia N (t) 

t 


tiene función integral nula: f N (7)d7=0. En particular, si F,(t) 


y F:(t) son continuas, deben ser idénticas, pues si fuera N (tẹ) = 0, di- 
gamos N(t)ì)=4a>0, habría un £>œ>0 tal que N(t) > ¿za >0 para 
to—€ tote 
t —e <t <t +e, yde N (7) dr = 0 seguiría N (7) dr > az >0. 
0 0 
Probaremos el siguiente teorema de unicidad: 


TEOR. 12. La transformada de LAPLACE f(p) de una función continua 
F(t) es idénticamente nula sólo si lo es F(t). En consecuencia, dos funcio- 
nes continuas «diferentes no pueden tener la misma trasformadu de 
LAPLACE. 

Este teorema resulta del siguiente (M. LERCH, 1908) : 


TEOR. 13. Si la transformada de LAPLACE f (p) de una función con- 
tinua F(t) se anula en una infinidad de puntos cuyos afijos p = Do + nr 
(n=0,1,2, ...) forman una progresión aritmética de razón o diferencia 
positiva r > 0, es F(t) =0 [y entonces f (p) = 0]. 
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Pues poniendo f (p) en la forma [XXIX-76] resulta de la hipótesis 
Y 

Í e™! f(t; Pdt = 0, n = 1, 2, ...5 f(t; p) continuas; 

o0 


: ; In x 
y con el cambio de variable e”"*= x, f (— 





5 po) = qí(u): 


1 
[(XXIX-119] f x ge(z)dx=0 5; nz=1,2,... 
0 


Pero q(x) es continua en 0 << 1, definiendo q(0) por q(0) = 
= lim f(t;po); y por ser denso el sistema J1, x, x?, ...p ($ 97-6) resulta 


tr Y 
de [XXIX-119] q(w)=0, de donde f(t; p.)=0 con lo que, por anularse 
también su derivada e” T (t), es F(t) =0. 


lD) Fórmula de inversión de MELLIN. — Para la transformación de LA- 
PLACE [XXIX-61] vale la fórmula de inversión de MELLIN (también llama- 
da de MELLIN-FOURIER O de RIEMANN): 


A ET f = F(t) sit>0 
[XXIX-120] ag j Eed = Zo Zo 


que puede obtenerse formalmente (ver $ 99 - Ej. 3) de las fórmulas de 
reciprocidad para la transformación de FOURIER. 

Pero [XXIX-120] no vale sin ciertas restricciones. Veamos una de- 
mostración basada en la teoría de las funciones analíticas y restringida a 
una clase de funciones f(p) suficientemente amplia para las aplicaciones 
más frecuentes. 


TeEor. 14. Si f(p) es analítica en un semiplano R(p) > 0 y en él es 


[XXIX-121] |f(p)| < Mip” , h>1, 
[XXIX-122] f(p) = f (p), 
entonces existe 
g-Lir 
[XXIX-123] lim f(p)e” dp = F(t) 


2m TZ 0 o—iT 


para todo o > o» y define una función F(t), real para t real, indepen- 
diente de o(> 0), cuya transformada de LAPLACE es f(p), es decir, re- 
suclve [XXIX-61] como ecuación integral en F(t). 


Diremos que F(t) es la antitransformada de LAPLACE de f(p), escri- 
biendo F(t) =L"Yf(p)?. 


Dem. La integral en [XXIX-123] puede escribirse 
T 
i. ert f [f (o — ir)e-itt + f(o + ir)eitt]dr 
“0 
y poniendo f(o +7) =u(0,7) +1 v(07) con u y v reales, con lo que por 
IN XIX.122] es f(o—i7) = u—iv, [XXIX-123] se escribe en la forma 
1 á 
(XXIX 124] K est f [uto, 7) cos 7t—v(o, T) sen Tt] dr = F (t) 
a) 
Mimado forma real de la fórmula de inversión. 
For [XXIX-I21], tanto u como v san < M (o -p 7°) 5, y entonces el in- 
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tegrando de [XXIX-124] es < 2M(F + 72) */?, y como h > 1, la integral 
en [XXIX-124] converge absolutamente y uniformemente en t. 

Para probar que F'(t) dada por [XXIX-123] no depende de o(> 0.) 
se aplica el teorema de CAUCHY ($ 115-2, c) para obtener 


f flp) e'dp=0 
C 


siendo C el contorno rectangular de vértices o + îr, o' + ir, y se observa 
que para 7 —> 00 tienden a cero las integrales sobre los lados horizontales. 
Por ejemplo, por [XX1IX-121] 
o! 
< al dp >0 
T Yg 


o'+ir 

f f (p)e”' dp 
c+ ir 

Probemos ahora que la transformación de LAPLACE de la función dada 

por [XXIX-123] ó [XXIX-124] es f(p). Se tiene para R(p.) >0: 








1 00 N 
Ln iF (t) t= -f e-Pot ect at f [u cos rt— v sen rt] dr 
y 0 0 


Por la convergencia uniforme respecto de t de la integral interior, 
puede invertirse el orden de integración y se tiene, retornando a la forma 
compleja: 


1 air e 
a — 1 L EGIAN = 
Lp iF (t) t = Ari T a o— iT soap f : e 


otir 
So A A 
2d rr oo%doir P— Pp 


como se ve aplicando el teorema de CaucHY ($ 115-2 c), al contorno del 
semicírculo a derecha del diámetro (o — ir, o + ir), haciendo luego 
T—> 0 y teniendo en cuenta [XX1X-121]. 


Os. Como se ve, en [XXIX-120] debe tomarse el valor principal de 
CAUCHY de la integral impropia. La fórmula de MELLIN da una inversión 
de la transformación de LAPLACE bilateral L,,, en cuyo caso el segundo 
miembro de [XXIX-120] es siempre F(t). Pero Lı: se reduce a L= Lr si 
F(t) =0 para t <0. 


m) Antitransformadas de funciones racionales. — Sea 
P (p) 
XXIX-125 f = =r 
[ ] (p) qp) 


fracción irreducible, es decir P y Q polinomios sin ceros comunes. Vere- 
mos que la antitransformada existe, y puede expresarse fácilmente, sólo 
si la fracción es propia, es decir, si el grado de P es menor que el de Q. 


mi) Si P(p)/Q(p) es propia, admite ($ 46-4, b2) una descomposición 
en fracciones simples como [46-6]. De la linealidad de L sigue la de L” 
y entonces basta conocer la antitransformada de una fracción simple: 
A/(p—a)". Ahora bien, de [XXIX-84] (con n—1 en lugar de n) y 
ha resulta 


(n—1)! 
(p—a)" 





Li t- etl = 


y entonces 


ad A e aaa e le A a 
Paa ap = AL laa= «7 * 
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EJEMPLO 16. De 





E o 
(P+1) 4 (P+)? (p—i)? p+i p—i 


sigue: 





-1 1 = des — teit — it re-i —. ieit] — 
ra da= te te'* + ie iet] = 


= + (sen t — t cos t) 


ma) Demostraremos ahora que una transformada de LAPLACE no pue- 
de tener un polo en p = % y en consecuencia: 


Las fracciones racionales impropias, y en particular los polinomios, 
no son antitransformables. 


Ello es consecuencia del teorema siguiente: 

TEOR. 15 Si la integral [XXIX-61] converge para p = po, entonces, 
uniformemente en cada ängulo de STOLZ [XXIX-89], f (p) > 0 para p> œ. 
En especial f (p) >0 para p > œ en cada semirrecta Arg (p— po) = 0, 
laj < 3x. 

Pongamos 

Ti T2 00 
£(m) 5f erprryd + [ errírd + ( er F(t)at 
0 Tı Ta 


Por teor. 6, dado e > 0 puede determinarse T, suficientemente peque- 
ño para que en el semiplano R (p) > R(po) sea 


Tı 
f e”! F(t)dt 
0 


y por teor. 7 se puede determinar T. suficientemente grande para que en 
la región [XXIX-89] sea 


€ 
< sar , 








00 
f e”! F(t)dt | < ES 


Fijados T, y Tz se puede determinar o suficientemente grande para 
que si R(p) >o0, sea: 


Ta . Ta € 
f e” F(t)dt | < nl |[F(t)]dt<—>= », 
f 3 
Tı “Ti 


y e si p está en la región [XXIX-89] y es R(p) >o0, resulta 
f(p)| < e. 


ma) Veremos en Ap. ITI, 10, f, que no obstante lo visto en me, puede 
ampliarse el concepto de función de modo que también los polinomios sean 
antitransformables. 

Otro ejemplo de función que no es L-antitransformable es f(p) = e" 
(pero le es aplicable, como veremos en Ap. III, lo dicho para los polino- 
mios). Probemos al menos que no puede existir una F(t) continua tal 
que LF (t) += e”. En efecto, en tal caso sería por [XXIX-90]|: 


j tr) | 
toa J 


en contradicción con el teorema 12, 





L =- O =D i e m e 


dp 
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IX. Bibliografía. — 1. Muchos de los cursos y tratados generales de 
Análisis matemático traen capítulos o secciones más extensas sobre la 
teoría de las funciones analíticas de variable compleja. Entre ellos deben 
destacarse, ante todo, los grandes tratados franceses (citados en Cap. VI, 
nota VI, 5) de GOURSAT y VALIRON, que dedican gran parte de su conte- 
nido a un tratamiento detenido del tema. El primero dedica gran parte 
de su volumen II (7% ed,, 1949) a una exposición ampliada y modernizada 
por J. FAVARD; el tratado de VALIRON dedica unas 200 páginas de su vol. I 
a un enfoque general y moderno de la teoría, con énfasis en los métodos 
geométricos y la teoría de la representación conforme, terminando con 
funciones elípticas y funciones analíticas definidas por integrales, y los 
primeros capítulos de su vol. II a temas más especiales: funciones alge- 
braicas y sus superficies de RIEMANN, sirviendo de base al capítulo si- 
guiente sobre integrales abelianas, y finalmente funciones analíticas de va- 
rias variables y método de las funciones mayorantes con aplicación a la 
teoría de las ecuaciones diferenciales. 


También tratan el tema, aunque en forma sucinta, H. vVON MANGOLDT 
(vol. TIT), A. DUSCHEK (vol. III) (citados en Cap. XVIII, nota III, 1), 
los libros de J. REY PASTOR citados en Cap. VI, nota VI, 2, especialmente 
Elementos de la teoría de funciones; el vol. II de COURANT (citado en 
Cap. VI, nota VI, 2) y en fragmentos distribuídos en el texto fundamental 
y notas complementarias SEVERI (citado en Cap. IV, nota III, 1). 


2. Breve introducción en un nivel elemental da el libro de 


K. KNoPP: Elemente der Funl:tionentheorie (Sammlung Góschen, de 
Gruyter, Berlín, 1936), con traducción inglesa de F. BAGEMILH: Elements 
of the theory of functions (Dover, Nueva York, 1953), 
que puede servir de preliminar al siguiente (ya citado en Cap. XI, nota 
IV, 3), que constituye una introducción más completa al tema, siguiendo 
lineamientos clásicos: 

K, KNOPP: Funktionentheorie. 1: Grundlagen der allgemeinen Theorie 
der analytischen Funktionen (5% ed., 1937) ; II. Anwendungen und Weiter- 
führung der allgemeinen Theorie (Sammlung Göschen, de Gruyter, Ber- 
lín; 52 ed., 1937), con traducción inglesa de F. BAGEMILH; Theory of func- 
tions; Part 1: Elementary theory; Part II: Advanced theory (Dover, Nue- 
va York, 1953). 

Traducción castellana de J. G. ÁLVAREZ UDe de los dos tomitos prece- 
dentes en un solo volumen es: 

K. Knorr: Teoría de funciones (Labor, Barcelona y Bs. As., 1926). 

Una introducción estimulante, a la vez simple y sustancial, da la 
obra: 

J. F. RITT: Theory of functions (Kings Crown Press, Nueva York, 
1947). 

Trata con detenimiento la teoría clásica, tópicos de interés para las 
aplicaciones y funciones especiales, el libro, que supone pocos conocimien- 
tos en el lector, y trae numerosos ejemplos: 

H. DÖRRIE: Einführung in die Funktionentheorie (Oldenbourg, Mu- 
nich, 1951). 

Otras obras de introducción a la teoría general son las de PHILLIPS y 
M. O. GONZÁLEZ (citadas. en Cap. XI, nota IV, 3), así como: 

D, R. CurTISS: Analytic functions of a complex variable (Open Court, 
La Salle, 1926) ; 

W. F. Osco00D: Functions of a complex variable (Pekín, 1936; Ste- 
chert, Nueva York, 1938) ; 

T. M. Mac ROBERT: Functions of a complex variable (Macmillan, Lon- 
dres; 3% ed., 1947). 

Muy didáctico, con buena selección de temas, es el libro de PINCHERLE 
(citado en Cap. XI, nota IV, 3). 

Con extensa sección sobre el material preliminar topológico y de va- 
riable real, da una introducción rigurosa y autocontenida la obra: 
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W. J. THRON: Introduction to the theory of functions of a complex 
variable (Wiley, Nueva York, 1953). 

Excelente introducción con los temas fundamentales claramente deli- 
neados en las hipótesis más simples, da la breve obra con numerosas 
ilustraciones geométricas: 

F. TRICOMI: Funzioni analitiche (Zanichelli, Bolonia, 1952; reimpr. 
de la 2? ed., 1946). 

Una exposición lúcida y de rico contenido sobre tópicos seleccionados 
de la teoría, tratados en forma de destacar los aspectos geométricos y las 
partes más elementales de las teorías estudiadas, y elegidos evitando su- 
perposiciones con otras conocidas monografías sobre el tema, da la breve 
obra, con autonomía de exposición de sus diversos temas, y numerosas 
referencias para estudios más detenidos: 

G. VALIRON: Fonctions analytiques (Presses Univ, de France, París, 
1954). 


3. Orientadas hacia las aplicaciones, traen capítulos sobre funciones 
analíticas las obras de MORSE y FESHBACH (citada en Cap. XXIII, nota V, 
3), H. y B. S. JEFFREYS (citada en Cap. XXVII, nota IV, 7) y F. SCHWANK 
(citada en Cap. XXVIII, nota XI, 4). 

Dirigida a estudiantes de ingeniería, se procura sacar partido utilita- 
rio de muy sencillos prolegómenos matemáticos en: 

J. REY PAsTOR: Aplicaciones fisicas y técnicas de las funciones de 
variable compleja (Centro Est. Ingen., Buenos Aires, 1938). 

Introducción elemental con aplicaciones referentes al cálculo de inte- 
grales por la teoría de residuos, y en relación con temas de representación 
conforme, es: 

R. V. CHURCHILL: Introduction to complex variables and applications 
(Mc Graw-Hill, Nueva York, 1948). 

También orientado hacia las aplicaciones está: 

R. ROTHE, F. OLLENDORFF y K. POHLHAUSEN: Funktionentheorie und 
ihre Anwendung in der Technik (Springer, Berlín, 1931); traducción in- 
glesa de A. HERZENBERG: Theory of functions as applied to engineering 
problems (Tech. Press, Cambridge, Mass., 1933). 

Breve y elemental introducción a algunos tópicos da: 

S. L. GREEN: The theory and use of the complex variable. An intro- 
duction (Pitman, Londres, 2% ed., 1950). 

Adecuada a sus fines, conteniendo temas generales de teoría de fun- 
ciones en la primera de sus cuatro partes, es la obra de Mc LACHLAN ci- 
tada en Cap. XXV, nota IV, 6. 

Obra fuy reputada es el instructivo curso destinado a alumnos que 
hayan de aplicar la teoría 

E. T. CoPSON: An introduction to the theory of functions of a complex 
variable (Oxford, at the Clarendon Press, 1935). 


4. Entre las obras sobre la teoría general, con mayor variedad de 
temas, está la siguiente en dos tomos, que sigue líneas clásicas en su 
tratamiento: 

G. SANSONE: Lezioni sulla teoria delle funzioni di una variabile com- 
plessa (Cedam, Padova, 1947). 

Con rico contenido en texto, ejemplos y ejercicios, y adecuados capí- 
tulos sobre series de DIRICHLET y funciones enteras, y temas de variable 
real, está la obra de TITCHMARSH citada en Cap. XI, nota IV, 3. 

Una exposición muy completa y a la vez muy accesible da la excelente 
obra de lineamientos clásicos, pero con secciones que pueden servir de 
introducción a estudios más avanzados sobre el problema de DIRICHLET 
(Cap. XXIII, nota II, ds), funciones subarmónicas, superficies de RIE- 
MANN, etc.: 

L. V. AHLFORS: Complex analysis. An introduction to the theory of 
analytic functions of one complex variable (McGraw-Hill, Nueva York, 
1953). 
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Notable por su profundidad, densidad de estilo y original presenta- 
ción es la excelente obra traducida del polaco por E. J. ScorTT, que cubre 
un material considerablemente mayor que el usual en textos de introduc- 
ción, con detenida consideración de los fundamentos topológicos y valiosos 
ejercicios: 

S. SAKS y A. ZYGMUND: Analytic functions (Monografje Matematycz- 
ne, XXVIII, Varsovia, 1952). 

Más detallado y riguroso que otros de su tipo y con frecuente uso de 
las demostraciones más recientes, es el texto introductorio con aplicaciones 
a la hidrodinámica y teoría del potencial, y material suplementario que sirve 
de ejercicios y de indicación de desarrollos más avanzados: 

L. BIEBERBACH: Einfúhrung in die Funktionentheorie (Verlag für 
Wissenschaft und Fachbuch, Bielefeld; 2% ed., 1952). 

Contiene muchas novedades de exposición y mejoras respecto de la 
presentación tradicional de temas especiales y destaca el punto de vista 
geométrico, la excelente obra cuya selección de material (sobre todo en el 
vol. II) está en gran medida condicionada por el interés de su autor y 
contiene constantes referencias a su Reelle Funktionen (citado en Cap. 
IX, nota VIII, 3): 

C. CARATHÉODORY: Funktionentheorie (2 vols.; Birkhäuser, Basilea, 
1950) ; traducción al inglés de F. STEINHARDT: Theory of functions of a 
complex variable (Chelsea, Nueva York; vol. I y II, 1954). 

Destaca el carácter esencialmente topológico de muchos de los teore- 
mas básicos, con demostraciones adecuadas a su enfoque, la excelente breve 
exposición de: 

M. Morse: Topological methods in the theory of functions of a com- 
P epe (Annals of Math. Studies; n? 15. Princeton Univ. Press, 
1947). 


5. En las obras anteriores se sigue el método fusionista de las teorías 
de CAUCHY, RIEMANN y WEIERSTRASS; en cambio, se adopta sistemática- 
mente el método de WEIERSTRASS en: 

G. VIVANTI: Elementi della teoria delle funzioni analitiche (Hoepli, 
Milano; 23 ed., 1920). 

La obra más recomendable para profundizar el estudio en las tres 
direcciones es: 

L. BIEBERBACH: Lehrbuch der Funktionentheorie; Band I: Elemente 
der Funktionentheorie (1931); Band II: Moderne Funktionentheorie (Teub- 
ner, Leipzig, 1934; reeditados por Chelsea, Nueva York, vol, I, 4% ed., 
1945, vol. II, 22 ed,, 1945) ; 
así como: 

W. F. OsG00D; Lehrbuch der Funktionentheorie (2 vols., Teubner, 
Leipzig, 1928-32). 

Excelente comparación de los tres métodos establece: 

A. Hurwitz y R. COURANT: Funktionentheorie: Allgemeine Funktio- 
nentheorie und elliptische Funktionen (HURWITZ); Geometrische Funk- 
tionentheorie (COURANT) (Springer, Berlín, 3% ed., 1929; reimpr. Inter- 
science Publ., Nueva York, 1944). 
pues a la exposición de HURWITZ según WEIERSTRASS, sigue la de COURANT, 
casi tan extensa, dedicada a los métodos geométricos, con amplia exposi- 
ción de la representación conforme. 

También con acertado equilibrio entre los métodos geométricos y ana- 
líticos, da una exposición clara y precisa la siguiente primera parte del 
primer volumen de un tratado sobre teoría de funciones que, no obstante 
su título, abarca temas tanto o más avanzados que la mayor parte de los 
libros de teoría de funciones: i 

H. MILLOUX y C. PisoT: (Traité de théorie des fonctions; Tome I) 
Principes, méthodes générales. Fascicule I. (Gauthier-Villars, París, 1953). 


G. A las transformaciones lineales en relación con la geometría de 
LOBATCHEWSKI dedica el capítulo 11 de su primer tomo, la obra siguiente, 
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que destina los dos primeros de los cinco capítulos de su segundo tomo al 
principio de módulo máximo y funciones armónicas en el plano: 

G. JULIA: Principes géométriques d'analyse (1, 1930; II, 1932; Gau- 
thier-Villars, París). 

Importantes aplicaciones de la integración en el campo complejo a una 
gran diversidad de campos de la Matemática, trae: 

E. LINDELÖF: Le calcul des résidus (Gauthier-Villars, París; reeditado 
por Chelsea, Nueva York). 


7, Sobre funciones uniformes está la clásica monografía: 

G. JULIA: Leçons sur le fonctions uniformes à point singulier essentiel 
isolé (Gauthier-Villars, París, 1924) ; 
y desarrollos posteriores en el tema se encuentran en las dos obras si- 
guientes, que basadas en gran parte en investigaciones recientes, son obras 
especializadas de orientación moderna: 

R. NEVANLINNA: Eindeutige analytische Funktionen (Springer, Ber- 
lín; 23 ed., 1953); 

H. WITTICH: Neuere Untersuchungen über eindeutige analytische 
Funktionen (Springer, Berlín, 1955). 


8. Sobre superficies de RIEMANN dan adecuadas introducciones los 
libros de AHLFORS (citado en 4), y BIEBERBACH (citado en 5). Un tratado 
general de orientación moderna, que trata sobre superficies de RIEMANN 
y on analíticas sobre ellas, incluyendo resultados de la última dé- 
cada, es: 

H. BEHNKE y F. SOMMER: Theorie der analytische Funktionen einer 
komplexen Veränderlichen (Springer, Berlín, 1955). 

También con especial consideración de los resultados más recientes 
está: 

A. PFLUGER: Theorie der RIEMANNschen Flächen (Springer, Ber- 
lín, 1957). 

En este tema es clásico el profundo libro, cuya primera edición data 
de 1913 y ha sido completamente rehecho para su tercera edición: 

H. WBYL: Die Idee der Riemannschen Fläche (Teubner, Stuttgart, 
3% ed., 1955). 

Da una introducción a la teoría de las superficies de RIEMANN abs- 
tractas, teoría que ha experimentado un considerable desarrollo después de 
la aparición de la precedente obra de WEYL, y especialmente en el último 
cuarto de siglo, el excelente y moderno tratado: 

R. NEVANLINNA: Uniformisierung (Springer, Berlín, 1953). 

Tratamiento profundizado de este tema da la obra de orientación 
moderna: 

S. STOÏLOW: Leçons sur les principes topologiques de la théorie des 
fonctions analytiques (Gauthier-Villars, París, 1938; 2% ed., amplia- 
da, 1956). 

Aportes originales de varios autores trae: 

Contributions to the theory of RIEMANN surfaces (Annals of Math. 
Studies, n° 30; Princeton Univ. Press, 1953). 


9. Un valioso tratamiento de la teoría de las singularidades da el li- 
bro de DIENES (citado en Cap. XI, nota IV, 2). 

Contiene muy importantes cuestiones, tratadas con todo rigor, el 
opúsculo que trata sobre funciones acotadas, sumabilidad, teoremas tau- 
berianos, singularidades, comportamiento en el contorno, teoremas de Pi- 
CARD y conexos: 

E. LANDAU: Darstellung und Begründung einiger neuerer Ergebnisse 
der Funktionentheorie (Springer, Berlín; 2% ed,, 1929; reimpr.: Chelsea, 
Nueva York, 1946). 


10. Sobre prolongación analítica da demostraciones detalladas de los 
tcoremas fundamentales, y sólo esbozadas en otros, lo que lo permite alcan- 
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zar enorme contenido de material valioso y completamente al día en 
tamaño reducido, la obra con numerosas referencias: 

L. BIEBERBACH: Analytische Fortsetzung (Ergebnisse der Math., Sprin- 
ger, Berlín, 1955). 


. 11. Algo sobre funciones enteras en general exponen BIEBERBACH 
(citado en 5) y TITCHMARSH (citado en Cap. XI, nota 1V, 3), y más hay 
en la clásica monografía de 
. O. BLUMENTHAL: Leçons sur la théorie des fonctions entières d'ordre 
infini (Gauthier-Villars, París, 1910); 
pero muy poco al lado del gran cuerpo de doctrina sobre las funciones de 
orden finito, elaborado por obra de LAGUERRE, POINCARÉ, BOREL, HADAMARD, 
PICARD, VALIRON... 

Excelente exposición esencial sobre las funciones enteras contienen las 
conferencias de 

G. VALIRON: Fonctions entières (Unión Matemática Argentina, Bs. 
As., 1947). 

Obras siempre actuales sobre funcicnes enteras son: 

G. VALIRON: Lectures on the general theory of integral functions 
(Toulouse, 1923); 

E. BOREL: Leçons sur les fonctions entières (Gauthier-Villars, Pa- 
rís, 1928). 

Una exposición de conjunto de los progresos en los últimos 30 años 
sobre funciones de tipo exponencial, conteniendo en los capítulos introduc- 
torios las propiedades generales de las funciones enteras de orden finito, 
así como propiedades especiales de las funciones enteras con ceros negati- 
vos, y funciones de orden < 1, da la obra: 

R. P. Boas, JR.: Entire functions (Academic Press, Nueva York, 
1954). 

Trata fundamentalmente sobre funciones analíticas (enteras o no) de 
orden finito en un ángulo: 

M. L. CARTWRIGHT: Integral functions (Cambridge Tracts, n? 49; Cam- 
bridge Univ. Press, 1956). 


12. A la exposición sucinta de diversos tópicos de la teoría general, 
sigue el estudio de diversas funciones especiales en el campo complejo en 
la obra de WHITTAKER y WATSON (citada en Cap. XI, nota IV, 2). Un 
estudio más moderno y completo de diversas funciones trascendentes en el 
campo complejo da la obra de ERDÉLYI, MAGNUS, OBERHETTINGER y TRI- 
comMI (citada en Cap. XXV, nota IV, 5). También pueden consultarse Cou- 
RANT-HILBERT (citado en Cap. XVI, nota IV, 4), LENSE (citado en Cap. 
XXV, nota IV, 2), y las obras sobre funciones esféricas (citadas en Cap. 
XXIII, nota V, 6) y de BESSEL y conexas (citadas en Cap. XXVII, nota 
IV, 7). 

Sobre la función ý de RIEMANN está la excelente obra, versión mo- 
dernizada y muy ampliada de otro libro del mismo autor (Cambridge 
Tracts of Math. and Math. Ph., 1930): 

E. C. TITCHMARSH: The theory of RIEMANN Zeta-function (Clarendon 
Press, Oxford, 1951). 


13. Se presentan diversas definiciones equivalentes de analiticidad, 
con numerosas referencias históricas, en la breve exposición: 

L. HEFFTER: Begrúndung der Funktionentheorie auf alten und neuen 
Wegen (Springer, Berlín, 1955). 

Concisa presentación de condiciones de analiticidad trae la monogra- 
fía de 

P. MONTEL: Leçons sur les fonctions univalentes et multivalentes 
(Gauthier-Villars, París, 1933). 


14. Presta más atención a la representación conforme que otros li- 
bros de su tipo la excelente introducción con material clásico: 
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H. HORNICH: Lehrbuch der Funktionentheorie (Springer, Viena, 
1950). 

Con claridad de estilo trata los aspectos teóricos y prácticos de la re- 
presentación conforme la obra de orientación moderna, con abundantes y 
valiosos ejercicios, cuya última parte da una excelente introducción a los 
más recientes progresos de la teoría: 

Z. NEHARI: Conformal mapping (McGraw-Hill, Nueva York, 1952). 

La teoría es cuidadosamente expuesta, desde los conceptos fundamen- 
tales hasta los teoremas de existencia, unicidad y distorsión, en la breve 
y excelente introducción: 

L. BIEBERBACH: Einführung in die Konforme Abbildung (Sammlung 
Góschen; de Gruyter, Berlín; 4? ed., 1949); trad. inglesa de F. STEIN- 
HARDT: Conformal mapping (Chelsea, Nueva York, 1953). 

Trae un nuevo capitulo (teorema general de uniformización) con res- 
pecto a la edición de 1982, la adecuada obra: 

C. CARATHÉODORY: Conformal representation (Cambridge Univ. Press; 
22 ed., 1952). 

A la representación conforme de recintos simple y multiplemente co- 
nexos se refieren respectivamente: 

G. JULIA: Leçons sur la représentation conforme des aires simplement 
connexes (Gauthier-Villars, París; reimpr., 1950); 

G. JULIA: Leçons sur la représentation conforme des aires multiplement 
connexes (Gauthier-Villars, París; 19834). 

De mucha utilidad para quienes deban usar representaciones confor- 
mes en las aplicaciones, es la colección, ordenada de acuerdo con las fun- 
ciones que efectúan las representaciones (y no por las propiedades geo- 
métricas de éstas), con referencias a demostraciones, que no se incluyen 
de acuerdo con el carácter puramente descriptivo de la obra: 

H. KOBER: Dictionary of conformal representations (Dover, Nueva 
York, 1952). 

Contiene un adecuado capítulo sobre práctica de la representación con- 
forme el libro de BIEBERBACH Citado en 4. 

Resultado de un Symposium de 1949 sobre el tema de su título es: 

Construction and applications of conformal maps (Nat. Bureau of 
Standards; Applied Math. Series; n° 18; Washington, D. C., 1952). 

Dos resúmenes sobre el comportamiento de la frontera en la repre- 
sentación conforme son: 

C. GATTEGNO y Á. OSTROWSKI: Représentation conforme à la frontière: 
domaines généraux (Mémor. Sci. Math, n? 109); domaines particuliers 
(Mémo, Sci. Math., n? 110), Gauthier-Villars, París, 1949. 

Iniciación ilustrativa, ya antigua, sobre representación conforme la da 
el cursillo: 

J. REY PASTOR: Teoria de la representació conforme (Confs. recog. 
por E. TERRADAS; Inst. Est. Catals.; Diput. Barcelona, 1915). 


15. Muchos tratados generales de Análisis, como VALLÉE POUSSIN 
(citado en Cap. VI, nota VI, 4), VALIRON (citado en Cap. VI, nota VI, 5), 
COURANT (citado en Cap. VI, nota VI, 2), traen breves exposiciones sobre 
integrales eulerianas. Estudio más detenido hacen WHITTAKER y WATSON 
(citado en Cap. XI, nota IV, 2) y en versión actualizada la obra de 
ERDÉLYI, MAGNUS, OBERMETTINGER y Tricomi (citada en Cap. XXV, nota 
IV, 5). 

Una obra claramente escrita, con numerosas referencias y muy ade- 
cuada para uso práctico en unión con las tablas de JAHNKE-EMDE (cita- 
das en Cap. VII, nota II, d), es: 

F. Löscu y F. SCHOBLIK: Die Facultat (Gammafunktion) und ver- 
wandte Funktionen mit besonderer Berücksichtigung ihrer Anwendungen 
(Teubner, Leipzig, 1951). 


16. Biblicgrafía sobre la transformación de LAPLACE puede verse en 
Cap. XXV, nota IV, 6. Un libro sobre teoría general de funciones analí- 
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ticas que trae una buena introducción a este tema es el de PINCHERLE 
citado en Cap. XI, nota IV, 3. 


17. Para las funciones de varias variables complejas es todavía útil 
el segundo tomo del tratado de OsG00D citado en 5 

Una exposición moderna y sintética, basada en gran parte en resul- 
tados de sus autores y con numerosas referencias es: 

H. BEHNKE y P. THULLEN: Theorie der Funktionen mehrerer kom- 
plexer Veranderlichen (Ergebnisse der Math., Springer, Berlín, 1934; 
reimpr.; Chelsea, Nueva York). 

De distinta orientación son las obras más modernas, la segunda de 
las cuales es una monografía sobre funciones automorías de varias 
variables: 

S. BOCHNER y W. T. MARTIN: Several complex variables (Princeton 
Univ. Press, 1948); 

C. L. SIEGEL: Analytic functions of several complex variables (Prin- 
ceton Univ. Press, 1950). 


18. Muchas colecciones de ejercicios incluyen temas de funciones de 
variable compleja. Entre ellas debe destacarse expresamente la obra de 
PÓLYA y SZÉGO (citada en Cap. V, nota IV, 2). 

Acompañante de la segunda obra de KNOPP citada en 2 es la colec- 
ción (ya citada en Cap. XI, nota IV, 3): 

K. KNoPP: Aufgabensammlung zur Funktionentheorie (Sammlung 
Góschen, de Gruyter, Leipzig). I Teil: Aufgaben zur elementaren Funk- 
tionentheorie (2% ed., 1931). 11 Teil: Aufgaben zur höheren Funktionen- 
theorie (4% ed., 1949). Traducción inglesa: Problem book in the theory of 
functions. Vol. I: Problems in elementary theory. Vol. II: Problems in 
advanced theory (Dover, Nueva York, 1953). 


APÉNDICE I 


HOMOGENEIDAD DIMENSIONAL 


a) Introducción. — La teoría matemática en que se basa el llamado 
“Análisis dimensional” es de carácter puramente algebraico y trata de 
las “funciones dimensionalmente homogéneas” que definiremos oportuna- 
mente (f). Éstas constituyen una generalización de las funciones homogé- 
neas elementales, con homogeneidad referida no sólo a uno sino a varios 
factores de proporcionalidad. El primer estudio sistemático de esta clase de 
funciones y su adecuada aplicación a la Física fué realizado por T. EHREN- 
FEST-AFANASSJEWA *. 


Con el llamado teorema TI (i), que constituye la médula del Análisis 
dimensional, se logra en la investigación experimental reducir el número 
de variables que deben tenerse en cuenta en la cuestión que se estudia; 
esto facilita extraordinariamente la formación de gráficas empíricas, por 
lo que el Análisis dimensional se ha convertido en un importante instru- 
mento matemático de los experimentadores. 


b) Magnitud y medida. — A cada rama de la Física se le puede 
hacer corresponder una imagen lógica más o menos representativa de un 
cierto grupo de hechos (por ejemplo, la Mecánica, la Termodinámica, el 
Electromagnetismo). Dicha imagen postula un cierto número de ideas 
primitivas, algunas de las cuales son las llamadas magnitudes. Hasta que 
no interviene la medición puede hablarse de fenómeno, pero no de mag- 
nitud. A diversas manifestaciones físicas que aparecen en gradación com- 
parable de unos casos a otros se les atribuye la calidad de pertenecer a 
una misma especie de magnitud. 


Der. 1. Medir es hacer corresponder a cada uno de los grados o es- 
tados en que aparece una misma especie de magnitud según determina- 
dos criterios de igualdad y de orden, un número o sistema de números 
(escalares, vectores, tensores), de tal manera que ese número o sistema 
de números pueda concebirse como variable, es decir, conservando la igual- 
dad y el orden, como correspondiente a cada uno de los estados (llamados 
cantidades) de la magnitud en cuestión, 


DEF. 2. Llamaremos procedimiento de medición a la atribución de 
valores numéricos a magnitudes medibles mediante un sistema de pres- 
cripciones constituído tanto por determinadas operaciones físicas repro- 
ducibles como por operaciones matemáticas. 


El procedimiento de medición se supone por hipótesis, invariable 
con el tiempo y demás circunstancias que se postula no intervienen en 
la medición. Según nuestras costumbres mentales, atribuimos la abso- 
luta invariabilidad a las operaciones lógicas y matemáticas. Por lo tanto, 
se tiende a extender el dominio del cálculo matemático en la determina- 


* T, EHnRENFEST-AFANASSIEWA: Dimensionabegriff und Bau physikaliochen Glcichun- 
gen. Math. Ann. (1916) (77), 269-276; Dimensional Analysis viewed from the Slamipoint 
of the theory of similitudes, Phil. Mng. (1926), 1, 267-277, 


510 AP. I. HOMOGENEIDAD DIMENSIONAL Ap. I -b 


ción de medidas. Actualmente los esposos DESTOUCHES-FÉVRIER (ver k), 
tratan de establecer un sistema axiomático y aún nuevos métodos deductivos 
no clásicos que formalicen lógicamente las operaciones inherentes a todo 
procedimiento de medición, particularmente en Mecánica cuántica. 


DEF. 3. La magnitud se llama escalar si el sistema de números que 
la determina se reduce a uno solo; dicha magnitud se supone siempre 
independiente del sistema de referencia. 


A este caso nos referiremos en lo sucesivo, pues la definición de 
magnitudes vectoriales y tensoriales, como velocidades, aceleraciones, fuer- 
zas, deformaciones elásticas, constante dieléctrica de los cristales, etc., 
deriva generalmente de la aplicación de cálculos matemáticos a los re- 
sultados de mediciones escalares (§ 63). 


La correspondencia biunívoca entre cantidad escalar y medida no 
puede ser cualquiera: a mayor cantidad debe corresponder mayor medida. 
Además de poder determinar cuándo una magnitud se da en menor, igual 
o mayor grado que otra de la misma especie, RUNGE (citado en k), intro- 
duce el criterio de postular físicamente lo que se entiende por diferencia 
menor, igual o mayor en los grados de dos casos, respecto de la diferen- 
cia en los grados de otros dos casos. De los distintos procedimientos de 
medición aplicados al conjunto de manifestaciones físicas que se han es- 
tructurado en una determinada especie de magnitud, diremos originan 
una medida regular aquellos que traducen numéricamente según medidas 
el anterior criterio de RUNGE. Por esto establecemos: 


DEF. 4. Postular físicamente que el procedimiento de medición adop- 
tado da una medida regular querrá decir que supondremos por definición 
físicamente igual la diferencia de dos cantidades con respecto a la de 
otras dos, cuando y sólo cuando lo mismo ocurra para sus medidas. 

Esto nos lleva a la elección de unidad de medida y con ella a la 
de sus múltiplos y submúltiplos. Si según un determinado procedimiento 
de medición la variable x de un intervalo real I da una medida regular, 
otro procedimiento cualquiera de medición de la misma magnitud que 
conserve el orden determinará una medida relacionada con la anterior 
mediante una función unívoca y monótona f(x); para que este valor fun- 
cional sea también una medida regular es necesario y suficiente que para 
d cualquiera fija, sea constante respecto de æ la diferencia 


[Ap. 1-1] f(x +d) — f(x) = k(d). 


Este tipo de ecuación funcional, estudiado ya por CAUCHY, tiene co- 
mo solución clásica dentro de las funciones medibles (L) y acotadas, la 
función lineal: 


[Ap. 1-2] f(x) =%xe + ho, 
con 2 =f(1)—f(0)=k(1) y h=1f(0). 
En efecto, de [Ap, 1-1] se obtiene 
k(d + 2) = f(24+d4+2)— f(x) = f(x +d4+2) —Í1(2+ 4) + 
+ Mx + d) — f(x) = k(2) + k(d), 
y al ser f(x) integrable, resulta 


f i koat E Hua de des 


z d 
k(t)dt = f k(t)dt + 
“d 0 


raa 


z d 2 
+ f dsd al k(t)dt + zk(d) + T de 


v 


Permutando entre sí z y d, se deduce de lo anterior zk(d)= dk(z). 
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Así para 2=1 y k(1) =14 queda f(d)—1(0) =k(d)= Ad, como que- 
riamos demostrar, 

Así para este tipo de ecuación funcional, la solución que dió CAUCHY 
para funciones continuas, es también la correspondiente a conjuntos fun- 
cionales más amplios, 

DEF. 5. La función [Ap. 1-2] define lo que llamaremos Una trans- 
formación por semejanza de la medida x en la f(x), ordinariamente lla- 
mada cambio de origen y de unidad de medida. El término h fija el ori- 
gen de las medidas, el factor de multiplicación o razón de semejanza À 
la cantidad que se toma como patrón unitario de comparación en el nuevo 
sistema de medidas. 

Suponer que el procedimiento de medición admita sólo esta clase de 
cambios de medida implica que para xs y xı cualesquiera y xo fijo, el 
cociente 


£ (x) — f (x) _ 0 —w 


4 (00) — f(x) 7 x1 — Lo y 
independiente de A y h, sea el mismo para cualquier sistema [Ap. 1-2] 
de unidades adoptado; recíprocamente, [Ap. 1-3] tiene la forma [Ap. 1-2] 
para æ variable y xo, xı fijos. Así considera BRIDGMAN (citado en k) 
esta suposición que él llama postulado de la significación absoluta de la 
magnitud relativa. 

En definitiva, queda demostrado: 


[Ap. I-3] 


TEOR. 1. Postular que nuestro procedimiento de medición es regular, 
quiere decir que esta propiedad será invariante respecto de todos los cam- 
bios de origen y de unidad de medida dados mediante una transformación 
por semejanza [Ap. I-2] y sólo entonces. 


DEF. 6. Dado por postulado físico un procedimiento de medición re- 
gular, definiremos como cantidad de una magnitud escalar de unidad U 
al símbolo xU, donde x es un número real cualquiera llamado medida de 
dicha cantidad respecto de la unidad U. 


Según la aplicación concreta a que se refiera la definición anterior, 
la unidad U recibe distintos nombres, por ejemplo, centímetro, grado, 
litro, ete. 

Para 1 número real (positivo por las razones que se verán en d) 
y fijo respecto del conjunto æ, si en xU se pone 


[Ap. I-4] U=)}U , Q>0) , 
resultará > 

xU = rU 
rera 


[Ap. I-5] x=dx , (1A>0) , 


admitiendo que es válida la ley asociativa para el símbolo xU. 
Por definición tendremos así: 


DEF. 7. La transformación homotética (o por semejanza con conser- 
vación de los orígenes) dada por [Ap. 1-5] determina una nueva medi- 


da x de la misma cantidad referida a la nueva unidad U que se supone 
relacionada a la antigua U mediante [Ap. 1-4], ordinariamente llamada 
cambio de unidad de medida. 


En la práctica es importante no confundir la relación [Ap. 1-5] que 
liga las medidas con la [Ap. 1-4] que liga las unidades. 

Así las medidas transformadas se obtienen de las primitivas multi- 
plicando éstas por un mismo factor que es la razón de semejanza si la 
nueva unidad de medida es igual a la antigna dividida por dicho factor. 
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Las distintas escalas de medición de una misma especie de magnitud 
quedan determinadas por la posición del punto cero y del punto unidad 
en dicha escala. 

Sin embargo, postular que los números de medidas deben cambiar 
inversamente a las magnitudes de las unidades no es necesario para ser 
posible la medición misma. 

La teoría física establece entre las magnitudes a que se refiere y 
con el concurso de la observación experimental, relaciones matemáticas 
que se expresan mediante ecuaciones llamadas leyes físicas, donde even- 
tualmente intervienen coeficientes numéricos resultantes de la teoría mis- 
ma o de elementos experimentales. 

El desarrollo de la teoría física en cuestión podrá hacer preferible 
no complicar la expresión matemática de ciertas leyes físicas que adqui- 
rirán entonces categoría de principios, cuando éstas dejasen de cumplirse 
rigurosamente respecto de las medidas de magnitudes dadas por las ope- 
raciones físicas que las introducían en la teoría. Esto nos lleva también 
a modificar (perfeccionar) el procedimiento de medición de dichas mag- 
nitudes por adecuadas correcciones, las que adquieren sentido físico bajo 
el postulado de que nuestro sistema de medida continúe siendo regular. 


c) Teoría de las magnitudes absolutas continuas. — Esta es una teo- 
ría en que se define como magnitud a todo conjunto de entes abstractos 
(llamados cantidades de la magnitud en cuestión) entre los que se ha 
establecido una relación de orden (que define la igualdad y la compara- 
ción ordenada de menor a mayor de dos cantidades de una misma magni- 
tud escalar) y una ley de composición (suma de dos cantidades de una 
misma especie de magnitudes) que satisfagan axiomas cuya interpreta- 
ción concreta pueda verificarse más o menos intuitivamente. Pero fuera 
del caso de la longitud en que los postulados geométricos que la funda- 
mentan, en particular los de congruencia, verifican aquellos axiomas o 
bien aquellos donde la ley de composición entra declaradamente en la de- 
finición del concepto de magnitud que se considere, las manifestaciones 
físicas que suelen tomarse como determinadas especies de magnitudes no 
son aptas en general para que en ellas reciban un significado concreto 
apriorístico e intuitivo dichos axiomas: por ejemplo, temperaturas o ten- 
siones eléctricas. Si se examinan los procedimientos de medición por los 
que se introducen muchas magnitudes físicas, incluso en la magnitud 
tiempo, se verá que en general no existe a priori ninguna ley de compo- 
sición que determine el procedimiento, sino que al revés, éste fija conven- 
cionalmente lo que luego se entiende por suma de cantidades de la mag- 
nitud en cuestión. 

Los axiomas de la antedicha teoría se refieren primero al criterio de 
igualdad entre cantidades tal que cumpla las condiciones reflexiva, simé- 
trica y transitiva ($ 1-5). Además la suma entre cantidades, ha de cum- 
plir las leyes uniforme ($ 2-4, a), conmutativa, asociativa ($ 2-4, b) y 
modular que introduce la cantidad nula 0 (para toda cantidad A es 
A-+0>—= A). También la relación de orden debe ser estricta o total, es 
decir ($ 2-7), cumple las propiedades transitiva, lineal, irreflexiva y asi- 
métrica. Además deben verificarse el axioma de ARQUÍMEDES-EUDOXO 
($8 6-5, b), la ley de monotonía de la suma ($ 2-5) y la divisibilidad de 
cualquiera de las cantidades de la magnitud en cuestión (dados la canti- 
dad A y el número natural n cualesquiera, existe otra cantidad D, lla- 
mada parte alícuota n-ésima de A, tal que es nD = A). 

En dicha teoría, si la cantidad nula 0 es primer elemento en la re- 
lación de orden de la magnitud en cuestión (menor que cualquier otra 
cantidad no nula), la magnitud se llama absoluta; si se postula en cam- 
bio que cada cantidad A tiene una cantidad — A llamada su opuesta, 
tal que 4 +(—4)=0, la magnitud se llama relativa. 

Adoptando una cantidad determinada U como patrón o tipo de re- 
ferencia, llamada unidad de medida, siendo sus partes alícuotas las uni- 
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dades alicuotas positivas, los postulados o axiomas anteriores permiten 
asignar a cada cantidad A un número real a llamado su medida, sin más 
que considerar que U tiene medida 1 y formar el par de sucesiones mo- 
nótonas contiguas respecto de la cantidad A mediante U y sus partes ali- 
cuotas que den las aproximeciones por defecto y por exceso vistas en la 
teoría del número real ($ 7-4). 


En realidad es en base de la representación numérica ($ 7-7) dada 
por la medida de una especie de magnitud que puede atribuirse a ésta 
las propiedades anteriores y no que estas propiedades sean en general 
verificables directamente para con ellas fundamentar la representación 
numérica que dé la medida de la magnitud en cuestión, 


En la evolución del procedimiento de medición que va precisando la 
definición de una determinada magnitud, a partir de simples nociones 
cualitativas de nuestros sentidos se pasa a nociones cuantitativas dadas 
por la “evaluación” de un “instrumento-escopio” que posee una escala 
graduada en forma arbitraria, 


En principio, este instrumento-escopio podrá no dar una medida re- 
gular (def. 4) y el “perfeccionamiento” de nuestro procedimiento de me- 
dición que iremos logrando no tan sólo por el mejoramiento técnico de 
los aparatos y dispositivos que entren en el procedimiento, sino también 
por el desarrollo de nuestra teoría que adoptará para ésta como princi- 
pios determinadas formas de ciertas leyes físicas tomadas como funda- 
mentales, consistirá en convertir dicho instrumento-escopio en un “instru- 
mento-metro” tal que nos dé la medida regular que por definición con- 
vencional corresponda a la magnitud en cuestión. Entonces, la simple 
suma de índices dada por el instrumento-metro proporciona la ley de 
composición de la magnitud, si tomamos como origen de medidas las de 
la magnitud “nula” en la ley que se considere. 


En ciertos casos (longitudes, áreas, masas, fuerzas, etc.) la ley de 
composición que se considera como “suma” de cantidades de una misma 
especie de magnitud entra declaradamente en la definición del concepto 
correspondiente y entonces dicha ley de composición dada directamente, 
determina en las medidas x de nuestro instrumento-escopio una función 


[Ap. 1-6] Lo — 8(%1; %2) 
tal que la cantidad correspondiente a la medida x, sea suma de las can- 
tidades correspondientes a las medidas %1 y %a. 


Nuestro instrumento-escopio se convertirá en instrumento-metro que 
dé una medida regular (def. 4), en cuanto sepamos transformar la es- 
cala x en una escala y de medida regular mediante una función 


[Ap. I-7] y = y(x) 
que cumpla 
[Ap. I-8] y(x.) = yla) + y(2:) , 


o más brevemente y, = Y1 + Yz, para x, = s(%ı; %2), supuesto que en am- 
bos instrumentos se haya tomado como origen de escalas la medida de la 
cantidad “nula” en la ley de composición considerada. 


Supuesto, pues, que a la cantidad nula 8 le corresponda la medida 
x=0, para que se cumplan las propiedades axiomáticas citadas ante- 
riormente para la suma, supondremos además que la función s(x1; 2) 
es unívoca, simétrica en ambas variables 


[Ap. 1-9] s(%1;%2) = S(L23 zı) , 
da una ley de composición asociativa al verificar 
[Ap. 1-10] s[s (x1; £a) ; xa] = s[x; s (xz; x)] , 


satisface la ley modular 
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[Ap. I-11] s(x1; 0) = Tı 
y es estrictamente monótona, es decir 
[Ap. 1-12] Zə < a implica s(x1ı; £2) < s(æı;:) , 


y análogamente para %,. 


De estas condiciones se deducen las relaciones s(0;x2)= ta y 
s(0;0)=0, y además, el siguiente teorema: 


TEOR. 2. Si la función s(x1; x2) verifica las condiciones [Ap. 1-10], 
[Ap. 1-11], [Ap. 1-12], y es continua, entonces la medida continua x res- 
recto de la ley de composición [Ap. I-6] cumple: 19) el axioma de ARQUÍ- 
MEDES-EUDOXO ($ 6-5, b); 2%) el axioma de divisibilidad, 


El problema de hallar la función [Ap. 1-7], a menos de una trans- 
formación homotética (def. 7) mediante la función [Ap. 1-6] que deter- 
mina la “suma” de cantidades (por definición convencional entre las me- 
didas del instrumento-escopio) es análogo al resuelto en la teoría clásica 
para hallar la medida de una magnitud a partir de los axiomas teóricos 
que se supone cumple, Dicho problema queda resuelto en virtud del teo- 
rema siguiente: 


TEOR. 3. Sea un procedimiento de medición que asigne univocamente 
una medida positiva a toda cantidad no nula y cero a la 0 nula, tal que 
las medidas varien monótonamente con continuidad en un intervalo [0, b], 
y sea [Ap. 1-6] una ley de composición definida para x. y %» pertene- 
cientes a [0, b]. Si dicha ley de composición [Ap. 1-6] cumple la ley 
modular [Ap. 1-11], la ley asociativa [Ap. I-10], la ley de monotonia 
estricta [Ap. I-12] y viene representada por una función continua, en- 
tonces existe una función [Ap. 1-7] que transforma la escala dada x en 
otra y, de manera que ésta determine una medida continua estrictamente 
creciente en [0,b] que es regular al cumplir [Ap. 1-8]. Toda otra me- 


dida regular y(x) con las mismas propiedades está relacionada con la 


anterior mediante y (x)= }y (2) con 1 >0. Bajo las kipótesis anteriores, 
resulta que la ley de composición dada debe cumplir la ley conmutativa 
[Ap. I-9]. 


Obsérvese que no es la comodidad de utilizar la escala [Ap. 1-7] lo 
que “convierte en magnitud” las indicaciones graduadas x, sino lo que 
debe entenderse en cada caso como “suma” de cantidades [Ap. 1-6] de 
la magnitud en cuestión. Aquí es donde reside la convención básica para 
definir mediante la ley de composición una u otra especie de magnitud. 

Supuesto que tenga sentido físico caracterizar como “nula” una de- 
terminada cantidad de la magnitud que se considere, el concepto de me- 
dida regular implica el de ley de composición (por simple suma aritmé- 
tica [Ap. 1-8]) y recíprocamente (teor, 3). Pero como el postulado fí- 
sico establecido para introducir el concepto de medida regular (def, 4) 
no involucra el estado de la magnitud que haya de corresponder a medida 
cero, será preferible en general caracterizar físicamente el concepto de 
la magnitud en cuestión mediante el criterio determinante de una medida 
regular que por la ley de composición; en particular tal ocurre, por ejem- 
plo, para la temperatura, el potencial, el tiempo y aun la longitud apli- 
cada a niveles de una u otra altura. 

En la mayoría de las aplicaciones, la cantidad “nula” suele ser de 
índole paramétrica, Por ejemplo, en la definición de velocidad, tanto el 
origen de los tiempos como el de los espacios es convencional, pero es 
esencial tenerlo en cuenta en el cambio de unidades; por esto se define 
en función de incrementos. 


dy Magnitudes fundamentales y derivadas. — Generalmente el pro- 
cedimiento de medición de una magnitud es indirecto, es decir, se observa 
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una acción o propiedad originada por la magnitud a medir; entonces el 
valor de aquella acción debe ser una función unívoca de la cantidad de 
la magnitud que se mide, Por regla general, el resultado de la medida se 
lee sobre una escala lineal (recta o circular) al hacer corresponder un 
segmento o arco a cada cantidad o estado (b) de la magnitud en cuestión. 

La circunstancia de que una magnitud física se mida por una acción 
secundaria que ella origina da lugar a una relación entre la unidad de 
medida adoptada para la magnitud y la unidad o unidades que interven- 
gan en el procedimiento de medición constituído por dicha acción; la rela- 
ción mencionada se expresará por una ley física. Por otra parte, la mag- 
nitud en cuestión puede ser introducida en la teoría física que conside- 
remos mediante una definición lógico-teórica que la presenta como mag- 
nitud derivada de otras magnitudes fundamentales de dicha teoría. Esta 
eraon tendrá significado físico si se refiere a un cierto fenómeno ob- 
servable. 


EJEMPLO 1. La velocidad, tal como se la define ordinariamente, es 
una magnitud derivada, con significación física en el fenómeno del movi- 
miento. La medimos dividiendo el número que mide una longitud por el 
número que mide el tiempo necesario para recorrerla, abreviadamente: 
dividiendo la longitud por el tiempo, aunque expresarse así ya era consi- 
derado insensato por J. THOMSON. Pero en este estudio no es ineludible 
tomar la longitud y el tiempo como magnitudes fundamentales. Si toma- 
mos como procedimiento de medición del tiempo (aunque sólo sea ideal- 
mente al prescindir de las dificultades de su realización práctica) la pro- 
pagación de la luz en el vacío, fenómeno al que atribuímos la caracterís- 
tica de un movimiento rectilíneo de velocidad constante c, el tiempo a su 
vez podrá considerarse como magnitud derivada de la longitud y ésta 
podrá tomarse como única magnitud fundamental, 


DEF. 8. En un determinado conjunto de fenómenos físicos queda es- 
tablecido un sistema de magnitudes fundamentales, si en ellas son inde- 
pendientes entre sí los factibles cambios de unidad de medida regular 
(def. 7). 


DEF. 9. Alguna ecuación o sistemas de ecuaciones que expresan leyes 
físicas, al ser resueltas respecto de determinadas magnitudes, permiten 
su definición lógico-teórica, convirtiéndolas en magnitudes derivadas de 
las magnitudes fundamentales establecidas. 


Cada magnitud derivada es la expresión de una ley física cuya ecua- 
ción es la que sirve de definición a dicha magnitud: su concepto físico 
vendrá determinado por el fenómeno a que se refiere la ley física con 
que se la define en sentido lógico. 

Hay que observar especialmente que el límite entre magnitudes fun- 
damentales y derivadas no está trazado de un modo fijo e invariable por 
condiciones naturales, sino que es bastante arbitrario y depende de las 
reglas especiales que estimamos aptas pata la definición de nuestros sis- 
temas de medidas (cfr. ejemplo 1). La estimación de las magnitudes que 
podamos tomar como fundamentales en el caso que se investigue, es de- 
cir, de las magnitudes a las que podamos atribuir unidades de medida 
independientes entre sí dentro del fenómeno investigado, es importanti- 
sima para la aplicación eficaz del análisis dimensional; esta estimación 
está ligada íntimamente con la consideración de las variables dimensiona- 
das (incluyendo en ellas las constantes físicas, def. 13) que deban inter- 
venir en el caso estudiado. 

Veamos ahora que la fórmula matemática que expresa la medida de 
una magnitud derivada mediante la de las fundamentales, puesta en for- 
ma explícita, ha de tener su segundo miembro monomial (es decir, igual 
a una constante que multiplica a potencias de las medidas de las mag- 
nitudes fundamentales) para que se cumpla la condición de que los esm- 
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bios de unidades de la magnitud derivada se efectúen mediante una 
transformación homotética (def. 7), es decir, para que el procedimiento 
de medición de la magnitud derivada, ahora puramente teórico y dedu- 
cido de su definición lógica, proporcione una medida regular con origen 
determinado (teor. 1). Conviene hacer notar que la demostración mate- 
mática es válida sólo para medidas positivas y se basa en la hipótesis 
física de que los factibles cambios de unidades de las magnitudes funda- 
mentales son entre sí independientes (def. 8), es decir, sus medidas pue- 
den tomarse como variables independientes en la ley física del fenómeno 
que sirve de definición a la magnitud derivada en cuestión; también se 
basa en el propósito de que la magnitud derivada pueda ss definida por 
la misma función respecto de las nuevas unidades, lo que implica que los 
coeficientes que pueden entrar en dicha función deben ser invariantes 
respecto de los cambios de unidades (def. 7) de las magnitudes funda- 
mentales, es decir, deben ser constantes nildimensionadas (def. 11). Ten- 
dremos así: 


TEOR. 4. Restringidas las medidas variables de lag magnitudes a 
tomar valores positivos, sea 


[Ap. 1-13] 2 = f (qa qe -e> Gm) 


la función continua de las medidas positivas 1, Q2, ..., Qm de las mag- 
nitudes fundamentales que define la medida positiva x de una magnitud 
derivada (def. 9). Dadas transformaciones homotéticas cualesquiera (def. 
7) de razones positivas 


[Ap. I-14] q=12%q , (MM>0) , 21=1,2...m , 

de las medidas de las magnitudes fundamentales y definida la nueva 
medida x de la magnitud derivada por la misma ecuación [Ap. 1-13] 
respecto de las nuevas medidas q de las magnitudes fundamentales 


[Ap. 1-15] Y = f (9, q, ...) Gm) , 


donde f es el mismo operador que antes, tendremos que dicho operador 
tiene la forma monomial 


[Ap. 1-16] == Cq” q“ . .... qn” , 
(C >0, constante nildimensionado) 


cuando y sólo cuando la medida de la magnitud derivada se transforme 
homotéticamente con razón positiva 


[Ap. 1-17] v=x , (1>0) , 


es decir, cuando y sólo cuando [Ap. 1-13] defina la magnitud derivada 
mediante una medida positiva regular con origen determinado (teor. 1). 


Obsérvese que en el teorema 4 la posición del cero que ha de corres- 
ponder a la cantidad “nula” en las magnitudes fundamentales y deriva- 
das, juega un papel principal. Para transformaciones por semejanza en 
general con cambio de origen y unidad de medida (def. 5), se tiene: 


TEOR. 5. La única magnitud derivada dada mediante funciones con- 
tinuas que puede quedar definida por el mismo operador respecto de las 
magnitudes fundamentales transformadas por semejanza, de manera que 
la transformación inducida en la magnitud derivada sea también por se- 
mejanza, es la magnitud derivada función lineal de una sola magnitud 
fundamental: 


x = aq +b. 
Como una magnitud derivada función lineal de una sola magnitud 
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fundamental puede considerarse por el teorema 1 que es sólo un cambio 
de medida regular de dicha magnitud fundamental, para transformacio- 
nes generales por semejanza y no tan sólo homotéticas [Ap. I-14], no 
existirán magnitudes derivadas no triviales que conserven la regularidad 
de la medida. 

Así pues, toda magnitud derivada vendrá dada por una función del 
tipo [Ap. I-16] con origen de medidas invariante, es decir, la cantidad 
“nula” de las magnitudes consideradas jugará ahí un papel esencial. 

Para no caer en la confusión advertida anteriormente (b), es im- 
portante observar que la relación [Ap. I-16] obtenida entre medidas, se 
convierte en la relación entre unidades (que están en razón inversa de 
las medidas respectivas, def. 7): 

[Ap. I-18] CU = Um Um... Un” , 
donde se ha designado por U,, Uz, ..., Un las unidades de las magnitu- 
des fundamentales, por U la unidad de la magnitud derivada en cues- 


.. a . » . 
tión y por Um U2, ..., Um ™ las unidades de las magnitudes derivadas 
teórica e implícitamente definidas por los respectivos números qu1%, qu%, 


a . 
.., Am ” tomados como sus medidas. 


Así pues, una ley física puede servir para dar una definición lógica 
nominal explícita de una magnitud derivada referida a otras tomadas co- 
mo fundamentales; entonces el concepto físico de la magnitud derivada 
vendrá determinado por el fenómeno a que se refiere la ley física con que 
se define lógicamente., Esta definición depende matemáticamente del coe- 
ficiente C y de los exponentes 4;, dz, ..., A de las potencias de la expre- 
sión monomial que dicha definición debe tener para que en la nueva mag- 
nitud introducida se cumpla que el cambio de unidades se efectúa tam- 
bién por una transformación homotética. En las definiciones de magnitu- 
des derivadas que se utilizan en la Física suele tomarse C= 1, aunque 
esto no sea necesario; así ocurre con las unidades electrostáticas ordi- 


narias que se distinguen de las llamadas racionales por el factor Vá4r. 
Ahora estamos en condiciones de dar las definiciones siguientes: 


Der. 10. En las fórmulas [Ap. 1-16] entre medidas y [Ap. I-18] 
entre unidades que introducen una magnitud derivada, el exponente de la 
potencia de cualquier magnitud fundamental se llama exponente de di- 
mensión o simplemente dimensión de la magnitud derivada con respecto 
a la magnitud fundamental correspondiente y la fórmula dimensional de 
una magnitud derivada es el conjunto de exponentes de las varias mag- 
nitudes fundamentales que se presentan en la prescripción de medida para 
la magnitud derivada; se atribuyen símbolos a las magnitudes tomadas 
como fundamentales y para la magnitud derivada se escriben esos sínt- 
bolos con el exponente correspondiente. Una magnitud fundamental tie- 
ne dimensión 1 respecto de sí misma y 0 respecto de las demás funda- 
mentales. Así, tanto éstas como las derivadas, se llamarán magnitudes 
dimensionadas. El factor de multiplicación A en [Ap. 1-17] de la magni- 
tud derivada se obtendrá aplicando la fórmula dimensional a los factores 
A, de las magnitudes fundamentales que figuran en [Ap. 1-14]. 


Der. 11. Una magnitud de medida [Ap. 1-16] o unidad [Ap. 1-18] 
referida al sistema de unidades fundamentales U,, Uz, ..., Um, se llama 
nildimensionada si tiene nulos todos sus exponentes de dimensión: = 
= la= ... = Gm =0. 


Por tanto, el cambio de unidades fundamentales no modifica el valor 
de la medida de una magnitud nildimensionada. Un número puro debe 
considerarse como una magnitud nilidimensionada. Una magnitud puede 
ser nildimensionada respecto de un sistema de medidas fundamentales y 
no serlo respecto de otro sistema distinto. 
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e) Constantes dimensionadas. — La medida de una magnitud debe 
escribirse siempre en forma concreta referida al concepto de cantidad 
(def. 6), es decir, especificando la unidad a que se refiere. Además, la 
medida de una magnitud nunca es un número exacto; debe sobrenten- 
derse siempre sin equívoco cuál es el error probable de la determinación; 
en general, se sobrentiende que el valor escrito tiene sus cifras exactas 
(Cap. V, nota II. b). 


EJEMPLO 2. Si se escribe la fórmula que da la resistencia F a la 
rotura por tracción de un hilo de acero de diámetro d en la forma F = 
= 65d”, ésta sólo es válida cuando F' se mide en kilogramos-fuerza (kgr) 
y d en milímetros (mm)*. Por tanto, lo correcto es escribir: 

[Ap. 1-19] F kgr —= 65 (d mm)?. 

Evidentemente, si expresamos F y d en otras unidades, la fórmula 
[Ap. I-19] con el mismo coeficiente 65 no será ya válida. Sin embargo, 
la fórmula [Ap. I-19] expresa algo importante que debe ser independiente 
de la unidad de medida, la ley física por la cual la resistencia a la 
rotura por tracción es proporcional al cuadrado del diámetro del hilo y 
esto deberá poder formularse en las unidades de medida que deseemos. 
Al ser 1 kgr = 9,8 N** y 1 mm = 10° m podremos poner F kgr = 
= (98.F)N = FN; dmm = (10°.d)m = dm, y por tanto en F = 
= 65d, si en lugar de la medida F ponemos la medida F y en lugar de 
la medida d ponemos la medida d, estos nuevos números verificarán la 
cceuación F = (65.9,8/10"").d*. Esto equivale a haber considerado que el 
coeficiente 65 tenía la dimensión kgr/mm', es decir, 65 kgr/mm? = 
= (65.9,8/10%) N/m”, y entonces [Ap. 1-19] se convierte en 


[Ap. 1-20] FN = (65.9,8/10%) . (dm)?. 


DEF. 12. Un coeficiente de una ecuación de una ley física (tal el de 
las fórmulas [Ap. 1-19] y [Ap. 1-20]) que para la conservación de la 
validez de dicha ecuación, deba transformarse según la misma regla que 
expresa la dimensión física de una magnitud derivada (def. 10) en un 
cambio de unidades aplicado a las medidas de magnitudes dimensionadas, 
se llama constante dimensionada. 


p 


* Para el simbolismo de las distintas unidades físicas se siguen las recomendaciones 


del informo aprobado en Amsterdam (julio de 1948) de la Comisión de Símbolos, Unida- 
des y Nomenclatura (CSUN) de la Unión Internacional de Física Pura y Aplicada 
(IUPAP) auspiciado también por la UNESCO. Recordemos que las magnitudes físicas 
serán impresas en caracteres itálicos (F,d,t) y que las unidades y operadores matemá- 
ticos serán impresas en caracteres romanos (em, s, dS, exp at, grad V, sen, [It -1m] 
indicando litros 2 toneladas -1 metros, mA indicando miliamperio). Todos estos símbolos 
no serán seguidos por un punto. La coma o el punto se utilizan solamente para separar 
la parte entera de la decimal; para facilitar la escritura de los números grandes pueden 
dividirse en grupos de tres cifras, pero esos períodos no deben separarse por puntos o 
comas. Se consideran los prefijos de unidades: 


Pico ....... <p =10%2 , NANO ....... n =10*% , micro ...... m = 10% , 
mili ........ mx=1038% , centi ....... e = 1032 , deci ........ d =1M1 , 
COCA ....... da = 10 > hecto ....... h =% , kiló ¿elsa k = 10 , 
mega ....... M = 10° $ LA ia G = 109 $ tera ........ T =10% , 

** N = newton, nombre que ha prevalecido sobre el de “vis”? propuesto por GIORGI; 


en realidad, con respecto al llamado valor normal de la gravedad gy = 9,806 65 m/s?, es 
l1 kgr = 9,80665 N = 980 665 dyn, donde dyn = dina. 
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EJEMPLO 3. La dimensión de la constante dimensionada de la ecua- 
ción [Ap. 1-20] en el sistema MET es [N.m*] =[ML”T"”] y para ex- 
presarla en el sistema cegesimal (CGS) basta aplicar la última fórmula 
dimensional así: 


[Ap. 1-21] (65.9,8/10)kg m*s”* = (65,9,8.107) g cm” s”?., 


Puede comprobarse que si en [Ap. 1-19] expresamos F' en dyn y d 
en cm, el coeficiente debe ser numéricamente igual al segundo miembro 
de [Ap. 1-21]. 

Con las constantes dimensionadas, las ecuaciones de las leyes físicas 
entre magnitudes dimensionadas (def. 10) conservan su validez en cual- 
quier cambio de unidades. Tiene gran importancia el siguiente teorema 
de demostración trivial: 


TEOR. 6. (BRIDGMAN). Una ecuación de forma arbitraria que repre- 
sente exactamente los resultados de las mediciones en un sistema físico 
mediante un sistema determinado de unidades fundamentales, puede ser 
transformado en una forma tal que quede válida para mediciones efectua- 
das con unidades distintas de las anteriores u otras magnitudes tomadas 
como fundamentales, sin más que afectar a cada magnitud cuya medida 
entre en la ecuación con un factor de dimensión recíproca y de valor nu- 
mérico igual a la unidad en el sistema primitivo. 


A veces sucede que la forma de la ecuación permite refundir dos 
o varios de esos factores en uno solo, por ejemplo, para la ecuación 
[Ap. 1-19] en vez de introducir dos constantes dimensionadas, una para 
F de dimensión kgr” y otra para d de dimensión mm”, nos ha bastado 
considerar que el coeficiente 65 quedaba multiplicado por 1 kgr mm”. 


DEF, 13. En las fórmulas monomiales los distintos factores del teo- 
rema 6 se refunden en uno, dando lugar a las llamadas constantes físicas, 
cuyo valor y dimensión dependen de las unidades tomadas como funda- 
mentales en la teoría física que se considere. 


Si la fórmula explícita monomial se toma como definición de una 
nueva magnitud derivada (d), al atribuir a ésta la dimensión física de 
su segundo miembro, la constante se reduce a un número puro, tomado 
generalmente, aungue no siempre, igual a la unidad. Pero dicha magni- 
tud derivada se puede considerar siempre como fundamental sin más que 
atribuir a la constante dimensionada, la dimensión que haga compatible 
ambos miembros de la ecuación referente a la ley física que ligue las 
magnitudes en cuestión; el valor de dicha constante y su dimensión física 
dependerán del sistema de unidades fundamentales elegidas según respec- 
tivos procedimientos de medición. 


EJEMPLO 4. El concepto de masa inerte introducido mediante uno de 
los principios de la Mecánica newtoniana, no debe confundirse con el 
de masa gravitatoria que interviene en la ley de gravitación universal, 
Se comprende la distinción recordando los conceptos de masas magnéticas 
o eléctricas introducidos por las leyes de COULOMB. Pero así como la 
fuerza (acción dinámica manifestada por aceleraciones de masas inertes) 
en el caso eléctrico es proporcional al producto de las cargas eléctricas 
(causa) y no al de las masas inertes cuya aceleración provoca (efecto), 
en el caso gravitatorio dicha fuerza es precisamente proporcional a las 
masas inertes (por eso, según ya comprobó GALILEO, todos los cuerpos en 
el vacío caen en el mismo lugar con ¿igual aceleración), lo que permite 
identificar la masa inerte a la masa gravitatoria. Esta identificación toma 
significado profundo con EINSTEIN, radicando la profundidad no en con- 
ceptos más o menos artificiales, ni en convenciones o definiciones arbi- 
trarias, sino en su trascendencia respecto de las leyes que rigen los fenó- 
menos gravitatorios e inereinles. Aun aquel concepto se identifica también 
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al de masa cinemática manifestada en el choque por la energía cinética 
que tiene el móvil chocante. 
Introducida la fuerza por la ley de NEWTON de la Dinámica: 


[Ap. 1-22] =ma , 


con dimensión [MLT] en el sistema MLT, en este mismo sistema, de 
la ley de gravitación universal del mismo NEWTON 


[Ap. 1-23] F = Gmmir 


se deduce muy sencillamente la dimensión de la constante G, pues debe 
ser [MLT] = [G] . [ML], y por tanto [G] =[M"L*T]. 
Su valor es 


[Ap. I-24] G = 0,6664.10”"(N . m*/kg”) = 0,6664.10"” (kg "m's”). 


En un sistema astronómico de medidas será oportuno introducir la 
fuerza como magnitud derivada mediante la ley gravitatoria de NEWTON 
[Ap. 1-23], haciendo en ella G= 1, es decir 


[Ap. 1-25] F = mmelr , 


y entonces tendría la dimensión [M*L”]. Para adecuar (f) a esta dimen- 
sión la ecuación [Ap, 1-22] bastará introducir en ella una constante di- 
mensional k, 


[Ap. I-26] F=k.ma , 


que dé para k la dimensión [l] = [M.L]/[MLT=] = [ML”T3]. 

Hacer coherentes [Ap. 1-22] y [Ap. 1-25] significa suponer la masa 
como magnitud derivada de la longitud y del tiempo, es decir, depen- 
diente de la distancia r que influye en la acción gravitatoria y de la 
aceleración a que esta acción provoca dinámicamente sobre cada una de 
las masas en cuestión, dando: 


[Ap. 1-27] Mila = MA = Mime] ro, 


Así resultará [F] = [MLT] = [ML], cs decir, [M] = [LFT] que 
convierte a k y C en números nildimensionados (def. 2), dando para 
[F] la dimensión [F] = [L'T“*], que hace homogénea [Ap. I-22] por 
[LT] = [LT] . [LT>] y [Ap. I-25] por [LT] = [L'TPP/[LF. 

En es e sistema astronómico, se definiría la unidad astronómica de 
masa “asm” como aquella que en [Ap. 1-27] hace mı=m:=1 para 
r=1 y a, =ds.—1. Entonces, cualquiera de las [Ap. 1-22] o [Ap. 1-25] 
servirá para definir la unidad astronómica de fuerza “asf” como la que 
imprime en la “asm” la unidad de aceleración o como la atracción mutua 
con que actúan entre sí dos “asm”? a la unidad de distancia. Si en este 
sistema astronómico adoptamos para unidades de longitud y tiempo el 
m y el s, al aplicar [Ap. 1-22] y [Ap. 1-23] en el sistema MKS con 
el valor [Ap. 1-24] obtendremos 


1 asf = 1 asm. m/s? — 0,6664,10”" (kg*m*s"*) , 1 (asm)*/m* , 
de donde 
1 asm = 1 (m*s”?) = 1,5.10" kg ; 
l así = 1 (ms*) = 1,5.10" N —= 1,53.10* kgr. 


Si hubiésemos tomado otras unidades LT en el sistema astronómico 
(por ejemplo, para L en lugar del metro de la milla — 1609,315 m o el 
parsec = 3,083 8,19'" m) hubiésemos obtenido otros valores sustantivos 
para las unidades astronómicas de masa y fuerza. Así, para L = 1 mi = 
=1609 m resultaría aproximadamente en “asm” que 1 (mis?) = 
= 1609 (ms*) — 6,26.10% kg y en “asf” que 1 (mi'/st) = 1609 
(m*/s*) = 1,007 77.10% N, 

A pesar de esta última y clara utilización, para quienes atribuyen 
un significado intrínseco a las dimensiones físicas, pueden parecerles pa- 
radógicas las relaciones [M] = [2779] y [F] = [LT*], que traducen so- 
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lamente las leyes combinadas [Ap. I-22] y [Ap. I-25] mediante [Ap. I-27]; 
sin embargo, lo que podría parecer paradógico es dar exclusividad a la 
ley [Ap. I-22] sin considerar la [Ap. I-25] (o viceversa) para atribuir 
dimensiones físicas a la fuerza, si los hábitos mentales imbuídos por la 
tradición didáctica no hubiesen perturbado la clara visión de la naturaleza 
de las dimensiones físicas. 


MAx PLANCK cita el sistema astronómico de medidas como ilustra- 
ción del convencionalismo de las dimensiones físicas y hace notar que 
“buscar las dimensiones reales de una magnitud, no tiene más sentido 
que buscar el nombre real de un objeto. Muchas controversias infructuo- 
sas de la literatura física, particularmente las concernientes al sistema 
de medidas electromagnéticas se hubiesen evitado si se hubiese tenido en 
cuenta debidamente dicha observación”. 


El sistema astronómico LT es al MLT en Dinámica lo que el sistema 
de GAUSS es al sistema GIORGI en Electromagnetismo. 


El ejemplo anterior muestra que no tiene sentido hablar de las “di- 
mensiones” de una magnitud antes de establecer el sistema de medidas 
en el cual se deben determinar las dimensiones. No hay “dimensiones 
verdaderas” de una magnitud y una fórmula dimensional no tiene nada 
de absoluto ni esotérico; eso sí, indica algo importante y ello es la tra- 
bazón con que unas magnitudes tomadas como “derivadas” se ligan a 
otras tomadas como “fundamentales” en la teoría física que se estudie. 
Si la ley física que implica dicha trabazón interviene en el aspecto del 
fenómeno que se estudia, será esencial considerar en éste la fórmula di- 
mensional que indique la dependencia implícita que liga las magnitudes 
que entran en el fenómeno. Para la aplicación del Análisis dimensional 
al estudio de un determinado fenómeno conviene considerar el número de 
variables dimensionadas (incluyendo en ellas las constantes dimensiona- 
das) lo más pequeño posible, referidas a magnitudes fundamentales (de 
medición independiente) en el mayor número posible, pues aquéllas ori- 
ginan incógnitas de un sistema lineal de ecuaciones proporcionadas por 
éstas, sistema que resulta tanto más determinado cuanto más ecuaciones 
con menos incógnitas haya. Pero en dicho fenómeno se podrán tomar como 
de medida independiente, sin introducir nuevas constantes dimensionadas, 
sólo a las magnitudes que no están ligadas por definiciones o ecuaciones 
que implícitamente representen leyes físicas que gobiernen el fenómeno 
en el aspecto que de éste se estudie, El criterio para saber esto último 
habrá de derivar de la experiencia. 


Así pues, las dimensiones físicas, tal como se las ha definido ante- 
riormente, se introducen en base a las prescripciones mediante las cuales 
se consiguen los números de medida que corresponden al proceso físico 
en cuestión. En muchas experiencias existen ventajas eligiendo las pres- 
cripciones de medida de un modo especial, según el caso. Varios sistemas 
posibles de medidas pueden distinguirse en la clase y número de las 
magnitudes fundamentales elegidas; todo depende del caso presentado y 
en cada caso se ha de elegir el sistema no-contradictorio más apto. 


f) Homogeneidad dimensional, — Sentó FOURIER el principio de que 
todas las relaciones o ecuaciones matemáticas que se refieren a leyes fí- 
sicas deben tener sus términos con la misma dimensión física. Este prin- 
cipio de FOURIER no es necesariamente cierto; si se consideran relaciones 
que en la caída de un grave incluyan la distancia s de caída, la velo- 
cidad v y el tiempo t, será s= ¿gt”; v= gt, y sumando ambas 


[Ap. 1-28] s+vu=gt+3gtr , 


donde no todos los términos tienen la misma dimensión en el sistema 
MLT. Sería deficiente definir como homogénea, la ecuación que tuviese 
todos sus “términos” de la misma dimensión, porque matemáticamente lo 
apropiado es referirse en general a funciones en donde el concepto “tér- 
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mino” no intervenga: por ejemplo en las aplicaciones a funciones dadas 
por gráficas. 

Sea y = ọ (21, £o, ..., Xn) una función de n variables, donde ọ re- 
presenta un operador que aplicado a las variables independientes w 
Xi ..., En da el valor de la variable dependiente y. Supongamos que 
las variables x;, y son medidas de magnitudes dimensionadas (def. 10), 
incluyendo en ellas las constantes dimensionadas (def, 12) que interven- 
gan en la función q, referidas a un determinado sistema de magnitudes 
fundamentales de unidades U,, l'», ..., Un y que efectuamos en éstas 
un cambio de unidades dado por transformaciones homotéticas [Ap. 1-14]; 


entonces las magnitudes dimensionadas tomarán nuevos valores Xs, %2, ..., 


Xa Y. 
DEF. 14. La función 
[Ap. I-29] Y = EEn Ee eas Xa) 


se llama dimensionalmente homogénea cuando y sólo cuando para cual- 
quier transformación homotética de las unidades fundamentales 


[Ap. I-30] Ur = uU , U= MU: , ..., Un =AnUn , 
se tiene que las nuevas medidas se relacionan por 


[Ap. I-31] Y = G(A, Ya -..,2n) , 


donde q es el mismo operador que antes; es decir, la ecuación [Ap. 1-29] 
es invariable respecto del grupo de transformaciones homotéticas de las 
unidades fundamentales a que se refieren las variables dimensionadas 
Y, Xi, Xoy ...) En. 


EJEMPLO 5. De acuerdo con esta definición, una función definida 
por una gráfica es dimensionalmente homogénea cuando y sólo cuando la 
gráfica no varía al cambiar de cualquier modo las unidades fundamenta- 
les de referencia. Por ejemplo, en el sistema L sea el área S de un cua- 
arado de lado l, representada por una gráfica parabólica de ordenada S 
v abscisa l; siempre que la medida de la ordenada se transforme regu- 
larmente según la dimensión [L*] (def. 10), la gráfica será válida res- 
pecto de cualquier transformación homotética de la unidad de longitud. 

Ya sabemos (teor. 6) que podemos transformar una ecuación cual- 
quiera en dimensionalmente homogénea por introducción de constantes 
dimensionadas (def. 12) que deben considerarse en la función estudiada 
como magnitudes dimensionadas (def. 10). 

Algunos autores llaman adecuar una ecuación a la introducción de 
las constantes dimensionadas que la convierten en dimensionalmente ho- 
mogénea. Respecto de dicha homogeneidad dimensional y los teoremas del 
Análisis dimensional que a ella se refieren hemos de considerar las cons- 
tantes dimensionadas como argumentos variables en las transformaciones 
[Ap. I-30] (cfr. ejemplo 4). 


DEF. 15. Llamaremos dimensionada respecto de un sistema de uni- 
dades fundamentales U,, Uz, ..., Un a una expresión que por un cambio 
de unidades de medida para dichas magnitudes fundamentales del tipo 
homotético [Ap. 1-30], teniendo en cuenta la consecuente transformación 
de las constantes dimensionadas que figuran en ella, se reproduce multi- 
plicada por un monomio de la forma 


data data M 
m 
londe n dz, ..., On son las dimensiones de dicha expresión. 
Si la expresión es la función q, segundo miembro de [Ap. 1-29] y 
Ra, da ..., (6 son las dimensiones de su primer micmbro y, resultan si- 
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nónimas las locuciones “función dimensionada” (def. 15) o “función di- 
mensionalmente homogénea” (def. 14). Estas funciones forman una clase 
especial de las que estudia el Análisis matemático y la teoría del Aná- 
lisis dimensional es precisamente la teoría matemática de carácter pura- 
mente algebraico de esta clase de funciones. 


Der. 16. Una función dimensionada (o dimensionalmente homogé- 
nea) de dimensiones nulas, es decir, que queda invariante para todo cam- 
bio [Ap. 1-30] de unidades fundamentales, se llama nildimensionada. 


Supongamos que respecto del sistema de unidades fundamentales U,, 
Ua ..., Un la magnitud dimensionada y en [Ap. 1-29] tiene la dimensión 


[y] = [0% Us» ... U'"] y las 2, las [0,] = [Us U.%% ... 0%” ] 





(¡=1,2,...,1), sintetizadas en la siguiente matriz dimensional (i= 
=1,2,...,m): 
Xi Ta s.. Ln Yy 
[Ap. I-32] 
Ú, Ar Oo... Ani Qi 


Si mediante las transformaciones homotéticas [Ap. I-30] pasamos a 
un nuevo sistema de unidades de las mismas magnitudes fundamentales 
anteriores, la definición 7 y el teorema 4 justifican que si escribimos la 
medida de cada magnitud dimensionada en forma concreta, tal 


y (U Us... U”) 


sc obtenga la nueva medida por mera sustitución de las antiguas uni- 
dades en las nuevas mediante [Ap. I-30], es decir: 


[Ap. I-33] y0 Ta... i y“ =y +... A (Us... g le 


Esta regla práctica es muy útil y así la hemos aplicado en el ejem- 
plo 4. 


Así, las medidas nuevas de las variables de la def. 14 en función de 
las antiguas serán (j = 1,2,... n): 


[Ap. I-34] y=yA0 Ak... A? , 29 a n, poin 


Sustituyendo en [Ap. I-31] queda 
[Ap. I-35] A A 


= ohu po Ti, es» À E Ka). 
Las definiciones 14 y 15 son equivalentes a decir: 


TEOR. 7, La función q(%,..., %n) es dimensionalmente homogénea 
(o dimensionado de dimensiones W, Q2, ..., Am) cuando y sólo cuando la 
ecuación [Ap. 1-35] es una identidad en las variables 2%,, Xe, ..., Xn 
ls a as 


EJEMPLO 6. La fuerza F de arrastre de un líquido incompresible, 
de velocidad v, densidad o y viscosidad dinámica y, sobre una esfera lisa de 
diámetro d, vendrá dada por una función de la forma F =«(%, d, e, u) que 
ticne por matriz dimensional [Ap. 1-32] en el sistema LTM: 
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n Q d v F 
[Ap. I-36] L —1 —3 1 1 1 
T —1 0 0 —1 —2 
M 1 1 0 0 1 


La ecuación [Ap. 1-35] aquí es 
Ar Me” An F = ps An? V, di d, Mit Qs, a Am n) 


que debe verificarse idénticamente en 2:, Mi, Àm, si la función es di- 
mensionalmente homogénea. Es inmediato comprobar que ello ocurre si 


[Ap. 1-37] F = 0% d.gp(vd 0/1) 


con œ función arbitraria; obsérvese que las expresiones F/(o vid?) y 
vd o/y son nildimensionadas (def. 16); a expresiones tales las Ilamare- 
mos productos nildimensionados. 

El teorema Il y la forma de aplicarlo consiste en establecer por 
método sistemático ecuaciones de tipo [Ap. 1-37] para la ley incógnita «q, 
demostrando no tan sólo su suficiencia, sino también su necesidad (i). 

Caso particular del teorema 7 expresado por la identidad [Ap. I-35] 
es el siguiente: 


TEOR. 8. Una suma de varios términos es dimensionalmente homo- 
génea cuando y sólo cuando todos los términos tienen entre síi y con la 
suma la misma dimensión. 


Pues si la ecuación [Ap. 1-29] tiene la forma y =%1+%2 + «+ Ln, 
la identidad [Ap. 1-35] se convertirá en 


a o a o 
Mni hat? ... A (xı + ... + £n) = An ... A Xa + ...oo L a ..» pon La, 
ut 


y al serlo en las æ;, deberá cumplirse (§ 16-2): 


0 a o e 
dió do*2 .. A i = CL Aaa ... A am: = ať: = a” A Ja ... A EE 
m m 


idénticamente en las Ai, y por tanto: 


Oi = Ar = O — .,.. 5 Qnri 3 (i = 1, 2, ..., m) , 


como queríamos demostrar. La condición hallada así necesaria, se com- 
prueba inmediatamente, invirtiendo el razonamiento, que es también su- 
ficiente, 

Obsérvese que la ecuación [Ap. 1-28], aunque sea verdadera para 
cualquier sistema de unidades fundamentales LT, no es dimensionalmente 
homogénea, Por ejemplo, dada [Ap. 1-28] en [cm, s], si pasamos a 
[m,h] con sem=s.10*m; vcm/s=wv.36m/h; gecm/s* — g . 360 m/h’; 
ts —t.36007? h, la [Ap. 1-28] se transforma en 


3.10 + (9/36) = (91/36) + 3g*.10 , 
ecuación distinta a la [Ap. 1-28], aun cuando no como resultado de la 


transformación de [Ap. I-28], sino por las igualdades separadas s= 
= gt”, v= gt, sea también verdadera la antigua ecuación en las nuevas 
medidas: s +v=gt+3gf*. 

Ecuaciones del tipo [Ap. 1-28], que siguen siendo verdaderas (aun- 
que acaso no invariantes en las transformaciones homotéticas de las me- 
didas) para cualquier cambio de unidades [Ap. 1-30] de las magnitudes 
fundamentales, se llaman por algunos autores completas (aunque acaso 
no sean dimensionalmente homogéneas). Por no hacer esta distinción, 
autores clásicos en la cuestión como BRIDGMAN complican innecesariamente 
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con excepciones los teoremas del Análisis dimensional, en particular el 
básico teorema JĮ, al referirlos a ecuaciones completas en lugar de di- 
mensionalmente homogéneas como es adecuado hacer, BIRKHOFF (citado 
en k) demuestra que toda relación binomia o trinomia completa es dimen- 
sionalmente homogénea, así como que cualquier relación completa es equiva- 
lente a un conjunto de relaciones nildimensionadas. 


T. EHRENFEST-AFANASSJEWA ha introducido un concepto de homoge- 
neidad generalizada mucho más amplio ($ 67, ejercicio 6). 

En su aplicación al Análisis dimensional, por el teorema 4 basta 
considerar el caso en que 


£j = q” Gaia gaa Am gn , (j= 1,2,...,7), 


y por el teorema 7 el factor de homogeneidad resulta monomial. 


Un estudio detenido de las funciones homogéneas generalizadas se 
encuentra en: R. SAN JUAN: Rev, Acad. Madrid, T. 39 (1945), págs. 
433-440. 


g) Resumen de postulados básicos del Análisis dimensional. — La 
aplicación del Análisis dimensional a los problemas prácticos se basa en 
la hipótesis de que la solución del problema se expresa mediante una 
ecuación dimensionalmente homogénea en términos de los “argumentos” 
(variables del fenómeno en cuestión y constantes dimensionadas) que en- 
tran en el problema. Esto será siempre posible (teor. 6), aunque en todo 
caso la hipótesis se justifica por el postulado físico inicial de haber su- 
puesto regular (b) el sistema de medidas para las magnitudes funda- 
mentales adoptadas, por el hecho de que las ecuaciones básicas de la 
Física que van introduciendo nuevas unidades derivadas (def. 9) son di- 
mensioralmente homogéneas (def. 14) y por postular, aun en el caso no 
trivial de que haya menos constantes dimensionadas que variables físi- 
cas, que en toda investigación física se conservan también dimensional- 
mente homogéneas las relaciones deducibles algebraicamente de dichas 
ccuaciones que sirvan para expresar matemáticamente la teoría corres- 
pondiente, sin que aparezcan ecuaciones artificiales del tipo [Ap. 1-28]. 

En resumen, aparte los postulados que justifiquen atribuir a diver- 
sas manifestaciones físicas la propiedad de ser cantidades de una misma 
especie de magnitud (b), el Análisis dimensional de un determinado con- 
junto de fenómenos físicos puede basarse en los siguientes postulados: 


I. Existe un sistema de mugnitudes de medidas q, Q2, ..., Qm NO 
negativas cuyas respectivas unidades U,, Uz, ..., Un pueden fijarse in- 
dependientemente unas de otras, tales que para números positivos cuales- 
quiera hı > 0 independientes entre sí, admiten transformaciones homo- 
téticas: 


[Ap. 1-38] q =%q,Us=%U, (A>0), (i=1,2,...,m). 


(Por ejemplo, en las teorías o cuestiones mecánicas, suele tomarse 
m = 3, con la longitud L, el tiempo T y la masa M). 


II. Existen magnitudes derivadas cuyas medidas no negativas x vie- 
men dadas por una función continua de las medidas no negativas q, de 
las magnitudes fundamentales 


[Ap. 1-39] x= f (q Ry esey qa), (x z= 0; q: 2 0) 
que es independiente de las unidades elegidas. Esto querrá decir que si 
se efectúan en las magnitudes fundamentales transformaciones homoté- 


ticas cualesquiera [Ap. 1-38] y respecto de las nuevas medidas qi 8e con- 


sidera que la nueva medida x de la magnitud derivada viene dada por 
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[Ap. I-40] x = f (qa, q» . dada 
con el mismo operador f que en [Ap. 1-39], resulte que el cambio de 


medidas x en x de la magnitud derivada es también una transformación 
homotética 


[Ap. I-41] x =e , >00) 
con à función de las hi, pero no de las q;. 


III. Es posible decidir por un proceso teórico-experimental que una 
variable dimensionada y de una magnitud queda determinada por otras 


ciertas variables dimensionadas x,, Yo, ..., Xn, en el sentido de que existe 
una función dimensionalmente homogénea (def. 14) que las relacione 
[Ap. 1-42] Y = (Xu Ya, ..., %n). 


Por el teorema 4, el postulado II equivale a decir que existen mag- 
nituaes derivadas, cuyas medidas positivas vienen dadas por una expre- 
sión monomial 


[Ap. I-43] x = Cg q... q” (C > 0 constante nildimensionada) 


independiente de las unidades, en el sentido que bajo las transformaciones 
[Ap. I-38], la x se transforma también homotéticamente mediante 


[Ap. I-44] T = Ma da... KT e 


Los exponentes a; reciben el nombre de dimensiones (físicas) de la 
magnitud de medida x, referida al sistema de magnitudes fundamentales 
(def. 10). Éstas pueden considerarse que tienen una dimensión igual a 
la unidad y las demás nulas. Si todas las dimensiones son nulas, la mag- 
nitud x es nildimensionada (def. 11), Todas estas magnitudes (incluyendo 
las constantes dimensionadas, def. 12) se llaman dimensionadas o dimen- 
sionalmente homogéneas. 

Por el teorema 7 y definición 15, el postulado III equivale a decir 
que una variable dimensionada y queda determinada por otras ciertas va- 
riables dimensionadas %,, %s, ..., %n Mediante una función dimensionada 
(no necesariamente monomial), cuyas dimensiones son las de la variable 
dimensionada y. 

La validez del postulado I se ha discutido mucho. La introducción de 
constantes dimensionadas efectuada en el teorema 6 lo justifica, 

Si un determinado fenómeno físico (por ejemplo, la propagación de 
la luz) relaciona por una ley varias magnitudes fundamentales (tales L 
y T), dicha ley podría servir para establecer una ecuación [Ap. I-39] 
que haga una de ellas derivada de las otras. Sin embargo, por el teo- 
rema 6 podemos conservar nuestro antiguo sistema de magnitudes funda- 
mentales, es decir, de medidas independientes [Ap. 1-38], y expresar la 
ley que relaciona las magnitudes fundamentales mediante la introducción 
de nuevas magnitudes derivadas (por ejemplo, la constante c de dimen- 
sión [LT”*] en la propagación de la luz). Es lo que también se ha hecho 
al introducir la constante G de gravitación universal (ejemplo 4) para 
hacer compatible esta ley con la medida independiente de la masa M, la 
longitud L y el tiempo T. Podemos prescindir de ella al precio de consi- 
derar M como magnitud derivada de L y T. 

Así, pues, para establecer el sistema de magnitudes fundamentales 
del postulado I, mediante el uso de adecuadas constantes dimensionadas, 
podemos tomar como tales, es decir, de medida independiente, las que 
nosotros queramos, aunque existan fenómenos físicos que las relacionen 
para condicionarlas entre sí dentro de la teoría construída. Pero si estos 
fenómenos físicos que las condicionan entre sí, no influyen en el proble- 
ma estudiado, será desventajoso en cl análisis dimensional que se realice, 
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desdeñar esta circunstancia, Y así no hemos de olvidar que hacer deri- 
vada una magnitud que en el problema estudiado pudiese tomarse como 
independiente o fundamental, es equivalente a haberla tomado como fun- 
damental y al mismo tiempo hacer intervenir “sin necesidad” en el pro- 
blema la constante dimensionada que en este caso hay que incluir en la 
ley del fenómeno no influyente que servía para introducir dicha magni- 
tud como derivada, 


h) Productos nildimensionados. — Las expresiones monomias dadas 
por productos entre medidas variables de magnitudes dadas: 
[Ap. 1-45] Y = atrapa... a*n 
intervienen fundamentalmente en el Análisis dimensional, , 
Si las dimensiones de las magnitudes correspondientes a las varia- 
bles (xı, £o ..., £n) Y) respecto de un sistema de unidades fundamenta- 
les U,, Uz, ..., Un están dadas por la matriz [Ap. 1-32], los exponentes 
del producto [Ap. 1-45] satisfacen al teorema: 


TEOR. 9. El producto y es dimensionado (def. 15), es decir, la ecua- 
ción [Ap. 1-45] es dimensionalmente homogénea (def. 14), cuando y sólo 


cuando los exponentes (k,, kz ..., kn) son solución del sistema de ecua- 
ciones lineales 
[Ap. 1-46] ms: ki + azu ka + ... + ankr = a; , (i=1,2,...,m). 


En efecto, la condición es necesaria, pues si el producto [Ap. 1-45] 
satisface la ecuación [Ap. 1-35] para cualquier cambio de unidades 
[Ap. 1-30], aquí habrá de ser idénticamente en las à y las x: 


n y KSim k Sii a EN 
ML A g" se. V’ =1*x,..4 ars A cen A En 
m n m m 


y por tanto idénticamente en las 1: 


+ka 


k k 
a a am k1017+ kon +. k 0 Lim + aem +e t n nm 
dada. A = hru nat Pam H eee H A 


de donde se deduce [Ap. I-46]. Invirtiendo el razonamiento, es inme- 
diato ver que la condición [Ap. I-46] es suficiente. 

Si concebimos las magnitudes de medidas %,, Xə, ..., Um, Y COMO Vec- 
tores de m componentes dadas por las columnas de la matriz [Ap. I-32] 
el teorema 9 equivale a decir que el vector correspondiente a la magnitud 
de medida y pertenece a la multiplicidad vectorial determinada por los 
vectores correspondientes a las magnitudes de medidas %,, Ya, ... 

F El teorema de RoucHÉ-FROBENIUS sobre sistemas lineales (8 15 -5) 
a: 


TEor. 10. Dadas las variables dimensionadas [Ap. 1-32], existe un 
producto de la forma [Ap. 1-45], cuando y sólo cuando la matriz de las 
n primeras columnas de [Ap. 1-32] tiene la misma característica que 
dicha matriz [Ap. 1-32]. 

Especial importancia tienen los productos definidos por: 

Der. 17. Un producto de la forma [Ap. I-45] referente a las va- 
riables [Ap. 1-32], se llama nildimensionado si @ı = 2 = ... = üm =Q 
(cfr. def. 11). 

Entonces, según [Ap. I-46] del teorema 9, se tiene: 


TEOR. 11. La condición necesaria y suficiente para que [Ap. 1-45] 
sea un producto nildimensionado es que los exponentes k; satisfagan el 
sistema lineal de ecuaciones homogéneas 


[Ap. I-47] Wi ka + an ka + ... F anki =0 , (@î=1,2,... m) , 
cuyos coeficientes son los números @;, dados por la matriz dimensional 
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Xi La e... Ka 
[Ap. 1-48] lia 


U: | das Aa ... Un 





Así, según el teorema 11, los productos nildimensionados que se pue- 
dan formar con las magnitudes de medidas %,, %2, ..., &n Vendrán deter- 
minados por los exponentes k,, kz, ..., kn solución del sistema homogéneo 
[Ap. 1-47] 

Alterando convenientemente el orden de las ecuaciones e incógnitas 
podemos Suponer que el menor principal de la matriz del sistema corres- 
ponde a las r primeras filas y r primeras columnas, con lo que a todo 
sistema de valores cualesquiera kr, kris ..., Kn, tomados como paráme- 
tros indeterminados, corresponderán valores k,, ke, ..., k, ya unívoca- 
mente determinados mediante 


[Ap. 1-49] Qui kı + A + A, kr z= — (arsi Kra + a + Ani kn) 3 
(i=1,2,...,1) , 
cuyas soluciones halladas por la regla de CRAMER ($ 15-4) podemos ex- 
presar mediante 
LAp. 1-50] ki = Qr kra + 0 2,1 kraz + ... + Any Kn , 
(i=1,...,1) 
donde 
Urtiy = — (ar, y Oria + 05,7 Arsia Fo... + 0, Grésr) , 
UW=T ls ît=1,2,...,n—rT) , 

siendo a, , = Ajy/A, con Aj, adjunto del elemento a, en el determinante 
A del sistema de CRAMER [Ap. I-49]. 

Los vectores de n componentes 


fi = (amsi Oryg e. Qur, l, 0, ..., 0) 
[Ap. I-51] fa = (ars, Ortsa <<)  Úr+2r) 0, 1, ..., 0) 
fa-r = (An,1, An) 2, ..., Ons rs 0, 0, e.. 1) 


son linealmente independientes (§ 60-2), porque de 
hı fı + hafa + ... + hn-r fn-r = 0 


aplicada a sus n —r últimas componentes se deduce: h, =0, (¿i=1,2,..., 
n— r). . 

De [Ap. 1-50], [Ap. I-51] y el teorema de ROUCHÉ-FROBENIUS (§ 15-5) 
deducimos que todas las soluciones del sistema [Ap. I-47] vienen dadas 
por la combinación lineal: 


[Ap. 1-52] k = Er fı + krafa + Pioa + ken fn-r , 


donde kı, Krsa, ..., kn son números arbitrarios, y f,, fa, ..., f.-r forman 
lo que se llama una base (Cap. XVII, nota I, b) ó un sistema funda- 
mental de soluciones, siempre linealmente independientes. Queda así de- 
mostrado: 


TEOR. 12. En el espacio vectorial En, las soluciones k del sistema 
[Ap. 1-47] de m ecuaciones homogéneas con n incógnitas y matriz de 
característica r, forman un subespacio lineal E,-r, una de cuyas bases 
puede ser la [Ap. 1-51] como sistema fundamental de soluciones, cada 
una de las cuales se obtiene haciendo en [Ap. 1-50] igual a la unidad 
una incógnita paramétrica y nulas las demás. 


Si r=1, el subespacio se llama hiperplano vertorial; si r=n—2, 
el subespacio se llama plano vectorial; ambos conceptos coinciden para E». 
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El concepto de ortogonalidad permite dar una forma muy elegante 
a los resultados anteriores. Dados los m vectores de n componentes por 


[Ap. I-53] a’, = (au, Qais eoe, Oni) , (1=1,2,...,m) 
el sistema homogéneo [Ap. I-47] puede escribirse 

[Ap. I-54] a21.k = 0, as.k = 0, ..., %n.k = 0, 
es decir: 


TrEor. 13. El subespacio E,-- de las soluciones k de [Ap. I-47] (teor. 
12), es el subespacio lineal suplementario (Cap. XVII, nota I, bs) for- 
mado por los vectores de E, que son ortogonales a todos los del subes- 
pacio E,, de dimensión r, subtendido por los vectores [Ap. 1-53] (sub- 
espacio ortogonal a E, en E,). 


Si consideramos el sistema homogéneo traspuesto de [Ap. 1-47]: 
[Ap. I-55] anki + Qka + ... + amka = 0 , (¡=1,2,...,1n) 
de matriz dada po? las componentes de n vectores de En: 

[Ap. 1-56] ay = (Aj Gj2, -..,Oim) , (=1,2,...,n) , 


(con la misma característica r que la matriz [Ap. 1-48] del sistema 
[Ap. 1-47], traspuesta de la anterior), entonces el sistema [Ap. 1-55] 
tendrá m— r soluciones k’, k's ..., K'n-r linealmente independientes y 
que en En determinan el subespacio ortogonal al determinado por los n 
vectores [Ap. 1-56]. Para que [Ap. 1-46] tenga solución es necesario y 
suficiente que el vector a de componentes 4,, de, ... Gm pertenezca al sub- 
espacio determinado por los vectores [Ap. 1-56] (Teorema de RoucHÉ- 
FROBENIUS, § 15-5); por esto y lo anterior queda así demostrado: 


TEOR. 14. La condición necesaria y suficiente para que el sistema 
[Ap. 1-46], escrito en forma vectorial de En: 


[Ap. 1-57] aik = 0, &'2.k = Qa ..., %n.k = Un 


sea resoluble es que el vector a de componentes (a, Qz ..., Am) de En 
sea ortogonal al subespacio lineal de dimensión m-— r, solución del sis- 
tema homogéneo traspuesto [Ap. 1-55], es decir, que se cumpla: 


[Ap. 1-58] a.k1 =0,2.K2=0, ..., a.Kknr =0, 


donde k',, K'», ..., K'n-r forman un sistema fundamental de soluciones de 
[Ap. 1-55]. La solución del sistema no homogéneo queda determinada a 
menos de una solución del sistema homogéneo correspondiente dada por 
el teorema 12, Pues la diferencia de dos soluciones del sistema [Ap. 1-46] 
es solución del sistema [Ap. 1-47]. Es decir, si existe y es k, una solu- 
ción particular del sistema [Ap. 1-46], todas sus demás soluciones ven- 
drán dadas por k = k + krifi + ... 4 ken fa-v, donde fa, fo ..., fro for- 
man un sistema fundamental de soluciones [Ap. I-51] del sistema homo- 
géneo [Ap. I-47]. 

El problema del cambio de base, es decir, de hallar las componentes 
de los vectores de un mismo subespacio lineal referido a distintas bases, 
se reduce también a la resolución de sistemas de ecuaciones lineales. En 
efecto, referido un subespacio lineal a una base antigua de m vectores 
unidades linealmente independientes, sea en ella un vector a de compo- 
nentes antiguas (4; dz, ... Gm) y una nueva base de n vectores unidades, 
dados en función de la antigua mediante [Ap. 1-56]. Entonces, el sistema 
de ecuaciones lineales [Ap. 1-46], equivalente a la igualdad vectorial 


[Ap. 1-59] a = kia + kea t + ien an , 


sirve para buscar las nuevas componentes (kı, ks, ..., ka) de ese vector a 
respecto de la nueva base [Ap. I-56]. La discusión de [Ap. I-46] nos 
dirá si la nueva base de referencia cs superabundante, estriota o insu- 
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ficiente para la expresión de todos los vectores del subespacio. Por haber 
supuesto los vectores a; pertenecientes a dicho subespacio, la dimensión 
m de ésta no quedará superada por la característica r de la matriz 
[Ap. I-56]. Así queda demostrado: 


TEOR. 15. Supuesto referido un subespacio lineal a una base antigua 
de m vectores unidades linealmente independientes, y dada como nueva 
base formada por los n vectores [Ap. I-56] del subespacio, las nuevas 
componentes (kı, ko ..., kn) de todo vector a de componentes antiguas 
(Qu dz ..., Am) se obtendrán por resolución del sistema lineal [Ap. 1-46]. 
Si la característica r de la matriz del sistema [Ap. 1-46] es igual a la 
dimensión m del subespacio, la resolución de [Ap. 1-46] es siempre po- 
sible para cualquier vector a del subespacio; entonces la base [Ap. 1-56] 
es estricta o superabundante según que el número n de vectores a, sea 
igual o mayor que la dimensión m del subespacio. Si la característica r 
de [Ap. I-56] es menor que la dimensión m del subespacio, habrá algún 
vector a de éste linealmente independiente de los a, la solución de 
[Ap. I-46] será entonces imposible y la base será insuficiente; en par- 
ticular, siempre que el número n de vectores base es menor que la di- 
mensión m del subespacio. 


Pero es importante observar que aun cuando sea n2 m, si la ma- 
triz [Ap. I-56] tiene característica r<m, la nueva base [Ap. I-56] 
será también insuficiente. 

El teorema 12 nos da el conjunto de productos nildimensionados que 
pueden formarse con las magnitudes de dimensiones [Ap. I-48]. El teo- 
rema 14 permite saber si existen, hallándolos, productos dimensionados 
[Ap. I-45]. 

El teorema 15 resuelve el problema del cambio de magnitudes fun- 
damentales en número y calidad. 

La estructura lineal de los sistemas [Ap. I-46] y [Ap. I-47] per- 
mite tratar a las magnitudes de medidas %,, Yo, ... Xn Como vectores 
de m componentes dados por la matriz [Ap. 1-48]. Pero es importante 
hacer notar que para este tratamiento vectorial de carácter puramente 
formal no necesitamos imponer a las magnitudes de medidas x, ninguna 
hipótesis física fuera de la de haber admitido una medida regular (b), 
hipótesis básica para la introducción de las funciones dimensionalmente 
homogéneas (f), es decir, de las invariantes a las transformaciones ho- 
motéticas [Ap. 1-30] en las unidades de medida, funciones que son las 
estudiadas por el Análisis dimensional, 


EJEMPLOS: 7. Si queremos representar el sistema MET mediante la 
longitud = [L], la energía E =[ML*T"*] y la aceleración a=[LT""] o 
bien la longitud = [L], la masa = [M], la velocidad v=[LT""] y la ace- 
leración a = [LT"] o bien la longitud = [L], la velocidad v = [LT] y 
la aceleración a = [LT], tendremos las respectivas matrices dimensio- 
nales: 


L E aL M v alL v aà 
MIO 1 0jO 1 0O 0/0 0 0 
D|l1 2 111 0 1 11 1 1 
T|0-2-2|0 0 —1 —2 | 0 —1 —2 


de características 3, 3, 2 que dan para el primer caso base estricta, en 
el segundo base superabundante y en el tercero base insuficiente (donde 
no tendrán representación las magnitudes que dependan de la masa). 


8. Si queremos representar una energía E de 10 erg = 10 g cm” s”, 
pasando del sistema CGS al que tenga por unidades fundamentales 
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1 kgr = 980665 g cm s?, 1 cel = 100 cm s? 1 h = 3600 s, habrá 
que aplicar el teorema 15 y la transformación [Ap. 1-30]. Si llamamos: 
1 g cm s? = F = (1/980 665) kgr , 
[Ap. 1-60] 1 em s? = a = (1/100) cel , 
s = t = (1/3600)h , 


tendremos la matriz dimensional 


F a tl E 





M 1 0 0 1 
L 1 1 0 | 2 
T | —2 2 1 | —2 
a la que corresponde el sistema k: = 1, kı + k: = 2, — 2kı — 2k: + ks = — 2 


con solución kı = k: = 1, ka = 2, dando 


CS as 1 kgr 1 cel 1i 
10 erg = 10 g cm? s? = 10 (Fat) = 10- 980665 ` 100 ` 3600* — 


1 r 
030665 36 10" KST Cel h’. 


Otro procedimiento intuitivo es pasar de las expresiones dimensiona- 
les exponenciales [Ap. 1-18] y [Ap. 1-45] y a las lineales [Ap. I-46] to- 
mando logaritmos formalmente. Así, de [Ap. 1-60] se obtendría 


Ing + Inem —21ns =1lnF , lnem — 2lns = lna , Ins=Int , 


de donde se despejan In g, Inem y lns para expresar g = Fa”, cm = ať, 
s= t, y finalmente 


10 erg = 10 g cm? s? = 10 (Faa tt?) = 10 (Fat) = 
1 kgr 1 cel 11 ) = __ kgr cel h* 


980665 * 100 ` 3600 


"980 665 .36* 105 


Estudiemos ahora la multiplicidad de productos nildimensionados que 
puedan formarse con dichas magnitudes de medidas gı, %z, ..., as Sean 
los siguientes productos nildimensionados: 

k k k 


[Ap. I-61] TT. = g” E , (i= 1,2,...,p) , 


n 


= 10 ( 


con exponentes dados por la matriz (i¡=1,2,...,p): 


| Yi Xo 2 En 
[Ap. I-62] `] 
A O 


Der. 18. Estos productos [Ap. 1-62] nildimensionados se llaman in- 
dependientes si ninguno de ellos es igual al producto de potencias de los 


demás; es decir, si no existen números constantes h;, h», ..., hp distintos 

de los simultáneamente nulos h,=h*=... =h,=0, tales que se cumpla 
h h: h 

[Ap. 1-63] ao 


idénticamente en las medidas variables 2,, £a ... 
Entonces se cumple: 
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TEOR. 16. Los productos nildimensionados JI., Il» ..., TI» son in- 
dependientes cuando y sólo cuando las filas de la matriz [Ap. I-62] de 
sus exponentes son linealmente independientes. 

En efecto, la condición es necesaria, pues si los productos son inde- 
pendientes y supusiéramos una dependencia lineal entre las filas de la 
matriz [Ap. 1-62], existirían valores no todos nulos h;, h», ..., hp tales 
que 


[Ap. 1-64] hiku + heka + ... + hokpn =0 
y entonces sería 


, (¿¡=1,2,...,1) 


A Ay h 
Tr, m ... I? = R Ba aea O? = 1, 


idénticamente en %,, X2, ..., £n, contra la independencia de los productos 
considerados. La condición es también suficiente, pues si las flias de la 
matriz [Ap. 1-62] son linealmente independientes y supusiéramos depen- 
dientes los o nildimensionados dados, existirían valores no todos 


nulos ha, hz, ..., hp tales que se cumpliría IA: I-63], es decir: 
a un + Ark +... + A + f le xn" knr ky i +. ,,t e = 
idénticamente en las %1, %2, ..., a, IO que implicaría la anulación de los 


exponentes expresada por el cumplimiento de [Ap. 1-64] y entonces las 
filas de la matriz [Ap. 1-62] no serían linealmente independientes con- 
tra la hipótesis de suficiencia considerada. 

La interpretación vectorial del teorema 16 es la siguiente: Los pro- 
ductos nildimensionados II. concebidos como vectores de n componentes 
dados por los exponentes kn, kise, ..., kin forman, según los teoremas 
11, 12 y 13, el espacio vectorial ortogonal al espacio vectorial determi- 
nado por la matriz [Ap. 1-53], es decir la [Ap. 1-48] tomada por filas, 
y la def, 18 que hemos dado de dependencia de los productos nildimen- 
sionados II, coincide por el teorema 16 con la que corresponde al ser 
concebidos como vectores de las n componentes antedichas. 

Por el teorema 12, el subespacio vectorial en el espacio de n compo- 
nentes que forman los productos nildimensionados, tiene dimensión n —r, 
si r es la característica de la matriz (a,,) dada en [Ap. 1-48], y cual- 
quiera de esos productos nildimensionados se podrá representar como de- 
pendiente de n—r de ellos que sean independientes entre sí y se tome 
como base de la multiplicidad formada por todos los productos nildimen- 
sionados. Dicha base podrá ser un sistema fundamental de soluciones dado 
rutinariamente por las igualdades [Ap. 1-51]. Esto nos sugiere la si- 
guiente definición: 


Der. 19. Un conjunto de productos nildimensionados de las varia- 
bles dimensionadas %;,, %z, ..., a se llama completo si cada producto en 
el conjunto es independiente de los demás y cualquier otro producto nil- 
dimensionado de dichas variables se puede expresar como producto de 
potencias de los productos nildimensionados del conjunto dado, 

El teorema 12 demuestra: 


TEOR. 17. Cualquier sistema fundamental de soluciones del sistema 
lineal de ecuaciones homogéneas [Ap. 1-47] proporciona los exponentes 
de un conjunto completo de productos nildimensionados de las variables 
dimensionadas %i, La, ..., in. Recíprocamente, los exponentes de un con- 
junto completo de productos nildimensionados de las variables Lr, Lo, se-s 
&n forman un sistema fundamental de soluciones del sistema lineal de 
ecuaciones homogéneas [Ap. 1-47] 

El teorema 13 demuestra: 


TEOR. 18. El número de productos de un conjunto completo de pro- 
ductos nildimensionados de las variables dimensionadas xı, Lz ..., En €8 


n—r si r es la característica de la matriz dimensional (a) de dichas 
variables, 
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EJEMPLO 9. En el ejemplo 6, la matriz dimensional en el sistema 
LTM era [Ap. 1-36]. 

Los productos nildimensionados a formar vendrán dados por los ex- 
ponentes k; tales que sea idénticamente en las variables dimensionadas 

quiz 0% ds ya Ps —= 1 
es decir, 
[ME?T-3% [ML]% [213% [LT 34 [MLT"]" = [1] 
Para ello han de ser nulos los exponentes en M, L, T (teor. 11): 


ka + ka + ks pee! 0 
— kı — 3k: + ks + ki + ks = 0 
— kı — kı — 2k: = 0, 


que es el sistema [Ap. I-47]. 
Pueden tomarse como incógnitas principales k:, ks ks por ser el de- 


terminante de sus coeficientes =— 130. Así, resulta el sistema com- 
pleto de soluciones 
[Ap. 1-65] kı = — k, — 2k; , ka = k + ks , kə = kı 


que es el dado en [Ap. 1-50]. Mediante el método [Ap. I-51] que con- 
siste simplemente en obtener cada solución fundamental haciendo igual a 
la unidad una incógnita paramétrica y nulas las demás, en el caso 
(k.=1, k5=0), (k,=0, ks=1), con los valores de (k,, kz, ks} que res- 
pectivamente resulten por [Ap. 1-65] puede tomarse como conjunto com- 
pleto de productos nildimensionados los de exponentes de la matriz 
[Ap. 1-62] que será aquí: 


nedv F 
IL: | —1 1 1 1 0 
Ila | —2 1 0 0 1, 


es decir, J[ı=vde/n, Ila= Fo/ņ". Si en el segundo producto no que- 
remos que figure y, bastará considerar el conjunto también completo de 
productos nildimensionados dado por 


[Ap. 1-66] Il = vdgo/n , I Il = F/ (vt) , 


(pues el determinante de los exponentes de los Jl: es | 2 1 


=1+0) , que es el aplicado por “feliz casualidad” en [Ap. 1-37]. 

Se llama número de REYNOLDS R a uno cuyas variables dimensio- 
nadas sean Il.=vde/yn y coeficiente de presión P a uno cuyas Va- 
riables dimensionadas sean ĮJ[:° Il: =F/(0v°®t), cuyo nombre proviene 
de tener F/d* la dimensión de una presión. Como en el ejemplo 6, el 
área proyectada de la esfera es ¿md”, se llama coeficiente de arrastre 

a al 


1 Le 


1 F 8F 
Soa a a T nova 





con lo que la ecuación allí obtenida [Ap. I-37] se convierte en la 


[Ap. I-67] C. = Č. a(R). 

La ecuación [Ap. 1-67] puede dibujarse en gráfica experimental co- 
mo la de la figura 446, realizada en escalas logarítmicas para cvilur quo 
la curva se verticalice a la izquierda. lísta sola gráfica da una informa- 


ción completa de la fuerza de arrastre sobre cxferas limas de cualqier 
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tamaño en líquidos incomprensibles de densidad, viscosidad y velocidad 
cualesquiera. Para hallar experimentalmente F = lo, d,o,n) sin el Aná- 
lisis dimensional, se hubiesen requerido cerca de 25 cartas gráficas que 
mostrasen separadamente los efectos de las variables v, d, o, y. 


Además, la gráfica (fig. 446) es aproximadamente válida para un 
flúido compresible como el aire, si su velocidad es menor que la mitad 
de la del sonido en el flúido; y también puede obtenerse mediante un 
modelo. Si, por ejemplo, el prototipo es una esfera lisa de 3 m de diá- 





2,0 
-2,0-1,0 O 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 
log, R 


Fig. 446. — Coeficiente de arrastre para esferas lisas 
(Ref.: F. EISNER, Dua Widerstandproblem, Proc, 3rd. 
Intern. Congress Applied Mechanics, Estocolmo, 1931). 


metro sumergida en aire a 20% C, con velocidad de 20 m/s, el coste de 
la experimentación de la fuerza de arrastre en esas condiciones sería 
prohibitivo. Sin embargo, el coeficiente de arrastre Ca puede ser obtenido 
con un modelo constituído por una esfera de 1/2 m de diámetro sumer- 
gida en agua a 200 C con velocidad de 8 m/s, pues el número de REYNOLDS 
resulta de igual valor 3,97.10% en ambos casos. (A 200 C se ha supuesto 
para el aire 0, =1,205 kg/m”, yn, = 0,018 2.10? kg m” s”, y para el agua 
Om = 998,203 kg/m”, nn =1,008 7.10”? kg m” s*, Con lo que deberá ser 

V)dp _ QmU _ 998,203.0,0182.10? 

Um dm — Qptim 1,205.1,008 7.10? 
Así, aunque se desconozca la forma de la función æ, si R vale lo mismo 
para el modelo y el prototipo, lo mismo ocurrirá con $(R). Aun cuando 
el coeficiente de arrastre C. resulte el mismo en el modelo y en el pro- 
totipo, las respectivas fuerzas de arrastre Fm y F estarán relacionadas 
mediante 


= 14,9). 








Fm — Om “nd a 998, 203_ (2) ( 0,5 ) — 3.68 
P © wd T i205- O PA > 
1) El teorema ][. — Evidentemente, cualquier ecuación entre pro- 


ductos nildimensionados es dimensionalmente homogénea, es decir, la for- 
ma de la ecuación es invariante respecto de un cambio de unidades fun- 
damentales [Ap. 1-30]. Así, una condición suficiente para que una ecua- 
ción sea dimensionalmente homogénea, es que sea reducible a una ecuación 
entre productos nildimensionados. Esto ya fué observado en las publica- 
ciones de A. VascHY (1892-1895) y por ello los productos nildimensiona- 
dos son llamados por algunos variables de VAscHY; más significativo es 
denominarlas variables nildimensionadas. Pero E, BUCKINGHAM en 1914 
sentó el principio fundamental de que aquella condición es también nece- 
saria, 
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Esto constituye el teorema II, llamado también teorema de VASCHY- 
BUCKINGHAM. 


TEOR. 19. Una ecuación dimensionalmente homogénea puede siempre 
reducirse a una relación entre un sistema completo de productos nildi- 
mensionados, supuestas restringidas las variables originales a tomar sólo 
valores positivos, 


El teorema no es evidente por sí mismo, puesto que una condición 
sea suficiente, en manera alguna implica que sea necesaria, 

El mismo BUCKINGHAM no dió del teorema Il] una demostración 
rigurosa, sino que sólo consiguió hacerlo plausible. Sin embargo, mostró 
bien que toda la teoría del Análisis dimensional queda resumida en él. 
Éste es el teorema que hemos aplicado en el ejemplo 6 para hallar la 
fuerza de arrastre sobre una esfera lisa. En [Ap. 1-66] hemos encon- 
trado para este ejemplo que un sistema completo de productos nildimen- 
sionados lo forman el número de REYNOLDS (R) y el coeficiente de pre- 
sión P. Por tanto, la relación buscada puede ponerse en la forma 
Y (R, P) =0, ó lo que es equivalente P = P(R); esta relación incógnita, 
no proporcionada por el Análisis dimensional, pensada en forma implícita 
o explícita, puede hallarse experimentalmente y entonces suele represen- 
tarse por una gráfica como se ha hecho en la figura 446. 

Antes de demostrar el teorema II, probemos el siguiente teorema, 
que vuelve a justificar la expresión monomial de las magnitudes deri- 
vadas: 


TEOR. 20. Si y =q (1%, Yo, -..,%,) es una ecuación dimensionalmente 
homogénea (def. 14), existe siempre un producto de potencias de las 
Xi, Lo, ».., Y que tiene la misma dimensión que la variable y supuesta 
no idénticamente nula. 

En efecto, supongamos que la función (Xx, %2, ..., Y») no idéntica- 
mente nula en las variables dimensionadas %,, Yr, ..., Yn €s A SU vez 
dimensionada (def, 15) y veamos entonces que suponer que no exista un 
producto de potencias de las x, que tenga la misma dimensión que y con- 
duce a una contradicción. Por el teorema 10 dicho producto no existirá 
cuando y sólo cuando la característica de la matriz [Ap. I-32] sea ma- 
yor que la característica r de la matriz [Ap. I-48]. Entonces, la carac- 
terística de la matriz [Ap. 1-32] sería r4+-1<m y un menor principal 
de dicha matriz contendría siempre la columna correspondiente a las di- 
mensiones de y. Por reordenación de variables x, y unidades fundamen- 
tales U, podemos snponer que dicho menor principal fuese: 


Ca An eo. Ari % 
A 1-68 e...o.o.. dansa. o ....... ooo» 0 
[ P ] Uir aar ... arr Ar + f 
Qai; r+1 Ca, r+1 e.. Gryr+l Ur+ 


el que desarrollado por su última columna daría 
[Ap. 1-69] Ait + Azde + ... Arar p Armar O0, 


siendo respectivamente A, As ..., Ar, Ars los adjuntos de los elemen- 
toS 0, la, ..., Gr, Gra. Si sustituímos la última columna del determi- 
nante [Ap. 1-68] por los elementos Gi, Mir, ..., Giry Qir para 1=1,2, 
.., 7, el determinante que resulte será nulo por tener dos columnas 
iguales, y para i=r-+1,...,n, el determinante que resulte de orden 
r+1 es un menor de la matriz [Ap. 1-48], también nulo, por haber 
supuesto que era r la característica de esta matriz. Si desarrollamos es- 
tos determinantes por la última columna, quedará: 


[Ap. I-70] Åi Qin 4+- Az Gua + ur + A, Mar -+ Ara Mirra = 0 , 
(i—=1,2,....). 
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Que y = g (Zi, To, se., La) sea dimensionada, es equivalente a que se cum- 
pla [Ap. 1-35] idénticamente en las A, àe, ..., Àm Y Xy Xo, ».., En (teo- 
rema 7). Si en dicha identidad 
[Ap. 1-71] Ma o ha (Es Bo oanp a) =E 

= PO," .o. lm MEn ...>3 hu ..o hn rr Xn) 


para un número positivo b cualquiera escogemos 


M = bA, u m bA, a.. Aem bA, Ama = DA Anema = haml 
por [Ap. 1-70] será en el segundo miembro de [Ap. 1-71] 

q dt Aia Prior p 1, (i=1,2,...,m) 
es decir, dicho segundo miembro se convertirá en q(%,, %2, ...,%.), mien- 


tras que en el primer miembro quedaría 


L LE a hn a — pati +. e t Apt 


con exponente de b no nulo por [Ap. I-69]. Entonces habria de ser 


PAPA As P(%, Lo ..., En) = PÍ[X1), Lo, ..., Ln), 
lo que es absurdo para b positivo cualquiera, y p(%,, %z, ...,%n) no idén- 
ticamente nulo. Por tanto, el teorema 20 queda demostrado. 

Además, si el sistema [Ap. 1-46] tiene alguna solución que dé un 
producto de la forma [Ap. 1-45], y es r la característica común de las 
matrices [Ap. 1-32] y [Ap. 1-48], habrá entonces n— r incógnitas ka, 
ko, ..., kn paramétricas arbitrarias, mediante las cuales podrán expre- 
sarse las otras r tomadas como principales y que corresponderán a un 
menor principal (teorema de RoUCHÉ-FROBENIUS, $ 1b-5). 


Pasemos ahora a demostrar el teorema 19. Supuesta fijada una so- 
lución cualquiera del sistema [Ap. 1-46], tendremos que la función 


Plaas Cos -o y Ca) 
g" Lata ae e Lp 


[Ap. 1-72] Polo, Ezy s.a; En) = 


será dimensionalmente homogénea, de dimensiones nulas, es decir, será 
nildimensionada (def, 16). 


Si suponemos que en la matriz del sistema [Ap. 1-46], el menor 
formado por las r primeras filas y r primeras columnas es principal, 
cada una de las n— r restantes columnas será combinación lineal de 
las r primeras, es decir 
[Ap. I-73] Urra, j = ka Ar; + Kae A:j + ..« + ko, a, , 

(J= 1,2,..., m) , 
para s—=1,2,...,.R—T. 

Por tanto, los n — 7 productos 





[Ap. 1-74] Us = Ee SA , (s= 1, 2, ` .. n — T) 
gi "l Ar” see le 


serán nildimensionados (def. 17), y como respecto de ellos las n— 7 últi- 
mas columnas de la matriz [Ap. 1-62] forman una matriz cuadrada 
unidad (todos los elementos son nulos, menos los de la diagonal principal 
que valen 1), por el mismo razonamiento que hemos aplicado a [Ap. 1-51] 
queda probado (teor. 16) que dichos n— r productos nildimensionados 
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son independientes. Forman, pues, respecto de las variables 2,, Ye, ... Ya 
un conjunto completo de productos nildimensionados (teor, 18). 
En la función nildimensionada «PHo(%,, Yz, -.., 2) podemos sustituir 


las n — r últimas variables por las [Ap. 1-74] y será 
[Ap. 1-75] Po (Xi, Lap ..»p Ln) = BD (zx, Lar .. «3 Cr, TI, II», ...y ll .-,). 


Entonces, si atribuímos a las x; un sistema cualquiera de valores en 
que todas las x,, %2, ..., ey sean positivas distintas de cero, resultará 
que tomando logaritmos en [Ap. 1-34] podemos escribir: 


f lg x = lgxr +amlgh +... + Grlgdr + ... + aim lg Àm 


lg e, = læg, + arnlgd + ... + AOrlgdr + ... + armlg Àn 
y por ser el menor principal |a;,|>40, (1,=1,2,...,7), podrán siem- 
pre hallarse valores de lg, ..., 1814" que hagan lg Za, o lg x, arbi- 
trarias, Por tanto, mediantu cambios de unidades del tipo [Ap. 1-30], 


podemos escoger adecuadamente da, Ao, ..., Ar, para que Xi, Eo ..., Cr 
(y los demás Ar, ..., Am) tomen valores positivos cualesquiera, mientras 
que en [Ap. I-75] por ser to y Ila ll» +...» Ilr-r nildimensionadas, 
ellos quedarán invariados para las 1, variables, Esto prueba que la ọ 
no depende de £u Xa ..., Ur, es decir 


Do(%1, 22) »-. ., Gn) = (Il, IT», ...p TI ».-,). 
Sustituyendo en [Ap. 1-72] queda 


[Ap. 1-76] Pln + 2a m = P (Ta, Ils, ...p Il n-e) 

g" as s... TP 
lo que demuestra el teorema JI (teor. 19), pues al establecer [Ap. I-72] 
según el teorema 20, hemos supuesto que 


y/( atrasa... um) 


es un producto nildimensionado II, pudiendo escribirse [Ap. 1-76] en la 
forma 


[Ap. 1-77] TI = $ (Il,, TI», ...) Tr). 


Obsérvese que en la demostración del teorema II hemos admitido 
sólo para las variables valores positivos. Por ello, en los problemas de 
Análisis dimensional, las variables independientes se suponen siempre 
restringidas a tomar sólo valores positivos. 


De la demostración anterior surgen los siguientes corolarios: 


Teor. 21. En la expresión del teorema || dada por la fórmula 
[Ap. 1-76], donde r es la característica de la matriz [Ap. 1-48] si es 
r=n, la función $ se reduce a una constante y la función es necesa- 
riumente un monomio; además habrá de ser n= wm. 


TEOR. 22, En la expresión del teorema YI dada por la fórmula 
[Ap. 1-76], para el caso r< nm, pueden tomarse arbitrarios (por ejem- 
plo, nulos) n— r exponentes entre los k,, ko, ..., k, que no correspondan 
a un menor principal de la matriz [Ap. 1-48], quedando las r correspon- 
dientes a éste ya determinados por los anteriores; además, el sistema com- 
pleto de n— Tr productos nildimensionados Il, Ils ..., IIn-" puede sus- 
tituirse (teor. 17) por cualquier otro sistema completo de n—r produc- 
tos nildimensionados. 

A su vez las variables nildimensionadas II, TI, Tla ..., Tin» que 
figuran en la ecuación [Ap. 1-77], forman un sistema completo de pre- 
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ductos nildimensionados respecto de las n +1 variables dimensionadas 
Xi, o, ..., En, Y, con matriz dimensional [Ap. 1-32] de caracteristica r, 
debiendo dicha matriz tener menor principal que no contenga la columna 
de dimensiones de y para que esta varıavie pueda estar en el producto 
II y sólo en él (cfr. teor. 10). 

E Las indeterminaciones mencionadas y el desconocimiento de la fun- 
ción $ que no halla el Análisis dimensional, constituyen limitaciones en 
el alcance de la aplicación del teorema JĮ como instrumento de investi- 
gación de leyes físicas, 


j) Elección y ordenamiento de incógnitas en la aplicación del teore- 
ma ĮI. — Por los teoremas 10 y 20, la función dimensionada y buscada 
por el teorema JĮ existirá cuando y sólo cuando las matrices [Ap. 1-32] 
y [Ap. 1-48] tengan la misma característica r. Además, por el teorema 
21, la función y quedaría ya determinada como un monomio, a menos de 
un factor constante, si dicha característica r fuese igual a n. También 
el teorema 22 nos dice que la función desconocida y dependerá de menos 
variables y por tanto la solución habrá quedado menos indeterminada 
cuanto menor sea n—Yr. Por eso hemos de procurar que el número de 
variables dimensionadas %,, X2, ..., Y, de que ha de depender y sea lo 
menor posible, mientras que hemos de tomar el número m de magnitudes 
fundamentales lo mayor posible para intentar así aumentar r, lo que 
ocurrirá siempre que dichas magnitudes tomadas como fundamentales in- 
fluyan independientemente en la ley física estudiada. Si para la exis- 
tencia de y nos viésemos obligados a incluir una constante dimensionada 
(def. 12), índice de que hay una ley que liga las magnitudes fundamen- 
tales que interviene en el fenómeno estudiado, al aumentar m nada hu- 
biésemos ganado, pues también aumentaría n. Todo esto será aclarado 
en los ejemplos 10 y 11. 

Por otra parte, en las condiciones del teorema 22, hay una infinidad 
de conjuntos completos de productos nildimensionados y cada uno de ellos 
es admisible en la aplicación del teorema TI. Sin embargo, BUCKINGHAM 
mostró, mediante adecuados ejemplos, que en la práctica algunos conjun- 
tos completos de productos nildimensionados son más útiles que otros para 
formular la ecuación [1 = 9(1l., Ile, ..., ILa-r) de manera eficaz en su 
aplicación. Asimismo, hemos de tener en cuenta la parte final del enun- 
ciado del teorema 22 para poder despejar y. 

Por otra parte, entre las variables originales dadas, hay algunas que 
pueden ser variadas por técnicas experimentales, mientras las restantes 
se mantienen constantes, tal el caso de la velocidad v de un flúido a lo 
largo de un caño, regulada por una válvula. En cambio, otras variables 
dimensionadas dadas (variables sólo por el cambio de unidades en que se 
expresan) no pueden modificarse, tal la aceleración gy de la gravedad. 

BUCKINGHAM observó que se obtiene un control experimental máxi- 
mo sobre las variables nildimensionadas, si cada una de las variables ori- 
ginales que pueden ser reguladas aparecen en sólo un producto nildimen- 
sionado. Así, en el ejemplo anterior, si la velocidad v aparece sólo en un 
producto nildimensionado, entonces la variación de éste puede ser regu- 
lada por la de v. Si para formar productos nildimensionados TI, Iks 
IIs ... Tl.-- a partir de la matriz [Ap. 1-32] seguimos el método ru- 
tinario [Ap. 1-51] del teorema 12, aplicado en el ejemplo 9, las condi- 
ciones anteriores se cumplirán mediante la regla siguiente: 


En la matriz dimensional [Ap. 1-32] de característica r, póngase en 
la última columna la variable dependiente y; en la penúltima columna la 
variable x. que puede regularse mejor experimentalmente, y asi sucesi- 
vamente, hasta dejar en la primera columna la variable x, que sea sus- 
ceptible de menos variación. Ello siempre que las r primeras columnas 
correspondan a un menor principal, pues en el caso excepcional de que 
esto no ocurriese, debe alterarse lo menos posible, pero adecuadamente, la 
ordenación de columnas para que puedan tomarse como principales los 
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r primeros exponentes k, que entran en los productos nildimensionados 
buscados. 


Obsérvese que al formar por la regla anterior el producto JI despe- 
jado de la fórmula [Ap. 1-77], atribuímos 1 al exponente de y y 0 a 
los exponentes adoptados como paramétricos (cfr. teor. 22). 

Siguiendo dicha regla se ha formado la matriz dimensional [Ap. 1-36] 
de variables dimensionadas consideradas en el ejemplo 6. 


En resumen, la elección de las variables dimensionadas x, de que 
se crea depende y es la cuestión delicada a resolver mediante la intuición 
basada en la experiencia físico-técnica que haya podido acumularse en el 
problema planteado, elección relacionada con las magnitudes que se to- 
men como fundamentales (de medida independiente) por la supresión o 
introducción de adecuadas constantes dimensionadas. 

Una vez efectuada dicha elección, se forma la matriz dimensional 
[Ap. 1-32], y respecto de ella se establece el sistema de ecuaciones linea- 
les homogéneas análogo al [Ap. 1-47] respecto de [Ap. 1-48]. Mediante 
la aplicación del teorema 12 se obtiene un sistema fundamental de solu- 
ciones que dará lugar a un conjunto completo de productos nildimensio- 
nados (teorema 17, respecto de los cuales puede establecerse la fórmula 
[Ap. 1-77], es decir [Ap. 1-76], según los teoremas 21 y 22 (ejemplos 
10 y 11). 

Para investigar el comportamiento de un prototipo (máquina o pro- 
ceso físico) mediante un modelo, se obtienen por el teorema II sendas 
ecuaciones [Ap. 1-76] para el prototipo y para el modelo; entonces, si 
“ciertas condiciones de semejanza física” se satisfacen, podemos suponer 
que en ambas coinciden las funciones incógnitas œ dependientes de los 
mismos productos nildimensionados TI, es decir, será 


prototipo modelo 
k , , , n 
Y = 004%... %"9 (Mo...) Mor), == 40... 05" (Va, ..., la») 


de donde se obtiene 
k 
Y = y (xaX) oa (n/a), 


que al no contener ninguna función desconocida, permite hallar la y del 
prototipo mediante la y’ observada en el modelo (cfr. ejemplos 9 y 11). 


EJEMPLO 10. Flujo calórico de un cuerpo sumergido en una corriente 
liquida. — Éste es el llamado problema de BOUSSINESQ, tratado por LORD 
RAYLEIGH, RIABOUCHINSKY y recientemente por J. PALACIOS *. 


Un cuerpo sólido de determinada forma geométrica, de longitud l 
variable, se encuentra en una corriente líquida de velocidad v y man- 
tenido a una diferencia de temperaturas Q respecto de las partículas 
alejadas más frías del líquido. Se busca el flujo calórico q desde el 
cuerpo hacia el líquido, siendo A la conductividad térmica del líquido 
(.=(QT”*/S)/grad0) y e su calor específico por unidad de volumen 
(e=QL”*/A0). Si suponemos (por razones teórico-experimentales ajenas 
al estricto análisis dimensional del problema) que sólo influyen en el 
fenómeno las magnitudes mencionadas referidas a la longitud (L), tiem- 
po (T), calor (Q) y temperatura (9) tomadas como fundamentales, po- 
dremos establecer el siguiente esquema de matriz dimensional [Ap. 1-32], 
sistema de ecuaciones [Ap. 1-47], matriz de productos nildimensionados 
[Ap. 1-62] y sistema completo de productos nildimensionados Tl., Ilz, 
por ser n—6, m=—4, n—rz—2: 


* J. PALACIOS, La dimensión de la temperatura. Asoc. esp. progr, Clenc., XXI Congr. 
Múlaga (1051), 3-25. 
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[Ap. I-78] 
| A e 0 l v q 
L ¡a —3 0 1 1 0 —,—3k.+ ki+k, =0 
Q 1 1 0 0 0O 1l ky +k +k = 0 
9 [1-1 1 0 0 0 —k,—k.+kg =0 
Tai | —1 0 —1 —1 0 1! Il: = q/ 00D 
IIa | —1 1 0 1 1 0, Tla = elv/A 








Obtenemos así la solución de LORD RAYLEIGH 
[Ap. 1-79] q = à0l.g(elv/}) , 
con $ función desconocida. 


Pero RIABOUCHINSKY observa que suponiendo influya también en este 
caso considerar que el calor y la temperatura están relacionados mediante 
la energía, obtendríamos una solución menos determinada mediante el 
esquema 


[Ap. 1-80] 
L |— —3 2 1 A 2 —ky —3 ho +2 kg ++ ko +2k, = 0 
r |— 0 — 0-1 -—3 —k, —2ky  —k,—3kı=0 


M'o 0 ı 0 0. 1 ko + k=0 


TM. |—1 1/3 —1 0 0. 1| TI: = qe1/2/(49) 
I| —1 2⁄3 0 0 1 0 T=e/0/1 


TI. 0 1/3 0 1 0 0 Tlas = e1/8l 


Un sistema completo de productos nildimensionados independientes 
equivalente al hallado es 


[Ap. 1-81] II, =9/(100), To Il. =elb0/» 1 = eP, 
pues el determinante de los exponentes de las II es: 
1 0 —l1 
0 1 1|=3=>+0. 
0 0 3 
Así, se llega a la solución de RIABOUCHINSKY: 
[Ap. 1-82] q = 20l. gı (elv/à, el), 


donde si se supone que la función desconocida «$, no depende efectiva- 
mente de la variable dimensionada el? se recae en la solución de RAYLEIGH 
[Ap. 1-79] 

Para llegar a [Ap. 1-82] podríamos conservar como fundamentales 
L, T, Q, pero considerando en [Ap. I-78] que era [0] = [Q]. 

Sin embargo, PALACIOS contradice a RIABOUCHINSKY alegando que en 
este fenómeno la temperatura no interviene como energía cinética, sino 
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como magnitud de dimensión [0] = [LT], con lo que en lugar de 
[Ap. I-80] debemos considerar: 
[Ap. I 83] 

2 e 0 l v q 








L |—1 —3 2 1 1 2 —,—3h.+2k+k+k+2k, = 
M| 0-2 0-1 —3l —, —2k) —k,—3k, = 
T|1 1 0 0 0 1 k+ k + k= 





I| —2 1 —3 0 0 1 Il. = qe/ (2201), 
JIa) 0 0 —z 0 1 0; Il. = v/0! 
Tlaj —1 1 2 1 0 o Ils = e84l/4 


A los mismos productos nildimensionados [Ap. I-83] se llega si en 
lugar del sistema de magnitudes fundamentales LTM se toma el sistema 
equivalente LTQ con [Q] = [1*77?M], es decir, [M] = [£2?7?0]. 

Un sistema completo de productos nildimensionados independientes 
equivalente al hallado es 


[Ap. 184 — IL IL, =4/000, 11. =>'/0, I I = ew, 


pues el determinante de los exponentes de las ĮI es =2 30. Así, se 
llega a la solución de PALACIOS 


[Ap. 1-85] qa = 1.4: (v*/0, elv/1), 


donde si se supone que la función desconocida «PH» no depende efectiva- 
mente de la variable nildimensienada v*/Q, se recae en la solución de 
RAYLEIGH [Ap. 1-79]. 

Para la aplicación del teorema II es equivalente dar a Q la dimen- 
sión [8] =[L*T"*] deducida de la ecuación de los gases perfectos 


pV =— (m/M)RO, 
(donde p es presión, V volumen, m masa del gas, M su peso molecular 
nildimensionado, R la constante de los gases perfectos) con R nildimen- 
sionado, que considerar a Q fundamental (de medida independiente) y 
hacer intervenir en el fenómeno estudiado la constante R con dimensión 
[R] = [L%T*g”]. 
Así, en lugar de [Ap. 1-83], basta ampliar [Ap. 1-78] con el argu- 
mento dimensionado R, obteniéndose: 


-1 
a 





L E e E o —k,—3ke  +kitkh+2k = 
pa W o e y Ms 
Ql11. 1.0.0.0 0 1) kytk kı = 
A A o hy hs Ed ha E 
Mii 0-11 00.0 1) Th = g/08) 

e 2 2 l a 0 1 0 





Ila == PAPER 
Il. elv/d 


o ooo 
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Puede adoptarse como sistema completo de productos nildimensiona- 
dos independientes el 


[Ap. I-87] — TI = 9/(0), Ta”? N? = v/ (0R), Il: = elv/a, 


que coincide con el [Ap. 1-84] para [0] = [£*T"*] por resultar entonces 
R nildimensionado y poder considerar ésta implícitamente incluída en la 
función incógnita df. de la ecuación [Ap. 1-85] que liga los tres pro- 
ductos, 

Podría parecer que, obtenido el resultado 


[Ap. 1-88] q = 0l.: (4°/ (0R), elv/}), 


se puede pasar directamente a la solución [Ap. I-79] de RAYLEIGH, su- 
poniendo que $2 no dependa de las variables nildimensionadas donde fi- 
gure R. 

Aunque éste explique [Ap. I-79] como caso particular de [Ap. I-88] 
cuando se supone que R no influye en el fenómeno estudiado, en general 
no se puede, por regla sistemática, suprimir en la función incógnita los 
productos nildimensionados donde figure R como aconseja PALACIOS, por- 
que se pueden encontrar ternas de productos nildimensionados indepen- 
dientes a partir de [Ap. 1-86] donde R figure no ya en un producto, 
sino en dos o en los tres. 

Por ejemplo, son sistemas completos de productos nildimensionados 
independientes equivalentes al [Ap. I-86], bien el 

J M: MA M? = q9/081R), Ta? Il? = v?/(0R), 
bien el 


J) IU Me = q0/(491R), Tia? IIS = v/(0R), 
A a, Mea one a 


pues los respectivos determinantes de los exponentes de los II] son: 


A 1 —1 2] 
0 —1 2 |=- 10, 0 1 2 =-—1=>0, 
0 o 1| o —1 3| 


En el caso [Ap. 1-89], si suprimimos los productos nildimensionados 
donde figure R, tendríamos como solución del problema de BOUSSINESQ la 
errónea elv/1= C**; y en el caso [Ap. 1-90], no tendríamos solución, 

Las soluciones [Ap. 1-82] de RIABOUCHINSKY y [Ap. 1-88] de PALA- 
CIOS corresponden a hacer menos determinada la [Ap. 1-79] de LorD 
RAYLEIGH en dos sentidos distintos. Pueden englobarse todas ellas mediante 
una mayor indeterminación, si en [Ap. 1-80] suponemos, además de la 
intervención de PR, que ésta, al tomar [0] = [Q1 = [2?7"*M], tendrá la 
dimensión [R] = [M]: 

[Ap. I-91] 
2 e 9 l w R q 


L 1—3 2 1 1 0 2'—k,—3k,+2kg +ki+ks +2kı=0 








T | o—2 o—ı 0—3 —k, —2ky  —k —3h =0 
M0 0 1 0 0-1 1| le O E 
I —1 1⁄3 —1 0 0 0 i Il. = qe1/2/(29) 

Ia —2 4⁄3 1 0 0 1 0| TL = es/3QR/12 

Tls—1 2/3 0 0 1 0 0| Il. =.e2/%/1 

no 01/38 0 1 0 0 0) Il.= ev 
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Un sistema completo de productos nildimensionados independientes 
equivalente al hallado es 


Il: IL = q/ (400), 7 Il? = v*/(0R), 


Ap. I-92 

[Ap. 1-92] Il: Il. = elv/» IL = er, 

pues el determinante de los exponentes de los ĮI es =— 3 #0. Así 
resulta 

[Ap. 1-93] q = Ql. p (v"/ (OR), elv/à, el), 


donde si la función incógnita pa no depende de la variable nildimensio- 
nada v”/(QR) se obtiene la solución [Ap. 1-82] de RIABOUCHINSKY, si 
ə no depende de el se obtiene la solución [Ap. 1-88] de PALACIOS, y 
si no depende ni de una ni de otra de esas dos variables nidilmensiona- 
das, se obtiene la solución [Ap. 1-79] de LorD RAYLEIGH. 


En lenguaje geométrico vectorial podemos decir que la solución 
[Ap. 1-79] de LorD RAYLEIGH corresponde a un cierto “plano vectorial” 
en el espacio de los “vectores productos nildimensionados”, el que está 
contenido en el espacio vectorial de tres dimensiones correspondiente a 
la solución [Ap. 1-82] de RIABOUCHINSKY, y también el “plano” de RAY- 
LEIGH está contenido en otro espacio vectorial de tres dimensiones corres- 
pondiente a la solución [Ap. 1-88] de PALACIOS, espacio distinto al de 
RIABOUCHINSKY, aunque ambos estén contenidos en el espacio vectorial de 
cuatro dimensiones correspondientes a la solución más general [Ap. 1-93]. 


Obsérvese que haber supuesto en [Ap. 1-91] que fuese la dimensión 
[9] = [L£*T""M], no contradice dimensionalmente la solución de PALACIOS 
en la forma [Ap. 1-86], sino que sólo la particulariza dejando más in- 
determinado el problema. En efecto, tomar en [Ap. 1-86] a Q como mag- 
nitud fundamental de cambio de unidad de medida independiente, quiere 
decir que al aplicar a las demás magnitudes fundamentales LTM (o al 
sistema equivalente LTQ) transformaciones homotéticas independientes 
[Ap. 1-30], se puede transformar también la medida de Q en forma 
arbitraria y por tanto, como caso particular, se la puede transformar se- 
gún la ley [L*M"T"] con a, b, c arbitrarios, con tal que R de dimensión 
[R] = [L T"9>] se transforme según la ley [L**M"*T-"*], y en forma 
análoga las demás variables dimensionadas de [Ap. 1-86] que dependan 
de Q. A cada sistema (a,b,c) corresponderá un hiperespacio vectorial 
que contiene el mismo espacio vectorial primitivo correspondiente a 
[Ap. 1-88] con 60 de cambio de medida independiente. Si en lugar de 
a=2, b=1, c= — 2, como se ha hecho en [Ap. 1-91], se toma otra 
terna arbitraria, obtendremos otro espacio vectorial de cuatro dimensio- 
nes que contiene también el espacio tridimensional correspondiente a 
[Ap. 1-86]. Desde el exclusivo punto de vista del análisis dimensional 
del problema actual, particularizar en una u otra forma la dimensión de 
la temperatura Q en [Ap. 1-86], no lleva a contradición lógica, sino a 
obtener menos información en la solución del problema. 


Aun queda en este problema de BOUSSINESQ por justificar física- 
mente el haber despreciado la densidad, la viscosidad, la comprensibilidad 
y otras características del líquido o del cuerpo sumergido en él, que ha- 
rían la solución dimensional del problema más indeterminada. 

Si por el contrario, aun suponiendo que nos referimos siempre al 
mismo cuerpo, creyésemos no habría que tomar en cuenta su longitud 1, 
y suprimiésemos de la matriz [Ap. 1-78] esta variable dimensionada, 
dando 
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[Ap. I-94] 
A e 8 v q 
L ¡—1 —3 0 1 0 —k, —8 ko + Ko =0 
T |—l 0 0 —1 —1 —k y, —k.—k, =0 
Q 1 0. 0 1 k+ ko +ki=0 
98 [1 —1 1 0 0 —k,— ko+kg =0 


TI |—2 1 —1 1 11 II = qev/ (220), 
obtendríamos la solución más determinada 
[Ap. 1-95] qev/ (10) = C* arbitraria. 


Obsérvese que si en [Ap. 1-78] se sustituye II. por Il. Il»= 
= qev/ (19), la solución [Ap. 1-79] de LorD RAYLEIGH (“plano vecto- 
rial”) puede ponerse en la forma 


[Ap. 1-96] qev/ (19) = a(elo/t), 


de la que es caso particular [Ap. 1-95] (“recta vectorial”) para = Ct" 
arbitraria en [Ap. 1-96] 


Sin embargo, [Ap. 1-95] es distinta de [Ap. 1-96], aun suponiendo 
en ésta que l es constante por referirse a un mismo cuerpo, proporcio- 
nando cada una de ellas conclusiones físicas diferentes. 


En definitiva, si en un problema dimensional se incluyen variables 
dimensionadas que no influyen realmente en la cuestión, no se cae en 
error, sino que la solución dimensional queda innecesariamente menos de- 
terminada. El peligro de error está en omitir argumentos (medidas va- 
riables y constantes dimensionadas) que tengan significación en el fenó- 
meno estudiado, pero si somos exageradamente prudentes (por ejemplo, 
aplicamos el teorema 6), entonces el teorema II da información nula, 
pues queda una función indeterminada con el mismo número de variables 
iniciales, 


EJEMPLO 11. Presión producida por un gas perfecto. — La teoría 
cinética de los gases postula que la presión ejercida por un gas sobre 
las paredes del recipiente es debida al choque de las moléculas sobre ellas 
y por tanto la presión p dependerá de la masa up de cada molécula, de 
la media cuadrática y de su velocidad y del número n de moléculas por 
unidad de volumen. El esquema dimensional de aplicación del teorema TI 
será aquí: 


u n v» p 


L|0 3 1 a| —3k+k,— k =0 
[Ap. 1-97] T 0 0 —1 —2 — k, —2 k, = 0 
M 1 0 = 0 


0 1) ky + kp 
II |{—1 —1i —2 111 = p/(un») 
Igualando II a una constante ignota 1/ (2a) resulta 
[Ap. I-98] p = (n/a). bp. 


La teoría exacta enseña que a es constante cuando no varia el gas, 
pues vale a = 3/2 para los monoatómicos, a = 5/2 para los diatómicos y 
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a= 3 para los poliatómicos. Es decir, la constante incógnita que propor- 
ciona el teorema [J] ni es la misma para todos los gases, ni varía con 
cada gas, sino sólo con familias de ellos. 

Si m es la masa del gas que ocupa el volumen V, su densidad q será 


[Ap. I-99] o = m/V = ny. 
Por otra parte es 
[Ap. I-100] M = Nu, 


donde M es el peso molecular nildimensionado del gas (razón de la masa 
u de la molécula del gas a la masa po de la 32-ava parte de la molécula 
O: de oxígeno) y N es el número de AVOGADRO de dimensión [N] = [M”], 
que representa el número constante N = 6,06 .10% de moléculas que hay 
en un mol de cualquier gas perfecto, siendo el mol (molécula-gramo) la 
masa que tiene tantos gramos de substancia como expresa su peso molecular 
M. En el sistema MKS se usará el k-mol — 10* mol (kilomol = kilogramo- 
molécula). 
Aplicando [Ap. 1-99] y [Ap. 1-100] a [Ap. 1-98] queda 
[Ap. 1-101] pV —= (m/M) (N/a) .2u” — (m/M).R0, 


supuesta la temperatura absoluta f proporcional a la energía cinética 
media molecular; entonces resulta que R es una constante universal de 
los gases perfectos que en los respectivos sistemas MKS y CGS vale: 


R = 8313,6 J/(k-mol “K) = 8,3136 .10" erg/(mol °K), 
donde un joule es J = 10" erg y “K representa el grado KELVIN. 


Si en [Ap. 1-101] se expresa p en atmósfera normal (1 aty= 
= 1,013 25.10 dyn/cm*), V en litros (1), m/M en mol y Q en “K, re- 
sulta (8,3136 .273/101,325 — 22,4): R= 22,4/273 1 atw/(mol “K), de don- 
de un mol de cualquier gas perfecto ocupa a 2730K=00C y una aty de 
presión el volumen de 22,4 1. 

Recíprocamente, si se ha introducido el concepto de temperatura ab- 
soluta Q como factor integrante que define la entropía como diferencial 
exacta para traducir matemáticamente la propiedad transitiva y el equi- 
librio térmico de las diversas partes homogéneas de un sistema adiabáti- 
camente aislado del exterior a partir del segundo principio termodinámico 
en la forma de CARATHEODORY (“en cualquier entorno de todo estado de 
un sistema aislado adiabáticamente, existen siempre estados próximos no 
alcanzables desde él”) y el equilibrio térmico se logra en los gases per- 
fectos mediante p.V, = P-V: tomada como temperatura empírica en pará- 
metro de estado, se llega así a establecer naturalmente la ecuación de 
los gases perfectos 


[Ap. 1-102] pV = (m/M) FRQ. 


Entonces, si se tiene en cuenta [Ap. 1-99], [Ap. 1-100] y [Ap. 1-102] 
en [Ap. 1-98], resulta 


[Ap. 1-103] ¿ur = apin = a(m/M}) (R/V)0. (M/N) (V/m) = 
= a(R/N)O = ako, 

donde figura la constante universal de BOLTZMANN 

[Ap. 1-104] k = R/N = 1,372.10? J/(0K), 

de dimensión [k] = [1*T*M0g"]. 


Así pues, por [Ap. 1-103] la energía cinética media de una molécula 
es proporcional a la temperatura absoluta. Si entonces tomamos la cons- 
tante de BOLTZMANN como nildimensionada, querrá decir que asimilamos 
la temperatura absoluta a una energía cinética de dimensión [0] = 
= [LTM]. 


Si dircetamente hubiéramos supuesto que la temperatura () representa 
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una energía cinética, podíamos tomarla sustituyendo a y en el análisis 
dimensional del problema y en lugar de [Ap. 1-97], hubiéramos consi- 
derado: 





L|0-3 2 -—1 —3 ka +2ky—= ko =0 
[Ap. 1-105] T|o 0-2 —2 —2 ky —2 kp = 0 
Mi 0 1i Į k, + k+ kp=0 


I| 0 —1i —1 1| 1] = p/(n0) 


Igualando II a una constante incógnita C, resulta 
[Ap. 1-106] p = Cn. 


Si en [Ap. I-106] se tiene en cuenta [Ap. I-102], [Ap. I-99] y 
[Ap. I-100] resulta ser C= R/N =k, es decir, ahora la constante in- 
cógnita que proporciona el teorema Il, no varía con el gas, sino que es 
la misma para todos ellos. 

Si en lugar de la temperatura cinética, quisiéramos hacer intervenir 
en el problema como magnitud fundamental la temperatura absoluta que 
conduce a la ecuación [Ap. 1-102] de los gases perfectos, deberíamos ha- 
cer intervenir la constante R de los gases perfectos, y entonces nuestro 
esquema dimensional, en lugar del [Ap. 1-105], sería el siguiente: 


[Ap. 1-107] 
| 
| p n R 8 P| 


L a — 3 kn + 2 kr — k=0 
q AE E =D kn —2 kp =0 
M| 1 0. 0. 0. 1 Uk, + k)=0 
0 0 0 — 1 0 Sket ky = 0 


l——— 


l 


Mi —1 —1 —1 1 1] = p/(uaRo) 


Igualando II a una constante incógnita b, resulta 
[Ap. 1-108] p = bunRg = db(m/V)RO, 


si se tiene en cuenta [Ap. 1-99]. Por tanto, según [Ap. 1-102] es 
b=1/M, donde M es el peso molecular del gas que en particular se con- 
sidere. Ahora la constante incógnita que proporciona el teorema J] varía 
para cada gas. 


De ahí que en la teoría de los modelos que se aplica en la Mecánica 
de flúidos cabe siempre la sospecha que al cambiar éstos en los ensayos 
pueda ocurrir algo análogo. 

Así pues, a pesar de su valor heurístico, hemos de desconfiar siem- 
pre de las conclusiones puramente teóricas que se deban exclusivamente 
al análisis dimensional de un problema, 
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k) Bibliografía. — Hemos basado este Apéndice I sobre homogenei- 
dad dimensional en la memoria: 

P. PI CALLEJA: Las ecuaciones funcionales de la teoria de magnitudes 
(29 T de Matemáticas, Villavicencio, Mendoza; Ed. Coni, Bs. 
As., 1954). 

Sobre fundamentos de la medida de magnitudes está la clásica y lú- 
cida exposición de 

C. RUNGE: Maas und Messen (Enzyklopädie der Mathematischen 
Wissenschaften, V, 1, págs. 3-24, Leipzig, 1903), con traducción francesa 
muy ampliada de E. GUILLAUME: La mesure (Encyclopédie des Sc. ma- 
thématiques; V, 1, págs. 1-64; Gauthier-Villars, París, 1916). 

Sobre el mismo tema trata: 

G. GIORGI: Sistemi e unità di misura, (Enciclopedia delle Matemati- 
che elementari, III-1, págs. 1-37, Milán, 1947). 

Un extenso repertorio alfabético de las unidades empleadas en las 
más diversas ramas de la actividad humana, desde las más antiguas hasta 
las actuales, aunque en éstas no se siguen desafortunadamente las reco- 
mendaciones que sobre simbolismo fueron aprobadas en Amsterdam (julio 
de 1948) por la Comisión de Símbolos, Unidades y Nomenclatura, es: 

M. RODRÍGUEZ ARAGÓN: Unidades. Diccionario técnico de pesas, me- 
didas y monedas, (Instituto Geográfico y Catastral, Madrid, 1949). 

Entre los numerosos trabajos de los esposos DESTOUCHES-FÉVRIER so- 
bre formalización lógica de las operaciones inherentes a todo procedi- 
miento de medición, citamos el libro que contiene abundante bibliografía: 

P. DESTOUCHES-FÉVRIER: La structure des théories physiques, (Pres- 
ses Universitaires de France, París, 1951). 

El significado de las escalas de medición (enumerativas, ordinales, 
con igualdad de diferencias, lineales con cero) se discute en: 

NORMAN CAMPBELL: Measurement and calculation, (Londres, 1928). 

Una obra fundamental que ha marcado escuela en la aplicación del 
análisis dimensional es: 

P. W. BRIDGMAN: Dimensional analysis, (Univ. Yale, 1937); con tra- 
ducción castellana: Análisis dimensional (Univ. Tucumán, 1939). 

En este orden de ideas es muy notable el capítulo dedicado a la teo- 
ría de la semejanza, conteniendo una luminosa crítica de los fundamen- 
tos del análisis dimensional y un nuevo método llamado “análisis inspec- 
cional” consistente en el estudio de los invariantes relativos a las trans- 
formaciones de un grupo respecto de las ecuaciones que gobiernan un 
fenómeno determinado, del libro de 

G. BIRKHOFF: Hydrodynamics. A study in logic, fact and similitude, 
(Univ. Princeton, 1950; reimpr., Dover, Nueva York, 1955). 

Una clara exposición para la aplicación del tema a la ingeniería es: 

H. L. LANGHAAR: Dimensional analysis and theory of models, (Wiley, 
Nueva York, 1951). 

Sin entrar en discusiones sobre los fundamentos, están las breves 
exposiciones de 

A. W. PORTER: The method of dimensions (Methuen,Londres; 3% ed., 
1946). 

A. MARTINOT-LAGARDE: Analyse dimensionnelle. Applications à la mé- 
canique des fluides (Lille, 1946). 

Una original teoría basada sobre las componentes contravariantes u 
ortogonales del tensor que geométricamente representa un ente físico para 
así determinar sus dimensiones, contiene la obra de J. A. SCHOUTEN (ci- 
tada en Cap. XVII, nota V, 5). 

Una discusión crítica y filosófica contiene: 

J. WALLOT: Grössengleichungen, Einheiten und Dimensionen, (J. A. 
Barth, Leipzig, 1953). 

La teoría clásica de las magnitudes absolutas continuas está conte- 
nida en: 

II. GRASSMANN: Lehrbuch der Arithmetik, (Berlín, 1861); 
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O. STOLZ: Vorlesungen über allgemeine Arithmetik, (Lepzig, 1885) ; 
divulgada en la obra de ENRIQUES (citada en Cap. I, nota IV, 18), vol. 
I, 1: Numeri e grandezze, y con fundamentación axiomática ingeniosa- 
mente simplificada en el tratado de BOURBAKI (citado en Cap. I, nota 
IV, 9), 12 parte, lib. III, Cap. V, $ 2: Mesure des grandeurs. 

Precedida de una exposición de teorías algebraicas modernas a apli- 
car a la fundamentación del concepto de magnitud, con interesantes re- 
sultados matemáticos originales, un detallado estudio de las ecuaciones 
funcionales clásicas de la teoría y de las funciones homogéneas genera- 
lizadas, es la extensa memoria: 

R. SAN JUAN: Teoria de las magnitudes físicas y sus fundamentos 
algebraicos, (Rev. Acad. Madrid, 39 (1945) p. 11-40, 137-184, 423-461; 
40 (1946) p. 161-194, 299-336, 495-552; también edit. por: Bermejo, Ma- 
drid, 1946). 

i Después de la clásica memoria sobre la ecuación funcional de CAUCHY 
ebida a 

G. HAMEL: Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lösungen der 
Funktionalgleichung f(x + d)=f(x)+ f(d), (Math. Annalen, 60 (1905) 
p. 459-462), 
el estudio más profundo de la misma es el de 

A. OSTROWSKI: Uber die Funktionalgleichung der Exponentialfunk- 
tion und verwandte Funktionalgleichungen, (Jahresber. Deutsch. Math. 
Verein., 38 (1929) p. 54-62), 

Con principios filosóficos muy discutibles, pero con un claro trata- 
miento de los productos nildimensionados o variables de VAscHY, está la 
obra de 

R. ESNAULT-PELTERIE: L'analyse dimensionnelle; complementada en 
Analyse dimensionnelle et Metrologie (Rouge, Lausana, 1948-1950, con 
traducciones inglesas del mismo editor). 

Una exposición que desarrolla con mucha claridad la teoría vectorial 
de las magnitudes físicas es: 

. W. S. HILL: Teoria general de las magnitudes fisicas, (Univ. Lito- 
ral, Publ. n? 21; Rosario, 1941). 

Los textos de Mecánica o Física-matemática suelen dedicar unas pá- 
ginas al análisis dimensional. Clara exposición (sin demostraciones pero 
con ejemplos) de la mejor manera de aplicar el teorema ĮI y de su in- 
terpretación en la teoría de los modelos, contiene el volumen primero de 
la obra de 

R. E. DOHERTY y E. G. KELLER: Mathematics of modern engineering, 
(2 vols., Wiley, Nueva York, 1936, 1942). 

Dedican también especial atención al tema: 

M. PLANCK: Introduction to theoretical physics. I. General mecha- 
nics, art. 28, (Macmillan, Londres, 1932); 

J, PALACIOS: Mecánica física, (Madrid, 1943); 
de quien recientemente se ha publicado la notable obra, ya traducida a 
otros idiomas: 

J. PALACIOS: Análisis dimensional (Espasa-Calpe, Madrid, 1956). 


APENDICE 1 


ECUACIONES INTEGRALES 


1. Definiciones y clasificación. — Como problema correlativo del sis- 
tema de m ecuaciones lineales con n incógnitas de coeficientes kra hemos 
obtenido (Cap. XXVII, nota III, a) la ecuación integral lineal de coefi- 
ciente o núcleo k(r,s) llamada de primera especie: 


[Ap. 11-1] Sk(r,s)x(s)ds = h(r) , 


sobre la cual no hay todavía una teoría general, pero sí estudios muy im- 
portantes sobre tipos especiales (transformaciones de LAPLACE, FOURIER, 
HILBERT, problemas de momentos, etc.). 


Está, en cambio, muy eleborada por FREDHOLM, VOLTERRA y HILBERT 
la teoría de las ecuaciones integrales lineales de segunda especie, correla- 
tivas de los sistemas lineales de ecuaciones con un parámetro, también 
vistos anteriormente en álgebra tensorial ($ 63-5), su aplicación a geo- 
metría analítica ($ 63-8), en mecánica matricial, en ecuaciones diferen- 
ciales del tipo de STURM-LIOUVILLE (Cap. XXVII, nota III, d; Cap. XXVIII, 
nota VI), etc. Estas ecuaciones integrales son del tipo: 


[Ap. 11-2] x(r) — ST (r, 5)x (9) de | e a E 

Si el intervalo de integración es fijo a < s < b, la ecuación se llama 
de “tipo FREDHOLM”; el núcleo k(r,s) puede ser cualquier función inte- 
grable en un rectángulo a <8s <b, c<r<d, que podemos suponer, por 
sencillo cambio en las variables r, s, reducido al cuadrado 0 < 8 <S 1, 
0<r<1. A veces (por ejemplo en el teorema de FREDHOLM), exigiremos 
que k(r,s.) sea continua; en otras ocasiones bastarán condiciones menos 
restrictivas. 


La ecuación se Ilama del “tipo VOLTERRA” cuando el intervalo de inte- 
gración es (0,7), siendo la integral función de r, por la doble razón de 
figurar como extremo y como parámetro del integrando. Es claro que el 
extremo superior puede ser una función q =0e(7r), pero, adoptada o como 
variable, se reduce al tipo antes definido de intervalo (0,0). El núcleo debe 
estar definido en el triángulo r > s, tal que pueda ser aproximado en él 
por polinomios. 


Estudiaremos primeramente Ias ecuaciones de FREDHOLM, que com- 
prenden a las de VOLTERRA como caso particular, cuando el núcleo se anula 
en el triángulo s > r; luego trataremos las ecuaciones de núcleo simétrico 
k(r,s) =k(s,7), más ricas en propiedades. Como a pesar de su asime- 
tría, las de VOLTERRA son de más fácil resolución, por eso las tratamos 
antes; a ellas conducen los problemas de tipo CAucHY en las ecuaciones 
diferenciales. De las ecuaciones integrales llamadas singulares (núcleo no 
acotado), algo diremos al final (Ap. 11-5, f). 


2. Ecuaciones integrales lineales de segunda especie. — a) Ecuaciones 
integrales de núcleo disociado. — Éstas tienen especial interés, como puente 
de enlace con los sistemas de ecuaciones algebraicas, y por servir de apro- 
ximación al caso general. 
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19 Si el núcleo tiene separadas sus variables, es decir 
[Ap. 11-3] k(r,s) = al(r)B(s) , 
la ecuación integral [Ap. 11-2] se reduce a ésta: 
[Ap. 11-4] x(r) — 1Xa(r) = h(r) , [llamando SPB (s)x(s) ds = X]. 


Multiplicando por f(r) e integrando en (0; 1), la ecuación integral se 
transforma en: 


[Ap. 11-5] X —AkuX hi , (ku =S0(r)B(r)dr; h, = Sh(r)B(r)dr); 


despejando el valor de X, si es 2k.. 341, la ecuación [Ap. 11-4] determina 
x(r) como única solución posible; y ésta lo es en efecto, como se ve, sus- 
tituyendo en [Ap. 11-4] el valor de X despejado de [Ap. 11-5], obteniéndose 
una x(r) que verifica [Ap. 11-2] para el núcleo [Ap. 11-3]. 

Supongamos ahora la ecuación homogénea, es decir, h(r) =0; en- 
tonces, la ecuación [Ap. I1-5] es X(1—-2k1) = 0; luego, la condición ne- 
cesaria y suficiente para que haya solución no nula, es à = 1/1 (auto- 
valor), y la autofunción correspondiente es a(r) por cualquier constante. 

Pero, si a y B son ortogonales, es decir, ku = 0, resulta X = 0, y no 
hay solución, ni autovalores. 


22 Pasemos al tipo más general de núcleo disociado (también llamado 
degenerado), definiendo como tal al de la forma: 
[Ap. 11-6] k(r,s) = or.(r)Br(s) + ... + ontr)Br(8) 

ta ecuación integral [Ap. 11-2] se puede entonces escribir aet- 
[Ap. 1-7? x(r) — 43/Xg0,(r) =h(r) , (X; = SB,(s)x(s)ds) , 
y multiplicando, como antes, por B,(r) e integrando en (0;1): 
; 7 kij = OL; (r) Bi(r) dr 
[Ap. 11-8] X, — ASA = , f ioe de (A i 

He aquí para j =1, 2 ..., n un sistema de ecuaciones lineales con las 
n incógnitas X;, Xz, ..., X,, que deben satisfacerse por las n componentes 
[Ap. 11-7] de toda solución x(s) respecto de las f,. Recíprocamente, si este 


sistema [Ap. 11-8] tiene solución para un 1 que no anule el determinante 
del sistema ($ 15-4), la función: 

[Ap. 11-9] x(r) = h(r) + X: Xia (r) 

satisface a la ecuación integral, como se comprueba inmediatamente, sus- 
tituyendo en ella, 

En el caso homogéneo, donde h(r)=0, el sistema homogéneo 
[Ap. 11-8] tiene solución solamente si 2 es autovalor, es decir, si anula al 
determinante del sistema ($ 15-6, b), y cabe que no haya tales autovalores 
si la matriz Jk,,p no es simétrica. 

EJEMPLOS: 1. k(r,s)= sen(r + s)= sen r cos $ + cos rsen g. 

En el intervalo (0, 2x1) las constantes antes definidas son: 


kı = Ífsenr.cosrdr=0 , kz= fceosr.cogrdr=x , 
ka = fsen r . sen r dr =x , ka = S$feosr , sen r dr = 0 


y el sistema [Ap. 11-8] para el caso homogéneo, es: 


$ X: — aXe =0 1 —Mi B 
l—1X, + X. = 0> —À n 1 = 0 , à = +1/7 


Las correspondientes soluciones son X= +X,, y las soluciones de la 
ecuación integral homogénea 


2r 
x(r) = » | sen (r + s)x (8) ds 





v 


son (salvo un factor constante) : 
x(r) = sen r + cos r 
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La misma ecuación en (0, 3x) tiene como autovalores à = 4/ (2 + x) y 
como autofunciones sen r £ cos r. 


2. Integremos en (0;1) la ecuación: 
x(r) — 1S(2r8 — es) x(s)ds = 1/7 
Poniendo œ (r) = 2r, B.(s) =s, œ(r) = 1, B:(s) = —s?, la ecuación 
da el sistema: 
2 — 34648 _ 
| (6 —41)X— 31X93=6 , f X, = 36 — 12 $3 ” 
—18— 6h 
36 — 12 +24? 
y la solución de la ecuación, para cada ? que no sea autovalor, es: 
x(r) = (1/7) + 27X, + àX: 
Como el trinomio denominador es cuadrado perfecto, el único autova- 
lor es la raíz doble 1 = 6; el sistema homogéneo se reduce a X, + X. = 0, y 
las soluciones de la ecuación homogénea son x(r) = e(2r— 1). La no ho- 


mogénea para 1 = 6 es imposible, pues entonces los primeros miembros son 
opuestos y no los segundos. 


| ax + (64 w= ; | X. = 


3. Integremos en (0;1) la ecuación 
x(r) — 2S$k(r,s)x(s)ds =h(r) , k(r,s) = 601 + 12rs + 6s 
Aplicando el método, se obtiene el sistema lineal: 


(1 — 201) X, — 6hX — 6).Xs —= Sh(s)ds , 
—15X + (1 — 44) X. — 31X3 = $8 . h(s)ds , 
—121X, — 34Xs + (1 — 22)Xs = Ss? . h(s)ds 

Para ì = —1 la solución es: 


x(r) = h(r) + (20 — 6r — 5) Sh(s)ds — 
— (6r — 3) fs . h(s)ds — (40 —18r— 5) $8 . h(s)ds 


Los autovalores son los ceros de 22* — 43) —261+1=0 (tres raíces 
reales). 


4, Suponiendo ortogonales cada as con cada (3, de distinto índice, los 
autovalores son los recíprocos de los productos escalares a; . B; y las auto- 
funciones son las a; (r). 


5. No tiene autovalores reales en (0,21) el núcleo: 
k(r,s) = cos r , sen s + cos 2r .sen 28 +... + cos nr , sen ns 


b) Teorema de la alternativa de FREDHOLM. — b,) La analogía entre 
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales y una ecuación integral 
lineal no es completa, por no haberse logrado el paso al límite continuo 
de los determinantes de orden n para definir el determinante de un nú- 
cleo k(r,s). Enunciando los resultados conocidos sobre ecuaciones lineales 
($ 15-5), sin usar determinantes, como hemos hecho vectorialmente en 
Apéndice I, teoremas 12, 13 y 14, tenemos la puerta abierta para pasar a 
las ecuaciones integrales lineales de segunda especie. 

Análogamente a lo realizado en Cap. XXVII, nota III, b, recordemos 
la esencia de la teoría expuesta en las citas anteriores, pero en forma ade- 
cuada para su trasplante a las ecuaciones integrales. Vimos allí que sólo 
caben dos casos en un sistema cuadrado (m =n): 


Skrt, = h, , ökuz = 0 , 
o bien, con parámetro 


Xr — Aeka g, = he p, #r — AX E 
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19 En el caso regular (caracterizado en $ 15-4 por ser el determi- 
nante del sistema A + 0), el sistema homogéneo no tiene solución distinta 
de (0, 0, ..., 0), y se llama imposible o incompatible ($ 15-6); pero el 
no homogéneo es determinado (regla de CRAMER, $ 15-4), cualesquiera que 
sean los segundos miembros, Recíprocamente, si éste es determinado, aquél 
es imposible. Prescindiendo de los determinantes tenemos, pues, una rela- 
ción muy sencilla entre el sistema no homogéneo y su correspondiente ho- 
mogéneo, como ya se ha visto en Cap. XXVII, nota III, b. 


20 Para expresar sin determinantes la relación (menos simple) en el 
caso A = 0, observaremos que mientras la existencia de soluciones del sis- 
tema homogéneo significa dependencia lineal de las columnas de la matriz, 
la análoga dependencia coexistente (§ 14-3. a) entre filas viene expresada 
por la existencia de soluciones del sistema “traspuesto” ($ 61-4, a) cuya 
matriz 4k,,+ se deduce de la {Jkr}, sustituyendo. cada elemento por su 
simétrico respecto de la diagonal principal. Si el sistema homogéneo dado 
tiene q soluciones X,, X2, ..., Xy, es decir, si hay q incógnitas no princi- 
pales que pueden tomar valores arbitrarios (característica n— q, $ 15-5, 
b y Ap. I, teor. 12), también hay q filas no principales, combinaciones 
lineales de las n— q principales ($ 14-3, a), luego el sistema traspuesto 
tiene q soluciones Y, Y2z, ..., Yy. 

Condición necesaria y suficiente para que el sistema no homogéneo 
admita soluciones, es que los términos h, estén ligados por las mismas 
relaciones lineales que las filas de 4k,.) (pues eso expresa la anulación de 
los determinantes orlados, $ 15-5, a y $ 14-2, b); es decir, para cada 
solución Y (yx, Yz, ..., Yn), debe ser hıyı + ... + AnYn = 0, O brevemente, 
respecto de H(h,, h., ..., h,) debe ser HY = 0, y, en general, es necesario 
y suficiente que sea HY,=0 (+—=1, 2, ..., 9), (cfr. Ap. 1, teor. 14). 

La esencia del teorema de RoucHÉ-FROBENIUS queda, pues, resumida 
así: 

En los sistemas algebraicos lineales sólo caben dos casos, que se ex- 
cluyen y se completan: 


19: Caso regular. — Si el sistema homogéneo es imposible, el no homo- 
géneo con segundos miembros arbitrarios es determinado. 

29: Caso singular. — Si el sistema homogéneo tiene q soluciones X, 
Xa, ..., Xu, también el sistema traspuesto tiene q soluciones Ya, Yz, ..., Yq; 


condición necesaria y suficiente de compatibilidad del sistema no homogé- 
neo es que el vector H del segundo miembro sea ortogonal a cada Y;; 
cumplida esta condición es q veces indeterminado, pues su solución queda” 
determinada a menos de una solución del sistema homogéneo correspon- 
diente (Ap. I, teor. 14). 


b.) Enunciado el resultado esencial de la teoría de ecuaciones algebrai- 
cas lineales sin usar determinantes, el nudo de la teoría de FREDHOLM es 
su teorema alternativo, perfectamente correlativo del teorema de RoucHÉ- 
FROBENIUS, 

Las ecuaciones de segunda especie, con y sin segundo miembro: 


[Ap. 11-107 x(r)—12S$k(r,s)x(s)ds = h(r) , x(r)—12Sk(r,s)x(8)ds = 0, 
pueden presentar estos dos únicos casos, que se completan y se excluyen: 


19%: Caso regular, — Fijado el número à, si la ecuación homogénea es 
imposible (sin solución no idénticamente nula) la ecuación general es de- 
terminada (es decir, para cada función continua prefijada h(r) existe 
solución única x(s). 


292: Caso singular. — Si la ecuación homogénea tiene q soluciones li- 
nealmente independientes x,(8), ..., Xxa(8), también la ecuación homogénea 
traspuesta de núcleo k(s, r) tiene q soluciones y1(8), y=(8), ... Yals); Y 
las condiciones necesarias y suficientes para que la ecuación general tenga 
solución son: 


[Ap. 11-11] h. y: = Shís)yi(s)ds =0 , (i=1,2,...,q) . 
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La solución de la ecuación no homogénea [primera de las Ap. II-10] 
está sólo determinada a menos de una combinación lineal aditiva cx. + 
+ c¿X,, solución general de la homogénea (segunda de las [Ap. 
11-107); toda solución de la ecuación no homogénea es linealmente inde- 
pendiente de las x; que formen un sistema fundamental de la ecuación 
homogénea, quedando univocamente determinada la solución x(s) de la 
ecuación no homogénea, por las condiciones: 


[Ap. 11-12] x.x = $fx(s)xi(s)d8=0 , (¿=1,...,q) , 


por lo que sólo hay una solución x(s) ortogonal simultáneamente a todas 
las x, antedichas. 

En efecto, si el núcleo es del tipo k(r,s) = Sas(r)B.(s) (núcleo diso- 
ciado), ya hemos visto (a) cómo la ecuación integral no homogénea se 
reduce al sistema lineal [Ap. 11-838], y la ecuación integral homogénea se 
reduce al sistema lineal homogéneo X; — A3 ski, X, =0, correspondiente del 
[Ap. 1I-8]. Siendo, pues, cuestiones equivalentes tener o no solución la 
ecuación integral y el sistema, y lo mismo en el caso homogéneo (h(»r) = 
= 0, h; = 0), el teorema de RoUCHK-FROPENIUS (8 15-5 y Ap. I, teor. 14) 
coincide con el de FREDHOLM. Que la condición [Ap. 11-11] es correlativa 
de la HY,=0, (¿=1, ..., q) establecida en b,, salta a la vista, Del mismo 
modo la solución de la ecuación no homogénea queda determinada a menos 
de una solución de la ecuación homogénea, porque aquí también la dife- 
rencia de dos soluciones cualesquiera de la ecuación no homogénea es solu- 
ción de la ecuación homogénea, cuyos coeficientes c, pueden determinarse 
unívocamente mediante las condiciones [Ap. II-12]. 

Queda, finalmente, el tránsito a un núcleo general k(r,s), función 
continua en el rectángulo básico. Como se puede aproximar uniformemente 
por polinomios ($ 98-5, teor. 3), y para cada núcleo polinómico (y por tanto 
disociado), ha quedado demostrado el teorema, falta el paso al límite, 
cuestión delicada que exige diversos recursos de Análisis funcional, cuya 
exposición sistemática, inadecuada en este breve apéndice, está amplia- 
mente desarrollada en el libro de COURANT-HILBERT (citado en Cap. XVI, 
nota IV, 4). 


c) Resolución por aproximaciones sucesivas. — cı) Sistemas algebrai- 
cos lineales. — Para la resolución efectiva de los sistemas lineales de 
muchas ecuaciones, como se presentan en el cálculo de estructuras alta- 
mente hiperestáticas, en las redes eléctricas, etc., se recomienda el método 
de aproximaciones sucesivas (Cap. XVII, nota TV, g). Recordémoslo en 
forma adecuada para su trasplante a las ecuaciones integrales, Dicho mé- 
todo es especialmente eficaz_ cuando, el sistema es del e i 
[Ap. TL- 13]” Er — As krt, = = h, , O seta: £ = h- i AS. ladi 


, 
es decir, si los términos de la diagonal principal tienen coeficientes 1 — Akrr 
y tanto mejor cuanto menor sea À, siendo entonces pequeños los elementos 
no principales —Ak... 

Una primera aproximación se obtiene prescindiendo de todos ellos, que- 
dando reducido el sistema al x*, — h,; sustituídos estos valores en los se- 
gundos miembros, resulta una segunda aproximación 2”, —= h, + AX. krihi, 
y después una tercera, cuarta, etc, 


EJEMPLO 6. Resolvamos el sistema: 


1,02% + 0,01y — 0,52 = 5 fe = 5 — 0,02x — 0,0ly + 0,15z, 
—0,03% + 0,97y + 0,12z = —1 2y = —1 -+ 0,03% + 0,03y — 0,122, 
l 0,0lx% — 0,08y + 1,032 = 0,1 le = 0,11 — 0,01% + 0,08y — 0,032, 


1% aproximación: 
=D y Pod y 2 =01 
que sustituída cn los rnegundos miembros da: 
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22 aproximación: 


j æ” = 5 —01 4 0,01 + 0,015 = 4,925 , 
y’ = —1 + 0,15 — 0,03 — 0,012 = —0,892 , 
z = 0,1 — 0,05 — 0,08 — 0,003 = —0,033 , 


32 aproximación: 


LO... .... .. .. o. 0... ...000. 901100000 9».0.00.0»40. 0.0. .2»09..2069 0. 


Aunque en la práctica es así como se procede, conviene examinar el 
método como proceso de convergencia que expresa las incógnitas por des- 
arrollos en serie, transformando sucesivamente las ecuaciones en esta forma: 


[Ap. 11-14] ær = h, 4 Adria», 
[Ap. 11-15] ær = hr + Air (ho + 23 ik :0) , 


y como en la suma de estas sumas aparece como coeficiente de x, el pro- 
ducto escalar 
knku + kreeka + ... + Kkriinm = ka, (fila r por columna 1) 


y, en general, como coeficiente de x, el producto k”,, de la fila r por la co- 
lumna s, resulta: 


[Ap. 11-16] ær = hr + Al kroha + VI 


Cambiando en ésta r por s, y s por t, se puede sustituir en [Ap. 11-14] 
como x, para obtener una nueva aproximación y así se sigue sucesivamente, 
sustituyendo siempre en [Ap. 11-14]. 

La matriz {k^} es el producto de Jkr} por sí misma ($ 61-3, a); 
multiplicando 4k,.p (filas) por 4k*-,p (columnas) resulta la matriz ¿44.,?, 
etc. La correlación con las ecuaciones integrales es tan perfecta, que 
basta desarrollar el método para éstas y repetir aquí las conclusiones, 


c:) Resolución de la ecuación integral por aproximaciones: serie de 


NEUMANN. — El mismo método de aproximaciones sucesivas es aplicable 
mutatis mutandis a la ecuación integral: 
[Ap. 11-17] 


x(r) — ASk(r,s)x(s)ds = h(r); x(r) = h(r) + AS$k(r,8)x(s)ds , 
y sustituyendo x(s)= h(s) + ASk(s, t) x(t) dt, resulta: 
[Ap. 11-18] 
x(r) = h(r) + 1$k(r, s)ds + 1fk(r,8) . [Sk(s, t) x(t) dt] ds 


He aquí una integral doble que por permutación (cfr, $ 82-5), se re- 
duce a una simple en t si calculamos primero la integral en s; 


[Ap. II-19] k?(r,t) = fk(r,s)k(s,t)ds , (núcleo iterado) 
y resulta: 
x(s) = h(8) + Afk(s,t)h(t)dt + AS$k"(s, t)x(t)dt , 
por ser indiferente la denominación de la variable de integración. Al sus- 
tituir esta expresión x(s) en [Ap. 11-17] aparece, además de: 
Sk” (r, t)h(t) dt , 
el nuevo término: 
WSk(r,s) [Sk (s, t)x(t) dt]ds — AS[Sk(r,s)k*(s, t)ds]x(t)dt , 
o sea 


ASK (7, t) x(t) de 
llamando 


[Ap. 11-20] k*(r,t) = fk(r,8s)k*(s8,t)ds , 
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y si designamos por el operador K* la multiplicación por el núcleo k(r, s) 
e integración, siendo K?, K?, ..., los operadores iterados, correspondientes 
a los núcleos iterados [Ap. 11-19], [Ap. 11-20], ..., resulta la expresión 
simbólica 

[Ap, 11-21] x=h+4K'h + Kh +... + 0K"h + 10"K"x 


y al prescindir del último término, que es desconocido, se tiene la n-ésima 
aproximación; pero no sabiendo nada de x(r), ni siquiera si existe, no 
podemos (como en el desarrollo tayloriano; cfr. $ 44-2, nota 1) pasar al 
desarrollo en serie, pues nada podemos decir del término complementario. 
No obstante, a modo de conjetura, escribamos la serie: 


[Ap. 11-22] x=h+4AKh40K'h+... +00K'h+m... 


y veamos si converse y en tal caso si satisface a [Ap. 11-17]. Suponiendo 
que se cumplen las acotaciones : 


[Ap. 11-23] \k(r,s) <M ; |h(n|<m ; 


al multiplicar h por k(r, 8) e integrar, resulta | K'h] < mM, | K'h] < mM?, 
.. ., luego la serie converge uniformemente para à < 1/M; y es obvio que la 
función x(7) así definida satisface a la ecuación x —2K'x = h, pues sien- 
do legítima la integración término a término ($ 85-1, teor. 1), es 
Kx=XK'h+41Kh+...; y multiplicando por 4 y restando de [Ap. 11-22] 
resulta h(r); así pues, para A suficientemente pequeño [Ap. 11-22] re- 
presenta la solución buscada de la ecuación integral dada [Ap. 11-17]. 

Esto puede expresarse de otro modo, llamando núcleo resolvente o 
recíproco a la función de r, s, y à definida por la serie (también llamada 
de NEUMANN): 


[Ap. 11-24] K(r,s, à) =k1(r,8) + 2k*(r,8) + MK (r,8) +... , 
pues la solución [Ap. 11-22] se expresará así: 
[Ap. 11-25] x(r) = h(r) + A$K(r,8,12)h(s)ds , 


ecuación análoga a la propuesta, con permutación de x, h y cambio del 
núcleo k por el —K, que se llama recíproca de la [Ap, 11-17]. 

Esta reciprocidad, subsistente de la análoga del álgebra elemental, 
aparece también en las ecuaciones integrales de primera especie, cobrando 
gran importancia en las aplicaciones de tipos especiales de ellas (LAPLACE, 
FOURIER, HILBERT, etc.), 

Obsérvese la gran generalidad del método, que sólo ha exigido del nú- 
cleo integrabilidad y acotación [Ap. 11-23], mientras que la demostración 
del teorema de FREDHOLM se basa en la continuidad del núcleo, 


ca) Fórmula de SCHMIDT para acotación del radio de convergencia de la 
serie de NEUMANN. — La serie de NEUMANN [ Ap, 11-24] es el algoritmo más 
sencillo para la resolución de la ecuación integral de segunda especie; pero 
la acotación |k(r,s)| < M, en que nos hemos basado para dar la cota 
|A] < 1/M de su radio de convergencia, da un exiguo intervalo de validez, 
en cuanto haya algún valor grande de k(r,8), aun en el caso de que en su 
generalidad sean pequeños; pero si se conoce mejor el núcleo y se calcula 
su valor medio cuadrático || k ||2 = p, según [XXV-1], (Cap. XXV, nota 
1; $ 56-3), es decir: 


[Ap. II-26] SSTk(r,s)'drds =p? , 


se demuestra fácilmente con la desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ ($ 96-2 y 
Cap. XXV, nota 1) que es: 


lese, [E< e, a 


Por tanto la serie [Ap, 11-24] y por ende, la [Ap. 11-22], converge 
para |2|<1/p. 
Este perfeccionamiento de E, Scumipr (1907) amplía el intervalo 
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|à | < 1/M, por ser siempre u< M, salvo en el caso trivial de ser cons- 
tante k(r, s). 


d) Fórmula de FREDHOLM. — Daremos suscintamente dos métodos 
de FREDHOLM (1903) y HILBERT (1904), para llegar a las fórmulas de 
FREDHOLM, que resuelven teóricamente la ecuación integral lineal de se- 


gunda especie, con indicaciones prácticas que permitirán aplicarlos al 
cálculo numérico, 


dı) MÉTODO 19 (HILBERT). — Aproximación del núcleo por núcleos 
disociados. — Puede expresarse con determinantes la solución de la ecua- 
ción de núcleo disociado [Ap. 11-6], como se explicó en a), por reducirse 
la ecuación integral [Ap. 11-7] a resolver el sistema lineal [Ap. I1-8]. 


Haciendo n = 3, para abreviar la escritura, el desarrollo en À del deter- 
minante de este sistema es: 


[Ap. 11-27] 
1— Mtra — Mere — Akas 
AQ) = — ìka 1 — ìka — ìka | = 1 — MA: + VA: — XA: , 
— ìka — ìka 1 — ku 


llamando A: = ku + ka + ku a la suma de los menores principales de orden 
1 en detik:;;t; A: a la suma de los tres menores principales de orden 2, 
y llamando As al determinante de tercer orden det ¿k;,?. 

Este A(4) es el denominador de la fórmula de CRAMER, y los nume- 
radores (§ 15-4, b) multiplicados por los a;(r) y sumados, dan un poli- 
nomio —A[a(r),h,A], con coeficientes funciones de r, formando así: 
[Ap. 11-28] 

Alal), hA] = Alale), A] — hacla(r),ñ] + Masla(r), A], 


llamando A /[a(r),h] a la suma de los menores principales orlados con las 
ai h, en la siguiente forma: Orlando los menores que componen A: se 
obtiene: 


0 a 














0 0 Ola | 0 Qs E 
Ar[a (1), k] a ha ka + ho ka | + | ha kas , 
orlando los menores que componen As se obtiene: 
0 0 0 0 0% 0 0 Qe s 
Aela (r), h] —= A ku kaiz + hı hu kas + ha Kn kas , 
2 ka kos hs Ka Koa hs ka ka 




















análogamente se obtiene As[a(r), Rh] orlando As con 01, 01 03; hr, he, has, 
Por tanto, poniendo el denominador, se tiene 
ZX; (r) = —A [a (+), h, A/A (A) , 
y la solución x(r) de la ecuación [Ap. 11-7] es: 
Ala(r),h, M 
Ap. 11-29 = h — A R mi- 
[Ap ] x(r) (r) NO) 


Si el núcleo tiene n sumandos, el denominador es un polinomio en 1 de 
grado n y el numerador es de grado n— 1. Si con un polinomio 


am(r)Brls) + ... + an(r)B,(s) 


se logra buena aproximación al núcleo dado k(r, 8), se puede acotar el 
error cometido con la fórmula [Ap. 11-29] respecto de la verdadera solu- 
ción de la ecuación de núcleo dado k(r, 8). 


Si se tiene en cuenta que h; = fh (s) B: (s)ds, entonces es: 
[Ap. 11-30] Anla(r),h] = SAnla(r),PB(s)]ds , (m=1,2,...,1), 
y [Ap. 11-29] toma la forma (cfr, con [Ap, 11-25]) 
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[Ap. 11-31] x(r) = h(r) + 4A$K(r,8,1)h(s)ds , 
con el núcleo resolvente 
[Ap. 11-32] K (r,8,4) = —A[a(r),B(8),41/A() 


En el desarrollo [Ap. 11-27] los coeficientes Az, Az +... son sumas de 
los menores principales de la matriz 4k,,) de orden 1, 2, ..., y para facili- 
tar el paso de las sumas de estos menores a integrales, no formaremos 
solamente los menores en el orden en que están en A(h), sino todas las 


variaciones (binarias, ternarias, etc., $ 11-1) de los índices, 1, 2, ..., n, 
y como cada combinación (S 11-3) de orden p de las antes formadas apa- 
rece repetida p! veces, las nuevas sumas deben dividirse por 1!, 2!, ..., n!. 


De este modo, cada índice recorre todos los valores 1, 2, ..., n y se facilita 
el paso a las integrales. Sean así, en lugar de [Ap. 11-27] y [Ap. 11-28]: 





[Ap. 11-33] DG) =A() = 1 — -ir D: + dr D: — ... + 
+ AE Dae ; 
n! 
[Ap, 11-34] D(r,s,à) = oa B(s),2] = Dolr,8s) — 
== ^- = Di(r,s) + -7 D: (r, 8)—... + DT Dn- (r,8) , 


donde, E en cuenta que kı; = fa; (t)ßB:(t)dt, y por las propiedades de 
los determinantes ($ 13-3 y 4), es: 
[Ap. 11-35] D, = 
k (t, t) k (t, t.) ..o k (ty tp) 
2 f . f k(t,t) k(tnt) ... k(tat) | and... dee; 


k (tp ti) K(tp, ta) +.» Ko tp) 

[Ap. 11-36] D, (1, 8) = 
k(r, 8) k(r,t) ... k(rit,) 
Z a, k(t,8) k(t,ti) ... k(t1tp) 


k(t, 8)  k(tp ti) ».. K(to, tp) | 
para p=1,2,..., n, con Do(r,8) =k(r, 8). 
Así, para n= 3, es 
= $k(t,t)dt = Sfaí(t)Br(t)dt + Sar(t)B.(t)dt + Sos(t)Bs (t) dt = 
= ku + kr + ka = A , 





dt,dt:... ditp ; 























an k (tyta) k(t, t) e Or (t1) Ba (ta) a(t) Bı (tz) | 
PET A k (ta, t2) ao SS a1 (t2) Bi (t1) ala) an T 
041 (11) )81(t) a (t1) B: (t2) 
ato ame tt 
o (t1)B1(t1) as(t1) Ba(t2) 
EII (taYBa (ts) csltrBa (ta) | LIA E + 
donde el primer sumando vale 0, el segundo vale 
| 0 (t,) 02 (t,) B 01 (t:) Pr(t1) 02 (t1) Ba (t1) e 
SSA dat) dt, dta = SS aa (ta) Balta) aa (ts) Ba (t:) dt, dt, = 
a | S o (t1) Ba (ta) dt, Sa (ta) Bi (ta) dh ka ka 
e ¡Sar (ta) Ba(ta) dte S oa (ta) Ba (t1) dta ku ka j 
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Ku Ka 


y análogamente el tercero vale 
kis ka 








, etc., dando Dz=2!Ax; ... 


Del mismo modo: 

D.(7,8s) = k(r,8) = au(r)Bi(s) + 0s(7)B2(8) + 0s(r)Bx(8) = 
= —Ax[a(r),B(8)] ; 

k(r, 8) k(r, t) 





Dre s| Y | dt = latal), B] ; 
k(r,8) k(r,t) k(r, t) 
D: (r, s) = SS k (t,, s) k (t; tı) k(h, ta) dt, dt, == 
k(t.8s) k(t2,t1) k(t, t) 








= —2!As[0(r),B(8)1 ; ete. 


Las representaciones [Ap. 11-33], [Ap. 11-34] pueden prolongarse for- 
malmente como series, pues para un núcleo disociado de número n finito 
de términos, las D, para p >n y las D,(r,8) para p >n—1, se anulan 
todas. Así, el núcleo resolvente vendrá dado por el cociente de las series 
en à: 


[Ap. 11-37] K(r,8,1) = D(r,8,1)/D(2) 


Si ahora consideramos un núcleo continuo cualquiera k (r, 8) y lo apro- 
ximamos uniformemente por polinomios ($ 98-5, teor. 3), es decir, por 
núcleos disociados, las respectivas expresiones [Ap. 11-35] y [Ap. 11-36] 
convergerán hacia los determinantes correspondientes al núcleo dado 
k (r,8), mientras que las representaciones [Ap. 11-33] y [Ap. 11-34] con- 
vertidas en series, convergen para todo valor de à, pues si para todo r, s 
se conserva |k(r,s)| < M, la acotación de HADAMARD ($ 70, ejercicio 25) 
da para [Ap. 11-35] y [Ap. 11-36] las acotaciones: 


[D| < VPM? ; |D,(rs)] < V(p+ DM 


es decir, las series correspondientes a las [Ap. 11-33] y [Ap. 11-34] tienen 
por mayorantes ($ 22-2, b) las series: 





00 E 00 HRS 
14+ 3 vppM?"N/p! 53 v(p4 1) M"*9*/p! ; 
p=1 p=0 


convergentes para todo valor de A ($ 43-1, bz), al ser ($ 53-4): 
pi? M? e? 
p’ V 2rp 

Así resulta la fórmula de FREDHOLM [Ap. II-31] con el núcleo resol- 

Da [Ap. 11-37], válida para todo valor de à que no anule el denominador 

Como el cálculo de las integrales múltiples [Ap. 11-35] y [Ap. 11-36] 


sería prácticamente imposible, son útiles las fórmulas recurrentes de de- 
ducción inmediata: 


[Dm = SD,(t,t)dt ; 
|D,(»,8) = k(,5)D, — PSk(r,t) Dra(t, 8)dt , 


que permite obienerlas progresivamente, y en caso de convergencia rápida 
(A muy pequeño) permilen llegar a una solución aproximada. 


pd 1/9 
lim (yp” M?/p!)1/? = tim =0 para p > 0 


[Ap. 11-38] 


da) MÉTODO 2 (FREDHOLM). Aproximación del núcleo por funciones 
escalonadas. — Repctidas veces hemos considerado la ecuación integral 
como límite de un sistema de ecuaciones. Descompuesto cada intervalo 
(0; 1) en n partes iguales, y amando ki == k (r, 8;) al valor de k(r,s) 
en el centro de la malla (1,7), así como A, = h(r,) al valor en el punto 
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medio del intervalo número i, tenemos la ecuación integral no homogénea 
[Ap. IL-2] y el sistema lineal correspondiente: 


[Ap. 11-39] X, — 2 Sku X; = hi 


Si llamamos d(A) al determinante de este sistema, y dp; a los adjun- 
tos ($ 13-4, a) de los elementos de este determinante, desdejando X, en 
[Ap. 11-39] y sustituyendo las X, por los valores que da la regla de 
CRAMER ($ 15-4) aplicada a [Ap. 11-39], se obtiene: 


A d 
X, = h + Pa Suki; (3h, AO , 


y llamando 


a 5 dy 
[Ap. 11-40] Ki,» = >yki; 40) , 
resulta: 
[Ap. II-41] Toha 2 SpKish, . 


Comparando ésta con X;¡= Ypd»: h»/d (7), o también, de [Ap. 11-40] por 
conocidas propiedades de los determinantes ($ 13-3, c), se obtiene: 


[Ap Taai. iri OR = e : 
Obsérvese que E de [Ap. II-27], es: 
[Ap. 11-43] d(A) =1— Ad, + Mda— ... + 2d, = A(A/n) , 
es decir, como en el método 19, los coeficientes d,, d., ..., son sumas de me- 
nores principales As As, +. de la matriz ]k,,?, pero divididos POr N, N, 


También, como antes, para facilitar el paso de las sumas a las integrales no 
formaremos solamente los menores en el orden en que están en d(A), sino 
todas las variaciones (binarias, ternarias, etc.) de los índices 1, 2, ..., A, 
y como cada combinación de orden p de las antes formadas aparece repeti- 
da p! veces, las nuevas sumas deben dividirse por 1!, 2!, 3!, ..., n!, De 
este modo cada índice recorre los valores 1, 2, ..., n y se facilita el paso 
al límite. 

Si en los puntos de cada malla llevamos la ordenada K,, se tiene una 
función en escalera, que para n > œ converge hacia una función continua 
K (r,s) y, análogamente, la función escalonada de los valores X,, X:, ..., Xa 
converge hacia una función continua x(r). Admitida esta convergencia, 
es legítimo pasar el límite en [Ap. 11-41] y resulta [Ap. II-31] como solu- 
ción de la ecuación propuesta. También ahora debe justificarse mediante 
la acotación de HADAMARD, en la misma forma que antes, el tránsito del 
cociente de polinomios en 1.: 

de? — — n, EAE, 
LAp. 11-44] Si a a, ’ 


al cociente de las series, que forman ahora el núclen resolvente: 





D(r,s,2) _ k(7,8) —Ad,(r,8s) + Mdr(r,s) — +... 
AS 0) TEE Ee 
donde los coeficientes comparados con los [Ap. II-35] y [Ap. II-36] son: 
[Ap. 11-46] d. =D,/p! ; d,(r,s) = D,(r,s)/p! , 


pero en cuyas expresiones, las integrales se obtienen ahora como límites 
de sumas de determinantes con elementos k, que ya son los valores de 
k(7,8) en los centros de las mallas (1, 7). 
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Las fórmulas de recurrencia [Ap. II-38] son ahora: 


1 
din xl dp (t, t)dt ; 
[Ap. II-47] : p+1 


dp (r, 8) = k (r, 8)dp — f kir, tda (t, s) , 


Es obvio que la solución [Ap. II-31] es más potente que la serie de 
NEUMANN, cuyo círculo de convergencia tiene como radio el mínimo valor 
absoluto en todo el cuadrado (r,s) delos ceros del denominador [Ap. II-45], 
polos de K(r,s,1), como función analítica de A ($ 115-10). 


Es claro que ese círculo (de cuyo radio dimos la cota 1/M y la más 
afinada 1/u de SCHMIDT) se puede prolongar ($ 115-12) como hizo POIN- 
CARÉ (1903) hasta cubrir cualquier punto A, que no sea polo; y aunque el 
método es teórico, puede ser útil en algunos casos sencillos cn que basta 
un sólo círculo de prolongación; por ejemplo, si los polos tienen parte real 
negativa y el radio > 2, se llegará así al punto ¿= 1. 


El método de FREDHOLM en el caso homogéneo h(r) =0 se limita a 
dar como solución única x(r) =0, si 4 no anula al denominador D(1). Por 
tanto, los únicos valores que pueden dar solución son las raíces de la ecua- 
ción D(A) =0; pero, ¿serán autovalores que den efectivamente solución? 
El estudio por esta vía, más complicado que el de HILBERT-SCHMIDT a ex- 
poner en Ap. II-3 para núcleo simétrico, puede hacerse en el vol. III de 
GOURSAT (citado en Cap. VI, nota VI-5) que usa las denominaciones: Va- 
lores y funciones características, singulares o fundamentales. 


e) Ecuaciones de VOLTERRA, e,) Caso de ecuación integral de 2% espe- 
cie. — El tipo más importante de ecuación con núcleo no simétrico es el de 
VOLTERRA [estudiada primeramente por LIOUVILLE en su Journal de Ma- 
thématiques (1836) ]. El sistema de ecuaciones algebraicas lineales se re- 
suelve muy simplemente sin determinantes en el caso triangular, en que la 
matriz de coeficientes tiene nulos todos los términos a un lado de la diago- 
nal principal (Cap. XVII, nota IV, c); en la ecuación integral de 
VOLTERRA: 


[Ap. 11-48] r= A È kC, s) x(e)ds SKO 
0 


que es problema correlativo, no hay simplificación análoga, pero se logra 
mayor alcance en el método general de aproximaciones sucesivas (c.), del 
que es caso particular, si se define en todo el cuadrado básico el núcleo no 
simétrico k(r, 8) de manera que sea k(r,8)=0 para s > r. Claro está que 
aun siendo continuo el núcleo dado en el triángulo s < r, si no es nulo en la 
diagonal s= r, el núcleo ampliado es discontinuo en ella; pero no habiendo 
exigido continuidad para el núcleo en el método c., no se modifican las con- 
clusiones allí establecidas. 


Aún más, veamos como se amplía el campo de convergencia de la serie 
[Ap. 11-22], gracias a la más estrecha acotación que ahora se logra. En 
efecto, al permutar la integral reiterada de [Ap. II-18], ahora es: 


[ ra| f t(s, tx (àt |as = Í, xat f k(r,s)k(s,t)ds , 


que con la acotación [Ap. II-23], da el núcleo iterado: 


f 
k’ (r,t) = f k(r,s)k(s,t)ds , 
r—t 


r 
2 2 AA 2 
Ik (r, t) < vef dpe Més 


Ap. II -2 EC. INTEGRALES LINEALES DE SEGUNDA ESPECIE 561 
Análogamente: 
r 
k (r, t) =Í k(r,s)k°(s,t)ds , 
t 
r —_1y? 
Mer, 1 < m0 (Teo ==" 2 
t 


y en general: 


a me, 


[ k"(r,t) = 0, de bas ; 
[Ap. II-49] a yia 
(n— 1)! 


La serie mayorante, en este caso, no es geométrica (œ), sino exponen- 
cial, convergente para todo à (§ 45-1); luego resulta: 

La serie de NEUMANN [Ap. II-24] de toda ecuación de VOLTERRA de 
segunda especie converge absoluta y uniformemente para todo valor de A 
y da su única solución. 

En particular, por ser única la solución dada por la serie de NEUMANN 
(c:), si la ecuación [Ap. II-48] es homogénea (h(r) =0) su solución es la 
función idénticamente nula; luego, el problema homogéneo es imposible pa- 
ra todo A. Por tanto: 

Si la ecuación [Ap. 11-48] es homogénea, no hay autovalores ni auto- 
funciones. 


| k"(r,t)] < - M" 


e:) Aplicación al problema de CaAucHY de la ecuación diferencial 
lineal. — Toda ecuación diferencial lineal ordinaria de cualquier orden: 


[Ap. 11-50] YO + plr)y o? + play? +... + pale)y' + 

+ Pa(x)y = f(x) , 
con condiciones iniciales de CaUCHY [107-3], se reduce a una ecuación inte- 
gral, sin más que adoptar u(x) =y™ como función incógnita y expresar 
como momentos sus integrales sucesivas (§ 86-2, ejemplo 4) en la forma: 


y™ (x) = u(x) , 


vD (æ) — y" (0) = f udt, 

1 £ 
Y) A) O) = A, 
y= (e) (0) — AO) — E yt (0) = 


1 z 
E ar S u(t) (@— tdt , 


e... ..................».. ...0.00:.....00%00...0...02.....010010.o.2..0. 0.0.0... ».o..........»... yor. oon.o»o o... 


v 


n-2 


y(x) — y (0) — e y” (0) — ... — (n—2)1 yo (0) = 
1 x 
= w u(t) (x— t)" dt , 
v(e) — y0) — A VO — e—a yr IO = 


1 e 
(n— 1)! l u(t) (x—t)™'dt 
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Basta, en efecto, derivar cada una de estas integrales por la regla de 
Leibniz (§ 86-2, teor. 3°) y resulta la anterior, por anularse el integrando 
para t=x, Sustituyendo en [Ap. II-50], tenemos esta ecuación integral de 
segunda especie, tipo VOLTERRA : 





[Ap. II-51] Ha + f kudt SG 
cuyo núcleo y segundo miembro son' 
[Ap. 11-52] k(2,t) = p(2) + ple) Z + 
(x — t)"? (x — t)" 


+... + Paal) aco T Pa (x) “m—1)Y * 


[Ap. 11-53] —h(x) =1(2) — [psle) + aple) + ¿y pola) + 
a qa 
n — 1 


A X y1 Pr(x)]y'"> (0) — 


qa? 


— [pe(e) + eple) +i t-n)! Pa (2) Jy (0) — 


-—-pPr(x)y(0) , 
ambos conocidos, pues están formados por la función dada f(x), los 
coeficientes y los datos de CAUCHY para x =0. Fórmula análoga si los 
datos iniciales se dan para x =a; basta tomar la integral en cl inter- 
valo (a, x). 

Obsérvese que las condiciones iniciales: 
y(0)=y(0)=...=y""(0=0 , 


determinan la solución y=0 si la ecuación es homogénea (h(x) = 0), 
pero dan una solución no nula para la ecuación no homogénea. Conviene 
subrayar la importancia de este resultado. El método clásico ($ 107-3) 
exige encontrar una solución particular de la ecuación completa [Ap. 11-50], 
problema en general irresoluble, y n soluciones linealmente independientes 
para la ecuación homogénea, problema que solamente se sabe resolver para 
tipos muy especiales de ecuaciones. Tales son, por ejemplo, las ecuaciones 
de segundo orden que cumplen los polinomios ortogonales respecto de un 
núcleo ($ 97-8), las cuales admiten como solución regular el correspon- 
diente polinomio, según sea el número n que en la ecuación figura. La 
determinación de otra solución (singular en el origen) exige especial estu- 
dio de cada caso (cfr. $ 107, ejercicio 12). Otros tipos de ecuaciones de 
segundo orden admiten soluciones expresadas por ciertas series que han 
sido muy estudiadas, tales las funciones de BESSEL (Cap. XXVII, nota 1), 
HANKEL (Cap. XXVII, nota 1, c), GAUSS, etc., pero exceptuados estos po- 
cos tipos conocidos, el único recurso es el desarrollo en serie de potencias 
de x, cuyo radio de convergencia se ignora. 


La ventaja del método actual estriba en dar directamente la solución 
del problema de CAUCHY por una serie seguramente convergente, cuya 
convergencia será tanto más rápida cuanto menor sea el núcleo, siendo a 
veces suficiente un par de términos para lograr satisfactoria aproxima- 
ción; pero claro es que la dificultad de formar los núcleos iterados puede 
ser insuperable, si se precisan muchos para alcanzar la aproximación 
exigida, 


EJEMPLO 7. Compruébese que los núcleos iterados para la sencillísima 
forma diferencial y” — y son 
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gp an-1-1 pt 


k(x,t) = tz ; k" (o, t) = (—1)" 3 (—1)' (n—1DHT 1 1) A , 


(n=1,2,...) 
La serie de NEUMANN [Ap. 11-22] para la ecuación y” —y=l1, da: 


E: OE Z f kar + ess — 


— feas + sel $ y0)| 2 = f ikat j f iar e 
f 0 0 


—Parat + es = [1 + ac +3 (g—o' ga) 
0 i aidi 


530 (2n — 1 — i)li! 
“(0 00 £ 2n-1 qna bp 
Ni Aa a a 
a| +y JE +2), ls (2n—1—i) 11 ) ae | = 


aro] ” 


de donde: 
= [1 yil g -e OLS a 1 
y(x) = [ + y( )] < (2n)! + y 2 (2n + 1)! | a , 


resultado que, sin embargo, se comprueba y se obtiene mucho más fácil- 
mente, en este caso, por coeficientes indeterminados: 


00 
y = Saa" en y4—y=1 
implica 
2da = Qo + 1; n(n — 1)an = Qura , (n=3,4,...) , 
de donde: 


am = (1 + @)/(2n)! ; ama = @a/ (2n +1)! , (n=1,2,8, ...). 


3. Ecuaciones integrales lineales de segunda especie con núcleo simétri- 
co. — a) Formas cuadráticas. — El teorema disyuntivo de FREDHOLM (Ap. 
II-2, ba) deja en duda la existencia de soluciones en el caso singular 
(Ap. 11-2, a, ejemplo 5), cuestión que con otras varias quedará resuelta 
para el tipo más sencillo de ecuaciones: las de núcleo simétrico, tal que 
k(r,8s) =k(s, 15). 

Ya, en álgebra tensorial, se ha visto la excepcional importancia de este 
caso ($ 63-5); cuando el tensor es simétrico, dos autovectores correspon- 
dientes a autovalores distintos son ortogonales y la ecuación secular tiene 
sus raíces (autovalores) reales, propiedades que no valen para todo ten- 
sor. Especial aplicación hemos hecho para su reducción a la forma canó- 
nica en el grupo ortogonal y obtención de las ecuaciones normales de las 
cuádricas. Precisamente es esa clásica teoría de las cuádricas la que sirvió 
de pauta y modelo a HILBERT para su teoría de las ecuaciones integrales. 
El paralelismo es perfecto, a condición de eludir los determinantes, que no 
tienen análogo en el campo continuo. 


Toda matriz 4k, simétrica kr, = k.r puede considerarse como discrimi- 
nante de una forma cuadrática (4 63-3, b) obtenida orlando la matriz con 
las variables %ı, £e, ..., &a arriba y a la izquierda, y sumando los productos 
de cada k., por sus correspondientes x., x. Análogamente, todo núcleo 
simétrico k(r,8) =k(s,r) engendra una forma cuadrática integral, como 
indican los esquemas siguientes: 
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Ya x (8) E 
Flex] = xr | krue = F[x] = x(r) | k(r,3) 
= Ys rar; = S-f.k(r,s)x(r)x (s)drds ; 


que significan correlativamente: se orla la matriz con las componentes dis- 
cretas o continuas del vector y se forma la suma o integral de cada valor 
k por las dos componentes que le corresponden. Si la matriz se orla con dos 
vectores ¿x,p, 4y.p, o bien x(r), y (s), la forma se llama bilineal ($ 63-3, a). 


b) Determinación de autovalores y autofunciones. — La determina- 
ción de los autovalores del núcleo simétrico k,, en su caso más simple 
($ 63-5), es decir, la determinación de los valores 4 que hacen resoluble 

el sistema: 


Tr — AZs Kres = 0 , 


tiene carácter variacional, pues estas formas 
son las semiderivadas de la forma cuadrática: 


Sr — Ak Era, 


y su anulación es precisamente la exigida por el 
método de LAGRANGE ($ 70-8) para la determi- 
nación del valor mínimo del radio vector Q= 
=(3r%r")3 de la cuádrica 3Yk,-.e-,0. =1, (míni- 
mo existente por ser 3x,* > 0) y de todos los 
valores extremales de q. Pero este método no 
toma en cuenta las direcciones en que no exis- 
te q real, por ser >k..0,%, < 0; y si esto Su- 
cede para todo sistema de valores 4%, (forma 
cuadrática definida negativa, $ 63-7) no tiene 
sentido hablar de radios extremales. Aunque 
este inconveniente puede salvarse introducien- 
do radios imaginarios o cuádricas conjugadas 

($ 63-4), es preferible el siguiente método. 
Consideremos todas las direcciones defini- 
das por todos los vectores q, (vectores de mó- 
dulo 1) que forman la esfera de radio 1 y 
Fig, 447, centro 0 (fig. 447). A todo vector Jx,? de mó- 
dulo arbitrario q >0 corresponde un versor 
Jr} que define su dirección, y el vailor de 
toda forma cuadrática F de variables, %:, .. 

X.n, puede expresarse mediante los cosenos directores q, ..., Qn, asi: 


[Ap. 11-54] F = Zkrat, = Sk. prop = 0 . J(p) 


Si existe un punto de la cuádrica F =1 en la dirección 4q,+ es J = 
= 1/0*; pero aunque no lo haya, y aunque sea imaginaria dicha cuádrica, la 
forma J(q) queda determinada como función continua en todas direcciones, 
o bien como carga continua (positiva, negativa o nula) sobre la superficie 
esférica 3q-?— 1 de radio 1; la sola diferencia es que no hay puntos reales 
de F= 1 en las direcciones donde esa carga J es negativa (suele expresarse 
diciendo: el vector es imaginario y es q? < 0, convenio que no necesitamos). 

En los puntos en que esa función J(q) alcanza su máximo o mínimo 
absoluto o cualquier otro valor extremal ($ 70-1, c), deben anularse 
($ 70-8) las derivadas de 13 — (3pr? — 1) = A3k-:prp. — (3 pr? — 1), es 
decir: 


[Ap. 11-55] AZ ekra Qs a. Qr = 0 , 


ecuaciones que determinan cada dirección extremal ¿q,) y el correspon- 
diente valor rcal ($ 63-5, az) de 2; estos son autovalores y aquellos los 
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correspondientes autovectores o direcciones principales. Llamaremos núme- 
ros característicos a los recíprocos r = 1/1 de los autovalores 4. 


Procedamos análogamente con el núcleo continuo k(r,s) y la forma 
integral correspondiente: 


[Ap. II-56] J(9)= SSk(r,8)p(r)o(s) dards , (Sip) P ar = 1) , 
Obsérvese que subsiste la fórmula análoga a [Ap. II-54], pues lla- 


mando ẹọ = | x(r)|, es decir @ = || x(r)|| =S [x (r) ldr, es: 
F = fSfk(r,s)x(r)x(s)drds = 0*S $k(r,8)p(r) p(s)drds ; 
brevemente: F = gJ. Las ecuaciones F = 1, F = —1 representan cuádricas 


conjugadas, conjuntos de infinitas funciones x(r), tales que correspon- 
de una a cada q, excepto para aquellas y que anulan a J. 

Con lenguaje geométrico consideramos J (œ) como “función de carga” 
sobre la superficie esférica de todas las funciones continuas unimodu- 
lares q*= Poll =1, es decir, a cada punto o función continua unimodu- 
lar q le asignamos un número real (positivo, negativo o nulo), que es el 
correspondiente valor de J. 

Esta función toma valores reales acotados superior e inferiormente, 
pues la desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ ($ 96-2 y Cap. XXV, nota I) 
aplicada a esta integral doble [Ap. 11-56], producto escalar de k(r, 8) 
por œ (r) (s) expresa: 


[Ap. 11-57] 
3? < SSTk(r, s) J'drds . $ SITp(r)I Eg (s)]’drds = SS Ik (r, s)]’drds 


El conjunto de valores numéricos de J tiene, por tanto, un extremo 
superior », pero, ¿será accesible? La contestación afirmativa veámosla se- 
guidamente. 


c) Existencia y naturaleza del máximo de J(qp). — La integral 
J(p) dada por [Ap. 11-56] es ejemplo de funcional (Cap. XXVIII, nota 
X-1, a), en el espacio de funciones normalizadas e = 1, y es continua 
respecto de la convergencia uniforme de las q, pues si ésta se incrementa 
en una función suficientemente pequeña en “métrica uniforme” ($ 96, ejer- 
cicio 5), el incremento de J es arbitrariamente pequeño, como salta a la 
vista de la expresión [Ap. 11-56]. Si para tales funcionales continuas 
tratamos de aplicar el teorema de BOLZANO-WEIERSTRASS sobre el máximo 
accesible ($ 26-4) nos encontraremos que ni tan sólo es aplicable la de- 
mostración vista para el teorema extremal del método variacional cons- 
tructivo (Cap. XXVIII, nota X-4, b), pues es fácil ver que la familia de 
todas las funciones continuas normalizadas no es equicontinua (Cap. 
XXVIII, nota X-4, c), ni compacta.* Aun existiendo el extremo superior 
», de J, según antes b) hemos visto, si se elige una sucesión {Q} de modo 
que rı — J (qa) < 1/2", es ciertamente J(u.) —> rı; pero la sucesión ¿qt 
puede no ser convergente. Tampoco podemos aplicar el método de la suce- 
sión parcial convergente (Cap. XXVIII, nota X-4, b,c) porque la familia 
de las funciones normalizadas no es ni equicontinua ni compacta. 

Para poder aplicar dicho método de la sucesión parcial convergente, 
lo que equivale a operar en un espacio compacto en sí (Cap. XXVIII, nota 
X-4, a), nos referimos a las funciones emanantes (Cap. XXVIII, nota 
IX, c) de un núcleo continuo k(”,s) con coeficientes g(s) de norma uni- 
formemente acotada, es decir, a las expresadas así: 


* Obsérvese que tampoco es uniformemente ncotndn. Aun a pesar de estar uniforme- 
mente acotada, no es equicontinua ni compacta la familia de funciones continuas definidas 
= 1—n|r| para |r| < 1/n, 
asi en (1l; 4-1): f, Cr -f ` 
l nír) l = 0 „ Tlrl| > 1/n 
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[Ap. 11-58] f(r) = Sfk(r,s)g(s)ds , llg(s)|] <m 

Para éstas vale: 

TEOREMA 1. — Forman familia equicontinua, uniformemente acotada, 
y, por tanto, compacta (teorema de ARZELA, Cap. XXVIII, nota X-4, e) 
todas las funciones emanantes [Ap. 11-58] de un núcleo continuo k(r,s) y 
coeficientes g(s) de norma uniformemente acotada. 


En efecto, si llamamos Ak = k (r”, $) —k(r”, $), por la desigualdad de 
CAUCHY-SCHWARZ es: 


[£(1) — £(1)* = [SAk.g(s)ds]* < S[AkT%ds . STg(s)Tds , 


y por la continuidad uniforme de k(r,s) (teorema de HEINE, $ 65-3, 
nota 2) es [Ak]? < e'/m para todo par |r'—r”]|<ó, conservándose 
S[g (s) l'ds < m, luego |£(1")—1f(+”)| < e, cualquiera que sea la g(s), 
con la sola condición ||g(s)|| < m, como queríamos demostrar. Análoga- 
mente la familia es uniformemente acotada, pues 


[£(1)]P < S[k(Cr, s)]*ds . S[g(s)]'ds < mM? , 
si |k(r,8s)| < M. 


La demostración de que la forma cuadrática integral J(q) admite un 
máximo la haremos mediante el núcleo iterado [Ap. 11-19] que ahora de- 
signamos 


[Ap. 11-59]  k(r,t) = K(r,t) = Sk(r,8)L(s,t)ds = k(t,1) , 

aquí también simétrico. Si en la forma cuadrática integral correspondiente: 
[Ap. 11-60] J(p) = S$k(r,t)p (7) p(t)drdt ; Slo(r)Jdr=1 ; 
se sustituye [Ap. 11-59], se obtiene la expresión: 

[Ap. 11-61] J(p) = STSK(r,s) y (7) dr]édes , 

y por tanto, para cualquier función ¢ (r) es J(ọ) > 0. 


Vamos a demostrar primero el teorema del máximo para J(), es de- 
cir, vamos a demostrar que entre todas las funciones normalizadas q(r), 
existe una p(r) que satisface las dos condiciones siguientes: 


Sle(r)]idr=1 ; J(6) >J(0) 
Como en [Ap. 11-57] se demuestra que existe el extremo superior 
u >0 de J(q) (pues suponemos k(r,s) no idénticamente nulo); sea en- 


tonces una sucesión yy, (7) de funciones normalizadas tales que J (Fa) > 
—> pu. A partir de estas Yn, introduzcamos: 


[Ap. 11-62] Or (r) = ic s)y,.(s)ds , 
VI (Fa) 


que vamos a demostrar es normalizada y tal que J (œn) > p. 





Es normalizada, porque de la definición [Ap. II-62] y la expresión 
[Ap. II-61], se deduce: 


Tosi a -SISK (r, 9) wa (9) delár = 1 


n 





Por otra parte, la misma expresión [Ap. II-61] aplicada a œ„(r), 
teniendo en cuenta [Ap. 11-62] da: 


Jlo) = S[SK(r, 8) o, (7) dr]*ds = 


O O 
J (wr) 
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Si esta última se multiplica por Sy, ds = 1, y se aplica la desigual- 
dad de CAUCHY-SCHWARZ se obtiene: 


1 





Jlo) > E [S va (s) de Sk (7, s) dr Sk(r, t) y, (t) dt]? = 
Wa 

= — t [SS (8) Ya (t) dsdt fk (s, r)k (r, t) dt]? = 
J (Fa) 

= jg MIEG Drle) (dsdi = Tir), 


teniendo en cuenta [Ap. 11-59], [Ap. 11-60] y que el núcleo es simétrico, 
_ Puesto que J (Y) >, siendo J(w.) >3J(Y»), debe también tender 
J(w,) a su extremo superior p como queríamos demostrar. 

Ahora bien, las w.(r) son emanantes [Ap. 11-62] del núcleo k(r,s8), 


A 
transformadas de la sucesión Jw,(8)/VJ(Ww.)+ y aplicando a ellas el 
anterior teorema 1 de compacidad (cfr. Cap. XXVITI, nota X-4, c), existirá 
una sucesión parcial uniformemente convergente lim,w, = , continua co- 
$ 


mo las ©» , tal que por la continuidad de la forma J es J(0, )> J(®), 
' 4 


luego J(0) = pu, y el teorema del máximo accesible queda demostrado para 


la forma J (q). 

Por otra parte, si, en general, una forma integral cuadrática J (q) 
alcanza su extremo superior v, para la función normalizada «p,, puede 
demostrarse directamente que esa q, y ese número » = », satisfacen la ecua- 
ción integral: 


[Ap. 11-63] olr) = = Sk(r,s)o(s)ds , 


lo que, por ejemplo, podemos en particular aplicar a la forma J (p) para 
establecer: 


[Ap. 11-64] u(r) = Sk(»,s)9(s) de 

En efecto, sustituyamos J (p) < », con la condición Sf«q*dr = 1, por la 
más general: 
[Ap. 11-65] J(g)/Sgdr < » 


para toda g(r) de cuadrado integrable, pues es 


J(g/V Serdr) = J(g)/fgdr con S(g/V Sgidr)dr = 1 
En particular es: 
[Ap. 11-66] J(0)/1Sotdr = Ilg) =» 


Si se incrementa la función fija qı(r) poniendo qu(r) + tw(r) (con 
w(r) cualquier función fija continua) para valores reales de t se tiene 
una función real: 


Jn +tw) = SS$k(r,8s) [q.(r) + tw(r)] [q.(s) + tw(s) ]drds = 

= J (q) + tSSk(r, 8) [or(r)w(s) + quis) w(r) ]Jdrds 4- tJ(w) , 
a la que puede aplicarse la acotación [Ap. 11-65], dando: 
J(p + tw) < MS (p 4 tw)"dr = [14 2tSp.(r)w(r)dr + tSwdr] , 
y teniendo en cuenta [Ap. 11-66], por la simetría k(r,s) =k(s, 1), queda: 
2+[ $ Sk(r, s) pr(s) w(r) dsdr — $41 (1) w(7) de] + €[J (w) — »,$w?dr]< 0. 


De una relación de este tipo ta 4- Bf < 0, se deduce que a debe ser 
nulo, pues de lo contrario sería posible encontrar t suficientemente peque 
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ño y de adecuado signo para que t(a + tf) fuese positivo. Desde luego, 
debe ser entonces ĝß < 0, lo que ya ocurre en la anterior por [Ap. 11-65], 
para g(r) =w(»). En definitiva, resulta: 


[Ap. 11-67] Slupi(r) — Sk(r,s)qu(s)ds]w(r)jdr=0 , 
condición válida para toda w(r) continua, que exige: 
[Ap. 11-68] vpi(r) — Sk(r,s)qu(s)ids =0 , 


pues siendo continuas k y «,, si en un punto Y. fuese esta expresión * 0 
(por ejemplo, valiese 2a > 0), en todo un entorno (p,q) sería >a, y eli- 
giendo w(r) = [r—p)(q—r) en (p,q) y nula en el resto del intervalo 
base, resultaría > 0 el primer miembro de [Ap. 11-67]. Conclusión: 


TEOREMA 2. — Toda función normalizada q.(r) que sea extremante 
de la forma J(ọ) satisface la ecuación [Ap. 11-68], es decir, es autofun- 
ción del núcleo k(r,s), con el número característico correspondiente 
n = J (q). n: 

Habiendo ya quedado demostrado que J (q) alcanza su máximo up para 
una función normalizada g$(r), el teorema 2 implicará que se cumple 
[Ap. 11-64]. 

De aquí resulta también que [Ap. 11-63) posee autovalores y auto- 
funciones, Sea en efecto: 


[Ap. 11-69] y(r) = a(r) + a fk(r,s)a(s)ds , 
u 


y entonces, si y,(r) =0, la misma p(r) es autofunción de [Ap. 11-63] 
con el autovalor —1yh. Si en cambio y.(r) no es idénticamente nula, 
teniendo en cuenta su definición [Ap. 11-69] pongamos: 


A fi(r, 8) ple) de = 
vu 
= Ts s)6(s)ds + —¿— SISk(r, s)k (8, t)ds]a(t)dt = 
= — fkir,s)pls)ds + —-— SElr, tja (tdt = 
Vu B 


1 
vu i 


donde luego hemos aplicado [Ap. 11-59] y [Ap. 11-64]. Teniendo de nuevo 
en cuenta [Ap. 11-69] se obtiene: 


Sk(r,8) yu(s)ds = Vu (r) , 
y normalizando Y, mediante: 
qı(r) = y. (r)/v Sydr 
resulta finalmente: 
[Ap. 11-70] Vip (7) = Sk (r,s)or(s)ds , 
y por tanto la función normalizada q.(r) es autofunción de [Ap. 11-63] 
con autovalor 1/yp. 


Si se multiplica [Ap. 11-707 por q.(r) y se integra respecto de r, 
se obtiene: 


[Ap. 11-70] vp = Vujpřdr = fSk(r,8) g(r) q.(s) drds = J (p) , 


es decir, el valor de J (qı) es el número característico Vu de qı(r), que va- 
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mos a ver es máximo de la forma cuadrática J(q). En efecto, mediante 
la expresión [Ap. 11-61] y la desigualdad de CAUCHY-SCHWARZ, teniendo 
en cuenta que p es el máximo de la forma J (q), resulta: 


[Ap. 1-71] p>3(q)= S[SK(v, 8) ptr)dr]tds . Sotds > 
> [S$k(r,8) 9 (r)p (s)drds1? = [J (qp)]* 
Si hubiese resultado y,.(r) =0 en [Ap. II-69], aparte de ser ya 
J(5) =— vh, mediante: 


war) = 5(r) — —}-fk(r,s)p(8)ds , 
vu 


[no idénticamente nula, por no serlo la función normalizada $(»)], se 
obtendría del mismo modo otra autofunción normalizada «.(r) con 


J (q») =—vu=J(0), mínimo de J(q) en virtud de [Ap. 11-71]. 
Por tanto, queda demostrado: 


TEOREMA 3. — Toda forma cuadrática integral J(q) dada por 
[Ap. 11-56] para un núcleo continuo simétrico k(r,s) =k(s, r) tiene su 
extremo en valor absoluto accesible, verificándose también para dicho ex- 
tremo el teorema 2. 

Si J(q) toma sólo valores positivos (en forma cuadrática integral 
definida positiva, $ 63-7) el extremo superior accesible, o sea, su máximo 
» >0 es número característico. Análogamente, si J toma sólo valores 
negativos (es forma cuadrática definida negativa), su mínimo v»,<0 es 
número característico. Si J toma valores de uno y otro signo (es forma 
cuadrática integral indefinida, $ 63-7) su extremo en valor absoluto 
lvl es accesible y proporciona una autofunción q.(r) de número caracte- 
rístico Y. Para determinar las demás autofunciones, veamos la sencilla 
relación que debe unirlas, 


d) Ortogonalidad de autofunciones. — Cualesquiera que sean los sig- 
nos de dos autovalores 174% O de sus recíprocos » 3% Y (números carac- 
terísticos), como sus correspondientes autofunciones satisfacen por defini- 
ción las identidades 

ve (r) = $k(r,8) pu(s)ds , vepalr) = Sk(r,8)qu(s)ds , 
multiplicando respectivamente por qa(r), qu(r) y restando, resulta: 
(A —)q (rar) = Sk(r, 8) q. (s) pa(r) ds — $k(r, 8) qa(s) p.(r)de ; 
integrando respecto de r los dos miembros, resultan en el segundo dos 
integrales dobles cuyos integrandos toman valores iguales en puntos simé- 
tricos (r,s), (s,r) respecto de la recta r=s, por ser k(r,s) =k(s, 1); 
y como el cuadrado en que ambas están definidas es simétrico respecto de 
esta recta, ambas integrales son iguales, luego: 

(r: —Pr:) (qı. 9) = 0 , de donde (q...) = 0 


Más general: 
TEOREMA 4. — Las autofunciones correspondientes a autovalores dis- 
tintos de un núcleo simétrico sobre un campo simétrico de integración for- 


man un sistema ortogonal; y si están normalizadas por la condición 
[qa]? = 1, el sistema es ortonormal. 


Si q fuera autofunción de número característico imaginario », será 


también autofunción correspondiente al conjugado v la conjugada 9, pues 
siendo k(r,s) real, la igualdad [Ap. 11-63] también se verifica para los 


valores conjugados y y »; pero la ortogonalidad: 
fọ gdr = Slol*dr = 0 
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está en contradicción con el valor 1 de esta integral (cfr, $ 63-5). Por 
tanto: 


TEOREMA 5. — Todos los autovalores de núcleo real simétrico son 
reales, pudiendo tomarse reales las correspondientes autofunciones. 


e) Autovalores múltiples. — Cabe que a un autovalor 1 correspondan 
dos autofunciones q:, qa linealmente independientes ($ 68-4), es decir: 


pur) = 2¿$k(r,s) pruls)ds , quí(r) = ASk(r,s) p.(s)ds `. 


Sumando estas igualdades, multiplicadas por constantes C, y Ca, 
resulta: 


cprlr) + c.po(r) = ASk(»,s)[ciprls) + copals)]ds , 


es decir, todas las funciones cip: + c: son autofunciones correspondientes 
o (como también diremos) homólogas de A; y si no hay más diremos que A 
es autovalor doble y, en general, se dirá n-ple si le corresponden n auto- 
funciones linealmente independientes q;, Pz, ..., (Pn, y por tanto, todas las 
del espacio n-dimensional Cgi + ... + Cru(pn. Como funciones correspon- 
dientes al autovalor A elegiremos en csta familia n ortogonales entre sí 
($ 97-4) para ubicarlas en la sucesión que vamos a formar, y en esta 
sucesión o espectro de autovalores, escribiremos cada uno tantas veces 
como indique su orden de multiplicidad, el cual, como pronto veremos (teor. 
6), es finito. 


) Formación y distribución del espectro de un núcleo simétrico. — 
Establecida la ortogonalidad de las autofunciones, nada más fácil que 
determinarlas todas, por método inductivo, a partir de la ya obtenida como 
homóloga del número característico v,, extremo de J. 

Para ello, restrinjamos la variabilidad de las q con la nueva con- 
dición (p . p.)=0, y suponiendo J definida positiva, en el campo así 
reducido alcanzará J un máximo Y. > 0; pero siendo Ys < Y. (pues ”, era el 
máximo en campo más amplio), resulta el segundo autovalor A. > A. Con- 
sideremos ahora las funciones q ortogonales a (p, y q», y sea Ys el máximo 
de J en ellas, siendo, por tanto, Y, < Va; y así puede proseguirse, obteniendo 
la sucesión de autovalores: 0 < ħı < ħa < ñs S< ... Observemos que el mé- 
todo equivale en E, a restringir la superficie esférica de direcciones a la 
circunferencia ecuatorial, y después a los extremos de un diámetro; en E, 
equivale a que la esfera |q|? — 1 vaya reduciéndose hasta llegar a la di- 
mensión ... 2, 1,0, En nuestro caso, si el núcleo no es disociado, el proceso 
es infinito (Ap. I1-4, a, teor. 2). 

Si J es definida negativa resultará, por simple cambio de signo de J, 
o por obtención de mínimos en vez de máximos, una sucesión de autova- 
lores 0 > àa > d-a > ha 2n.. 

Si J es indefinida resultará una sucesión ordenada por valores abso- 
lutos decrecientes de los números característicos |r| > Jea] > Pl >.. 0 
creciente de los autovalores 0< lA] < de] < llo] < .... De elos, acaso 
haya sólo un número finito de determinado signo, pero luego veremos 
(Ap. I1-4, a, teor. 2) que no pueden ser finitas las de uno y otro signo 
si el núcleo no es disociado. 

Puesto que las autofunciones «q.(s) del núcleo k(r, 8) son ortonorma- 
les en (0; 1), parece natural aplicar la desigualdad de BeEssEL ($ 97-2 a) 
a este núcleo como función de s, siendo sus componentes, o sea, sus c.F. 
(funciones de 7r): 


Cn = Sk(r,8)on(s)ds ; Se < S[k(r,s)]%ds ; 


pero si »”, es el número característico de ọn, esta integral que expresa 
Ca, según [Ap. 11-63] coincide con Y.pn(r), luego: 


[Ap. 11-72]  3»"Ton(r)J? < S[k(r,s)'ds , (n=1,2,...,m) , 
e integrando respecto de r en el intervalo (0;1): 
Ss <S Ikr, o|] y, (m=1,2,... m) , 
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acotación válida para todo m, lo que no podría ocurrir, si al crecer m 
indefinidamente, tuviese la serie resultante del primer miembro un núme- 
ro infinito de términos iguales, de donde obtenemos: 


TEOREMA 6. — El orden de multiplicidad de cada Y, (o del autovalor 
An) es finito; pero al variar n, ese orden puede llegar a superar cualquier 
número. 

Corolarios inmediatos son también: 


TEOREMA 7. — Es finito el número de Y. superiores, en valor absoluto, 
a una cota prefijada, es decir, excluido un entorno del origen, sólo hay 
un número finito. Por tanto, es finito el número de autovalores en intervalo 
finito. 


TEOREMA 8. — Si el núcleo tiene infinitos autovalores (tal sucede si 
no es disociado, como pronto veremos, Ap. IÍ-4, a, teor. 2) converge la 
suma de cuadrados de sus recíprocos (números característicos) y es: 


00 
[Ap. 11-73] vé < |lk(r,8)|] , limaa] = 0 , limh] = œ% 
n=0 


Como la condición [Ap. 11-68] es necesaria pero no suficiente para 
extremar la forma J, cabe pensar que haya autofunciones no extremantes, 
cmitidas, por tanto, en el proceso extremal inductivo antes explicado, y aun 
cabe suponer que no sea numerable el conjunto de autofunciones, o que 
aun siéndolo no haya quedado agotado por la sucesión q,. Los tres temo- 
res se desvanecen por el absurdo, suponiendo otra autofunción «qe de 
número característico Y la cual será, según (d), ortogonal a todas las Qa. 
Supongamos, pues, una función continua normalizada «po ortogonal a las 
qn (n=1, 2, ...) y sea J (qp»)) = o, tal como hemos visto en [Ap, 11-70]. 
Como v, es el máximo en valor absoluto de todos los valores J (q) sobre la 
esfera ||? = 1 es [ro] < |r]; pero siendo o ortogonal a «p, está en el es- 
pacio reducido que todas las ortogonales a q, forman (cfr. Ap. I, h, teor. 
13), y por tanto, |vo] < |».], etc. En virtud de [Ap. 11-73] el número |vo] < 
< |»,| debería ser nulo, contrariamente a su significado Y = 1/%; si 
el núcleo es disociado, existe ya un número finito de números caracte- 
rísticos (Ap. 11-4, a, nota), que pueden obtenerse por el método extremal 
antes explicado. En definitiva: 


TEOREMA 9, — La sucesión An formada por el método extremal induc- 
tivo antes explicado, es el espectro de todos los autovalores del núcleo. 

Así, el conjunto de autovalores es esencialmente discreto; pero si el 
campo de integración es infinito puede resultar continuo y cesar la orto- 
gonalidad demostrada en (d) (cfr. Ap. II-5, f). 


4. Desarrollos en serie de los núcleos simétricos y de sus emanantes. 
— a) Núcleos desarrollables bilinealmente. — Si para cada valor de r 
el núcleo es desarrollable en serie uniformemente convergente de funcio- 
nes ortonormales fr(s): 


[Ap. 11-74] k(r,s) = kiBr(8) + koBals) + ..., 
los coeficientes k., funciones de v, están determinados por las clásicas 
fórmulas de EULER ($ 97-1, def. 2): 
k, (7) = Sk (r, s)fn(s) des , 

aquí sencillamente obtenidas al multiplicar ambos miembros de [Ap. 11-74] 
por a(s) e integrar respecto de s, en el segundo miembro término a tér- 
mino (§ 85-1, teor. 1). 

En particular, si las f,(r) son las autofunciones q, (+) del núcleo 
k(r,s), es por definición: 
[Ap. 11-75] Sk(r,s)onís)ds = rap) , 
luego: 

ka (r) = meo) , 
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y ahora el desarrollo supuesto en [Ap. 11-74] es bilineal, del tipo: 
[Ap. 11-76]  k(r,8) = %qs(r) qu(s) + vepelr) (8) + ... 


Bastará, pues, estudiar los núcleos de tipo bilineal [Ap. 11-76] según 
las autofunciones, con coeficientes que son los números característicos para 
agotar todos los posibles desarrollos en serie uniformemente convergente de 
autofunciones. 

Recíprocamente, si k(r,8) admite desarrollo bilineal uniformemente 
convergente: 

[Ap. II-76'] k(r,s) = Z Cn Qn (7) An (8) 

de coeficientes c, cualesquiera y funciones ortonormales an (s) cualesquiera, 
los c.F. son k,(») = Cran(r), es decir, aplicando al primer miembro de 
[Ap. 11-75], la [Ap. 11-76] con o, en lugar de ọn, al integrar término 
a término, resultará como segundo miembro c,an(r), expresando que 
On (7) es autofunción del núcleo y ca el correspondiente número caracte- 
rístico. Y así se obtienen todas las autofunciones y todos los números ca- 
racterísticos, pues si a(r), normalizada, es ortogonal a todas las 0 (7), 
aplicando [Ap. I1-76'] será 


Sk(r,s)ao(s)ds = 0, 
y por tanto, el primer miembro no valdrá vao(r) para %>40; es decir, 
a(r} no es autofunción. De aquí: 


TEOREMA 1. — Si el núcleo k (r, s) admite desarrollo bilineal [Ap. 11-76] 
uniformemente convergente respecto de una variable, siendo ortonormales 
las funciones (r), éstas son precisamente las autofunciones del núcleo 
y los coeficientes son los números característicos. 


_ COROLARIO. — Si la serie [Ap. 11-76] se reduce a un polinomio de n 
términos, es decir, si el núcleo es disociado : 


k(r, 8) = Zeron (r) Ba (8) , 


y si además las f, son las mismas funciones Gn formando sistema ortogo- 
nal, éstas son las autofunciones del núcleo y los coeficientes son sus Números 
característicos. 


NoTA 1. — Este corolario del teor. 1 resulta directamente reduciendo 
como se hizo en [Ap. 11-8], la ecuación: 


, »p(r) = $k(r,8)p (8) ds 
al sistema: 


vX, = Desku X; con kı; = SRadr , X, = SBipds 
pues siendo las ($, las mismas funciones a, en un sistema ortonormal, es 
kita f = 0 si i#ĵ , 


Sisi Za 
y resultarán como valores » los coeficientes C,, Ca, ..., Cmo 


Obsérvese que la mencionada reducción a sistema algebraico lineal 
demucstra que aun suponiendo el núcleo solamente disociado, éste admite 
una representación bilineal simétrica, subsistiendo así para núcleo diso- 
ciado las conclusiones que probamos para dicha representación. 


EJEMPLO 8. El núcleo disociado k (r, s)= r + s admite la representación 
bilineal simétrica k(r, 8) = c,0, (r) 0,(s) + cza: (7) 02(s), con 


a(r)=(1+ V8r)/V2+ V3,a=32(V3+2)/V3; 
a(r)=(1— V3r)/V2— V3, 0. =3(V3 —2)/V3. 


Ap. II -4 DESARR. DE NÚCLEOS SIMÉTR, Y SUS AUTOFUNCIONES 573 


Aplicación importante del mismo corolario es ver que un núcleo no 
disociado no puede tener un número finito de autovalores, 

En efecto, supongamos que k(r,s) tenga solamente m autovalores, o 
sea, m números característicos Y, y formemos con ellos el núcleo disociado: 


ko(r,8) = Y»pr(r)pr(s) + -.. + %mpn(r) qn (8) 

De la definición de autovalor y autofunciones mediante [Ap. 11-75], 
resulta que una autofunción de dos núcleos lo es de su suma y diferencia, 
y el número característico es suma o diferencia de los respectivos números 
característicos. Resulta, pues, que el núcleo k,(r,s)=k(r, s)—ko(r, 8) es 
idénticamente nulo, ya que el máximo y el mínimo de la forma cuadrática: 


S Sk,.(r, 8) y (r) y (s) drds 
son » —Y»,=0, Pn —Yn =0; luego k(r, 8)= ko(r, 8). Es decir: 
TEOREMA 2. — Condición necesaria y suficiente para que un núcleo 
tenga un número finito m de autovalores, es que sea disociado, es decir, bili- 


neal respecto de sus m autofunciones, con m coeficientes que son sus nú- 
meros característicos. 


b) Funciones emanantes de un núcleo. — Si f(r) es emanante de 
k(r,8s), es decir (Cap. XXVIII nota IX, c) transformada de la función 
continua g(s) por el operador k(s,r), o sea: 

[Ap. 11-77] f(r) = S$k(>,s)g (s) ds 


y designamos por ga los c.F. de g (r) respecto del sistema ortonormal ¿q,+ 
de autofunciones ($ 97-1 def. 2), los c.F. de f(r) se deducen muy senci- 
llamente así: 


fa = Síi(r)o.(r)dr = So(r)drSk(r,s)e(s)ds . 


Como es legítima la Dern erion de integraciones por la supuesta con- 
tinuidad (§ 86-2, teor. 2), resulta: 


fa = fg(s)dsfk(r,s)ga(r)dr , 


pero esta última integral, transformada de qm, es precisamente v,q, (8), 
por definición [Ap. II- 75] de autofunción; luego: 


[Ap. 11-78] fa = YSgls)onís)ds = "gn , 
de donde: 
TEOREMA 3. — Los c.F. respecto de las autofunciones del núcleo k (r, s) 


de la función emanante, o transformada de g (s) por este núcleo, son los c.F. 
de g(s), multiplicados por los respectivos números característicos. 

Inmediatamente ocurre preguntarse; 19) Si se verificará el desarrollo 
cuadrático ($ 97-3, def, 2): 


[Ap. 11-79] 0 = 90 + ro A ; 


20) ¿Podrá omitirse el índice 2, resultando la más estricta convergencia 
puntual? Así resulta, en efecto, de la hipótesis [Ap. 11-76] (que no se 
verifica para todo núcleo) pues siendo: 


f(r)= Sk(r,s)g(s)ds  k(r,8) = S3vpn (r)on(s) , 


con serie uniformemente convergente, es legítima la integración término a 
término (§ 85-1, teor. 1) para r fijo y 0< 8 < 1; es decir: 


f(r) = S3Mpr(r) Se(s)or(s)ds , 


y llamando g, a estas integrales (c.F. de g(s) respecto del sistema orto- 
normal 4q,)), resulta el desarrollo: 


[Ap. 11-80] Er) = Eagan (r) , Yun = (8. qm) . 
Mediante el método de SCHMIDT vamos a ver (teor. 5) que este des- 
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arrollo es válido sin exigir la restricción de suponer el núcleo desarrollable 
bilinealmente, y además probaremos (teor. 6) el desarrollo bilineal, menos 
exigente ($ 97-6, c,), en media cuadrática de dicho núcleo. 


c) Resolución de la ecuación integral general de segunda especie de 
núcleo simétrico. — Si damos a 2 cualquier valor numérico distinto de los 
autovalores Àn, carece de solución la ecuación homogénea; pero en cambio 
admite solución única continua (Ap. II-2, d), como vamos a volver a probar 
y hallar, la no homogénea: 


[Ap. 11-81] x(7) — 1$k(r,s)x(s)ds = h(r) 


Comenzando por la unicidad, si x(»”) es solución de [Ap. 11-81], es 
decir, si x(r) —h(r) es su transformada por el núcleo )k(r,s), y Hama- 
mos ĉc, a sus C.F, y h, a los de h(r), los de x(») serán ca + hn; y por teor. 3 
debe ser: 

Adm 7 La Ahn 
1—, MR 


La única solución continua posible es, por tanto, 


[Ap. IT-82] x(r) =h(r) + Serpalr) , [+ = 7 | 


pero, ¿convergerá esta serie?; y si converge, ¿será solución ? 
La convergencia absoluta y uniforme resulta observando que para 
n —> œ% es (Ap. II-3, teor. 8): 
ey TTA 1 2 
ht >1 , y por tanto: 7 < py > M>m), 
luego es mayorante la serie: 
2/2/3105] + [hn] . lon(rl >, 
cuya convergencia uniforme será demostrada en [Ap. 11-88]. Si se susti- 
tuye la serie [Ap. 11-82] en la ecuación integral. la satisface, pues por 
definición de n se cumple [Ap. 11-73] y por el teor. 3 y la convergencia 
de la última serie, es: 





6 = Ha Ri , QG = 








SE(r,9)h(s)ds = 3 EH, 
de donde: 
ASK(r, 8)x(0) de =9Sk(r, 8) [h(s) +3 +07 0a(s)]ds = 
= AY Anto) +15 er ON = Depa (r) = x(r) — h(1) 


Así queda demostrada la existencia de solución única continua, con la 
fórmula [Ap. 11-82] para calcularla, 

La solución [Ap. 11-82] puede escribirse en forma explícita, sustitu- 
yendo las expresiones de 


oa = >y Sh(8)0x(s) de, 


An 





dando: 
[Ap. 188] xe = ho) aA a eD. aoas 
o sintéticamente, adopta esta forma correlativa o dual de la ecuación 
[Ap. II-81]: 

x(r) = h(r) + 1$K(r,8,2)h(s)ds , 
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donde este núcleo K, llamado resolvente de la ecuación o recíproco del 
k(r, s), es: 
[Ap. 11-84]  K(r,s,}) = a O 
lu —A 2.— A 
Esta es la descomposición en fracciones simples del “núcleo de FRED- 
HOLM” vista en Ap. 11-2, d, 


d) Método de SCHMIDT y desarrollos en serie. — Está calcado en el 
seguido para la descomposición de una forma cuadrática algebraica en 
suma de cuadrados, o sea, la reducción a forma canónica (§ 63-7). En 
efecto, obtenida la autofunción œ, con número característico »,, para el 
nuevo núcleo simétrico 

k,(7,8) = k(r,s) — r: (r) (8s) , 
la forma cuadrática de coeficiente kı(r,s) toma el valor: 
Jı = J — rf fo (r)o(s)p (7) (s)drds = J — rA? ; 
(Ai = fo(r)e(r)dr) , 


y obtenido para k,(r,s), supuesto no idénticamente nulo, el número carac- 
terístico máximo və, con su correspondiente autofunción «q», pondremos: 


k,(r,s) = k.(r,8) — vopalr)als) ; Ja= Ji — MAS 

Sin embargo, hemos de probar que también », es número característico 
y (qa es autofunción del núcleo primitivo k(r,s). En efecto, por hipótesis: 
[Ap. 11-85] vapa (r) = Sk.(r, 8) pa(s)ds == Sk(r,s) p.(s)ds — 

— vı (r) SJ o(s) pa(s)ds Ś 
Multiplicando por q.(r) e integrando, resulta (pues q. está normalizada) : 
vaf g(r) palr3dr = S Sk(r, 8) :p(7) pa(s) drds — »Sq(s) po(s) ds = 
= Sqats) [Sk(r, 8) q.(r)dr — ver(s)]ds , 


donde el último corchete es nulo por ser » número característico y Qı 
autofunción del núcleo k (r, 8) y por tanto q. y «q. son ortogonales. Esto 
anula el úitimo término de [Ap. 11-75] y ésta misma prueba entonces que 
v, es número característico y qa autofunción del núcleo k(r,s). De la mis- 
ma manera demostraríamos que si kz(r,s) no es idénticamente nulo, su 
existente (Ap. II-3, c) número característico Y y autofunción q. lo son 
también del núcleo k,(r, 8) y por tanto del primitivo k(r, s). 


Para ver si el núcleo k(r,s) es desarrollable en serie bilineal, forme- 
mos la diferencia: 


[Ap. 11-386] k,(r,s) = k(r,s) — [Mprlr)or(s) + ... + Moutr) or(s)] 


y con este núcleo construyamos la siguiente forma bilineal para cualquier 
par de funciones normalizadas a(r), B(r): 


Ila, B) = SSka(r,8)a(r)B(s)drds , 
en particular: 
I (a, a) = Ja (a) 
De la identidad: 
I,(a+8B30+8) = I,(0,0) + 21,(0,B) + 1,(8,B) , 
resulta: 
Jala +B) = Jala) + 2L, (048) + Jn(B) , 


y por ser |Yn+:] el valor máximo de |J,| (Ap. II-3, f), resultan las acota- 
ciones: 


| Ja(a)| < | Pan | , | Ja (B) | < | Pana | , |J, (a +8B)| < raal 
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Por consiguiente, el sumando restante es: 
|1,(0,8)] < 2] Pr]; 
y como estos números tienden a cero (Ap. II-3, teor. 8), resulta este lema 
que pronto utilizaremos: 


TEOREMA 4. — Para n > 00, la forma integral bilineal 1,(a, B) de nú- 
cleo k,(r,s) dado por [Ap. 11-86] y funciones normalizadas cualesquiera 
a(r), P(r) tiende a cero. Lo mismo sucede si au, (r), Br(r) dependen de n, 
pero sus normas están acotadas, 

Prescindiendo de la hipótesis [Ap. 11-76], he aquí la demostración 
rigurosa del importante desarrollo en serie [Ap. II-80] de las funciones 
emanantes del núcleo k(r, 8), es decir, del tipo: 


f(r) = f/k(r, s)g(s) ds 


Si ga son los c.F. de g(r) respecto de las autofunciones de k(», s), los 
c.F. de la transformada f(r), según teor. 3, son fa = Pa gn, y para estudiar la 
convergencia de la s.F. de: 


f(r) ~ Zfapa(r) = EPagaPh(r) , 
acotemos su resto mediante la desigualdad [96-4] de CAUCHY-SCHWARZ: 
[Ap. 11-87] Dg pr lr) +... + vgapalrd 1? < 
< (gè +... + gêr lol) +... + vlo (r) }. 
Como converge 5g;? (desigualdad de BESSEL, § 97-2, a), desde un 


p, es: 
gè +. +gé<e ; 


y si M es la cota de | k(r,s)|, por la convergencia de la serie [Ap. II-72] 
con suma < M*” para todo r, también tiene esta cota el último parénte- 
sis de [Ap. 11-87]; luego converge uniformemente para todo r la serie: 


[Ap. 11-88] ngg: (r) + vg:pa (r) + ..= y(r) , 


y su suma y(r) es continua. Para ver que esa suma es precisamente la 
función dada f (+), escribiremos las sumas parciales en forma de integral: 


yn (r) = fi 577 (r) mile) [eoa , 
i=l 
mientras: 
f(r) = fk(r,s)g(s)ds , 


y para aplicar el teor. 4 construiremos la forma bilineal mediante una 
función an de norma acotada: 


SJantr)[£(r) — ya(r)ldr = Santr)drSk.(r,s)g(s)ds = 
= SSk,(r,s)an(r)g(s)drds , 
forma bilineal I, (an, g) que tiende a 0 para n > œ., En particular, elegida 
a(r) = f(r) —y,(7), cuya norma es |lan||<||£||, entonces por el teor. 4 
y [86-1] es: 
limf [f (r) — ya(r) dr = S[£(r) — y(r)Vdr =0 , 


y por la continuidad de f y y debe ser y(r) = f(r), quedando así demostra- 
do el desarrollo [Ap. II-88] de f(r). Es decir: 


TEOREMA 5. — Toda función emanante del núcleo simétrico continuo 
k(r,s), transformada de una función continua g(r), admite este desarro- 
llo uniformemente convergente en serie de FOURIER, según las autofuncio- 
nes del núcleo: 

[Ap. II-89] f(r) = 51191 Pa (1) » Yn= Sglr) qn (7) dr 


¿Será legítimo pasar de [Ap. 11-86] al desarrollo en serie de k(r, 8) ? 
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No con convergencia puntual, pero sí cuadrática. Para ello, formemos el 
núcleo iterado k*(r,t) aplicándole el desarrollo [Ap. 11-89] como función 
emanante de k(r, 8), es decir, llamando: 


: k,(t) = S$k(r,t)pn(r)dr , 
será: 


[Ap. 11-90] k’(r, t) = fk(r,s)k(s,t)ds = 3Yk, (1) pr[r) , 
y como por definición de », y simetría de k(r,s) es: 
k,(r) = Sk(s,r)q.(s)ds = vor[r) , 


k(r,r) = Zr Ton (r) 1? , 
tendremos: 


k?(r, 1) — Ir? (1078... + "lo. (r)1 > 0 paran > 0 ; 
y poniendo k*(r,r) en su forma integral, esta diferencia se puede escri- 
bir así: 
S[k(r, 8) ]%de — 2 3» *Tp.(1)1? + greipi >o, 
que es el desarrollo de: 
S[k(r,s) — Sv.p:(r)q.(s)]'ds >0 , G =1,2,..., n) conn > © , 


como se comprueba desarrollando el cuadrado y simplificando; importante 
resultado que enunciaremos así (§ 97-3): 


TEOREMA 6. — Todo núcleo continuo y simétrico es desarrollable cua- 

dráticamente en serie bilineal de sus autofunciones: 
2 

[Ap. II-91] k(r,s) = Zr: (r)p: (s) , 

Fácilmente se deduce de [Ap. II-90], al ser 

k,(t) = Sk(r,t)pn(r)dr = vuqn(t) 
kè (r, t) = Span (r)on(t) , 

y reiterando el procedimiento, resulta el hecho sorprendente: 


que 


TEOREMA 7. — Los núcleos iterados admiten el siguiente desarrollo en 
serie absoluta y uniformemente convergente respecto de ambas variables: 


[Ap. 11-92] k"(r,8) = 3": (ripils) , (m > 2) , 


y sin embargo para m = 1, debemos conformarnos con el desarrollo cua- 
drático [Ap. II-91]. ¿Qué condiciones deben imponerse al núcleo para que 
sea válido el desarrollo [Ap. 11-91], pero con convergencia absoluta y uni- 
forme? La contestación la da el importante teorema de MERCER (1909): 


TEOREMA 8. — Basta que el núcleo k(r, s) sea continuo y definido (es 
decir, de autovalores de signo constante) o que a lo sumo tenga un número 
finito de autovalores de uno de ambos signos, para que entonces sea válido 
el desarrollo [Ap. 11-76] en serie absoluta y uniformemente convergente 
respecto de ambas variables. 

En efecto, si el núcleo k(r, 8) es definido positivo, entonces la forma 
cuadrática correspondiente J(p) es definida positiva (Ap. 11-3, f), de 
donde se deduce que k(r, 7) > 0, pues si para algún ro fuese k (ro, ro) < 0, 
sería fácil construir una q (r) para la que fuera J (p) < 0, contra lo supues- 
to. Si se aplica esto al núcleo definido positivo k, (r,s) (y por ello podemos 
admitir un número finito de autovalores negativos para k (r, 8) ), será 


ka(r,7) = k(r,r) — zraig (nP > 0 , 


que prueba la convergencia de la serie Sv: [ọ:;(r)]’, y por la desigualdad de 
CAUCHY-SCHWARZ: 


(S Vreg: (r) Vr. (s))? < (30975 (5.[0.(8) 13 
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queda también probada la convergencia de la serie 3»,p, (r) p:(s), absoluta 
y uniformemente en r y s, representando una función que por [Ap. 11-91] 
debe ser la k(r, s). 


5. Ecuaciones integrales de primera especie. Ecuaciones singulares. — 
a) Propiedades generales. — Cuando la función incógnita no figura fuera 
del signo integral, la ecuación de primera especie: 


[Ap. 11-93] Sk(r,s)x(s)ds = h(»r) 


plantea el problema inverso al estudiado en Ap. 11-4, b, es decir, cono- 
cida la emanante h(r) calcular la generatriz x(s). Pero hemos visto que 
si k(r,s) es continuo, resulta h(r) continua, aunque x(s) no sea conti- 
nua (§ 86-2, teor. 1° ); y por la regla de derivación bajo el signo integral 
(S 86-2, nota 4) resulta h(r) derivable si k(r,s) lo es; y si r es compleja, 
resulta 'h(») analítica ($ 115-9, nota 3), a pesar de que x(s) sea discon- 
tinua, definida en intervalo real. La familia de emanantes es, pues, mucho 
más restringida que la de generatrices, hecho nada sorprendente, pues en 
el algoritmo correlativo de las series funcionales >c,k,(r) poco interesan 
las singularidades de la sucesión de coeficientes numéricos y mucho, en 
cambio, la naturaleza de las funciones k, (7). 

Muchos y muy importantes son los resultados obtenidos en los tipos 
especiales siguientes: LAPLACE, FOURIER, STIELTJES, HILBERT, y algo dire- 
mos de cllos; históricamente importante es la ecuación integral de ABEL 
(c) una de las primeramente estudiadas. En cuanto al problema general 
[Ap. 11-93] los resultados más salientes obtenidos hasta ahora son éstos: 


a1) Si el núcleo es simétrico y Aa, qn, sus autovalores y autofunciones, 
toda serie: 


x(s) = nhan (Ss) , con ha = Sh(r)por(ridr , 
es la solución de [Ap. 11-93], como se comprueba sustituyendo, cuando 
sea uniformemente convergente. Es obvio que los h, (c.F. de h(»”)) deben 


decrecer muy rápidamente para que haya convergencia, pues Àn, —> % 
(Ap. II-3, teor. 8). 


a:) Si el núcleo no es simétrico, se forman (según E. SCHMIDT) 
núcleos simétricos adjuntos: 


k'(r,s) = fk(r,t)k(s,t)dt ; k”(r,s) = fk(t,r)k(t,s)dt ; 
y se prueba la existencia de valores A, y funciones «p,(r), v,(r) tales que: 


Pa (r) = MS k(r,8)n(s)ds , Pa(r) = MSk(s,r)ouí(s)ids , 
Pa (r) = den S k' (1, 8) pn(s) de , Valr) = ùn SK” (T, 8) y. (s) de , 
llegándose a este resultado importante: 


TEOREMA DE SCHMIDT (1907): Toda función fk(r,s)g(s)ds emanante 
del núcleo k(r,s) admite desarrollo uniformemente convergente en las qn 
(autofunciones de k'); y parejamente, toda emanante Sk(s,r)g(s)ds del 
núcleo k(s,r) admite desarrollo uniformemente convergente en las Y, (au- 
tofunciones de k”'). 

El núcleo k(r, s) admite el desarrollo Svnpn (r) Yn(s) si es uniforme- 
mente convergente en cada variable (llamando Y.=1/%M). El núcleo k 
queda univocamente determinado por los valores v, y por ambos sistemas 
ortonormales (entre sí independientes). 


da) TEOREMA DE PICARD (1910). — Condición necesaria y suficiente 
para que [Ap. 11-93] admita solución (L*), es que sea convergente la serie: 
SA hn? con ha, = Sh(r)o.(») dr 


b) Ecuaciones de primera especie tipo VOLTERRA: su reducción a ecua- 
ción de segunda especie. — Es el caso más sencillo de núcleo no simétrico, 
reduciéndose fácilmente, por derivación, a ecuaciones de segunda especie. 
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Así, la ecuación de primera especie, tipo VOLTERRA: 


[Ap. 11-94] [xxs 00) 


se reduce a una de segunda especie derivando respecto de r; pues aplicada 
la regla de derivación bajo el signo integral ($ 86-2, teor. 3”), es 


[Ap. 11-95] 1 k, (r,s)x(s)ds + k(r,r)x(r) = y'(r) , 
y llamando K (r,s) = k, (r,s)/k(r,r) , z(r) = y'(r)/k(r,r), resulta: 


[Ap. 11-96] x (7) f K(r,s)x(s)ds = z(5) , 


ecuación de segunda especie, tipo VOLTERRA, de resolución ya vista (Ap. 
I1-2, e). En el caso k(0,0) =0 sigue siendo [Ap. I1-95] de primera es- 
pecie y se puede seguir derivando hasta llegar a una ecuación de segunda 
especie si k,'” (0,0) 40. 

Nótese que esta reducción al tipo bien estudiado no es factible para 
un intervalo fijo de integración, pues al derivar no aparece el término en 
x (+) que tanto simplifica la resolución. 

Como corolario del método de aproximaciones sucesivas que da solu- 
ción única (Ap. II-2, cz) aplicado a [Ap. 11-95] si k(r,7r) +0, y teniendo 
en cuenta que en [Ap. 11-94] debe ser y (0)= 0, resulta: 


TEOREMA DE L. Roux. — Si y (0) =0 y en un intervalo (0,a) es 
k(»,r)%0, siendo continuas en él y'(r), k,(r,8), la ecuación [Ap. 11-95] 


admite una solución y sólo una, continua, en (0, a). 


c) Ecuación integral de primera especie de ABEL. — La cicloide tiene 
la propiedad braquistócrona, es decir, entre todas las rampas que pueden 
tenderse entre A y C para el descen- 
so de un grave (fig. 448), es la que 
exige el tiempo minimo (§ 1183-4, c): 
además, como veremos en seguida, es 
tautócrona, es decir, cualquiera que 
sea el punto inicial X Æ B, el tiempo 
invertido en llegar al punto más bajo 
B es el mismo. 

ABEL generalizó este problema 
así: Encontrar la curva tal que el 
tiempo invertido en llegar al punto 
más bajo sea una función prefijada 
f(x) de la altura xw, con la condición f 
f (0) =0. Fig. 448. 

Según la ley de BERNOULLI, la ve- 
locidad del grave que desciende desde la altura x, al llegar a la altura £, es: 


= VO = LH . -= , 


sen 7 








siendo T el ángulo que forma la tangente a la curva incógnita con el eje 
horizontal y. Luego, el tiempo S jdt, para llegar desde X hasta B, es: 


d 
z == * sen 7 
Obsérvese que para la cicloide de ecuación (cfr. $ 34-6, ejemplo 2) : 
= a(27 + x+ sen 27) , ¿ = a(l—cos 27) , 
es sen T= — Vt/ (2a), de donde: 


[Ap. 11-97] — = f(x) 
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[Ap. II-98] f(s) = y uN Te 5 


=] ia == Y 


independiente de 0 mostrando así que la cicloide es una curva 
tautócrona, 

La ecuación integral [Ap. 11-97] de primera especie (ecuación de 
ABEL, cfr. $ 106, ejercicio 9) cuya función incógnita es y (£) = 1/sen 7, una 
vez resuelta, determinará r como función de $. 

El núcleo es: 

= l/s —¢Ẹ para e , 
k(x,£) = = : P 


Este núcleo triangular es de tipo VOLTERRA, pero N pues es in- 
finito en la diagonal x = $, no siendo aplicable el método expuesto en 
(b) *. 


Sin embargo, la a de la ecuación: 


[Ap. 11-99] de A 


se logra muy fácilmente a la ley de reciprocidad que se observa 
en las ecuaciones de primera especie. Pongamos: 





¿YO = F(x) = V2gf(x) , F(0)=0, 





E p(z)dz 
. 11-1 = s 
[Ap. 11-100] e 
y permutando las integrales se tiene: 
z dé E p(ajdz _ Sa o dé 
o Va —¿ ve— A EE 


y como esta T en (z, A vale x según hemos visto en [Ap. II-98], se 
obtendrá con [Ap. II-100] la solución buscada de [Ap. II-99], adoptando 
p (2)= F (z)/x. Calculada así: y (£) = 1/sen r, resulta: 


tgr = w(i) = 1/Vly(8)1—1 , 
cuya primitiva nos da la ecuación y = y(£) de la curva. 
NoTA 2. Generalización de la ecuación de ABEL. — Más general que 
[Ap. 11-99] es la ecuación: 


z  y(é)di 
¡E O 0<A<D 
Teniendo en cuenta que es (Cap. XXIX, nota VII, cz, b=): 


E dé E IN oe _ n 
Í, (x — $)’ ($ — 2z) — Jo (1—t t? 7 Bip, 1—p) = sen pr” 


se deduce la solución: 


—_ sen px F (a) sen px £ F’ (z) dz 
y ($) — . (¿—a)*” + x J. (¿— 2)” , 


que comprende a la [Ap. 11-100] tomando p=3 ,a=0, 





* La amplitud del intervalo de validez de la serie de NEUMANN (Ap. II-2, cz) según 
la fórmula 1/M es nula; pero también lo es la dada por la fórmula de SCHMIDT A < 1/4 
(Ap. 11-2, c3), por ser divergente la integral doble [Ap. 11-26]. En cambio, si en el núcleo 
de [Ap. 11-98] figurase la raíz 4%, la regla 1/M daría radio nulo, mientras la de SCHMIDT 


da el radio ¿ yY3. 
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d) Resolución de tipos especiales. — La “transformación de LAPLACE” 
(Cap. XXIX, nota VIII) está definida por el operador 


[Ap. 11-101] L[x(s)] = Ser*x(s)ds = y(r) 


Si el intervalo es finito, se dirá de tipo HAUSDORFF, si es (0;00), 
de tipo L: o de LAPLACE; si es (—00; -p00), de tipo Ln o de MELLIN. 

En el tipo Lx (0; 00), la emanante de cualquier función real x(s) 
integrable es una función analítica definida por la integral en un semi- 
plano R(r) > a, que es todo el plano si esta “abscisa de convergencia” a 
es —0; o no existe, sia=+0 (Cap. XXIX, nota VITI, c). Dada una 
función analítica y(r) que cumpla ciertas condiciones de crecimiento de 
orden exponencial, la inversión se hace por la “fórmula de RIEMANN- 
MELLIN” (Cap. XXIX, nota VIII, l): 


1 c+ ivo 
[Ap. 11-102] x(s) =-1_ f e'y(r)dr 
2101 c— ¿00 


En el tipo (—0, +00) el campo de convergencia es la zona entre dos 
paralelas al eje imaginario, que puede abarcar todo el plano, o todo un 
semiplano, o no existir. La inversión, es decir, la resolución de la ecua- 
ción [Ap. II-101], viene efectuada por la adecuada “fórmula de MELLIN” 
para este caso. 

Cuando el núcleo es e'"* y el intervalo de s (—%œ, +œ) la transfor- 
mación [Ap. 11-101] y su inversa se llaman “de FOURIER” ($ 99-4): 


vi Lo o A xlejde = ylr) 


ai etrriy(r)dr = x(s) ; 

a e y(r) (8) 

y el tránsito de cada una a la otra constituye el “teorema de FOURIER” 
($ 99-2). 

Nótese que es lo mismo, adoptando is = t como variable de integra- 
ción, escribir el integrando en la forma de LAPLACE fe*x(t)dt, pero el in- 
tervalo es entonces (—100, +10), es decir, el eje imaginario. 

Poniendo ir = —t, la primera integral [Ap. I1-103] es de tipo Lrr, 
y su inversa es de tipo RIEMANN-MELLIN [Ap. II-102] ($ 99, epercicio 3). 

Se llama problema de los momentos con un intervalo finito o infinito 
a la resolución de la ecuación equivalente a la [Ap. 11-101]: 


ferx(s)ds=Y. , 
[(0; 1) HAUSDORFF; (0; 00) STIELTJES; (—-00; 00) HAMBURGER] 


Finalmente, tiene interés el núcleo singular k(r,s) =— 1/(r— s), que 
por haber sido estudiado por HILBERT en su clásica obra Grundzúge einer 
allgemeine Theorie der lineare Integralgleichungen (Leipzig, Teubner, 
1912), lleva su nombre, así como también la correspondiente ecuación de 
primera especie y su fórmula de inversión. Con (VP) valor principal 
(§ 80-4, def. 4) ellas son: 


l L p O asye) ; 


| La) f zo dr = x(8) , 


presentando, como todas las revisadas en este párrafo y la [Ap. II-100] 
de ABEL, sorprendente simetría. 


e) Otros tipos de núcleos. — LALESCO estudió los núcleos antisimétricos 
k(s,r) =—k(r, s); los de tipo k (r— s) siendo k función impar entran 
en esta clase; y sí es par, son simétricos. Todo núcleo k(r— 8) es, pues, 
suma de un simétrico y un antisimétrico ($ 23, ejercicio 7). 


[Ap. 11-103] 


[Ap. 11-104] 
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Interesantes son los núcleos simetrizables de SCHMIDT, MARTY, etc., y 
los definidos (de signo constante) estudiados por MERCER, HorrF, etc.; 
para estos núcleos ya hemos demostrado el teorema de MERCER (Ap. I1-4, 
teor. 8). HAMMERSTEIN logra esto en 1923 para todo núcleo con deri- 
vada uniformemente acotada. 

Otro teorema importante es el de WEYL: si a un núcleo se le suma otro 
De lA positivos, los de aquél se aproximan al origen; es decir, 
Kal S als 


f) Ecuaciones singulares. — Mayor importancia tienen los núcleos 
singulares, especialmente los del tipo g(x, y)|x — y|" , (0<a< 1). Es- 
tudio profundo de los núcleos singulares es el de CARLEMANN (Upsala, 
1923). 

Aunque el núcleo esté acotado, puede ser singular si el campo de inte- 
gración es infinito, pero la singularidad aparecerá al cambiar de variable. 
Ejemplo: es simétrico, continuo e integrable el núcleo: el"”*% en (—oo, 
+00), pero la ecuación de primera especie tiene como autovalores todos 
los números À > Ł, o sea, à = (1 + œ) :2, es decir, hay espectro continuo, 
y cesa la ortogonalidad, realidad, etc. Las correspondientes autofunciones 
son e""*, como el lector puede comprobar. De tales ecuaciones se han ocu- 
pado HARDY, TITCHMARSH, WEGNER, HOPF, etc. 

Las integrales singulares con núcleo de tipo CAuCcHY (cfr. $ 115-9), 
por su interés teórico y práctico, han sido últimamente detenida y profun- 
damente estudiadas por N. I. MUSKHELISHVILI y su escuela. Se plantean 
así: 

[Ap. 11-105] A(r)x(r) — ol Krs) x(s)ds = h(r) , 

xi Jy r—s 
donde A(r) y K(r,s) son lipschitzianas ($ 104-4), L es curva sin puntos 
dobles, formada por un número finito de arcos o contornos cerrados recti- 
ficables y A(s) + K(s,s) no se anulan nunca sobre L. 

Si K(s,s) =0 con A(s) 40, la [Ap. II-105] es una ecuación de 
FREDHOLM de segunda especie (Ap. I1-2, d): 


1 af K(r,s) —K(r,r) 
L 


A (r)x(r) — x(s)ds = h(r) 


mi r—8 


La ecuación adjunta a la [Ap. 11-105] es la 


1 K 
[Ap. 11-106] A(r)y(r) — - el A y(s)ds = g(r) 
xi Ju s—r 
Necesario y suficiente para que exista solución de la [Ap. II-105] 
es que: 
( h(r)y(r)dr = 0 , 
L 


Y 


donde y (r) es cualquier solución de la ecuación adjunta homogénea: 


1 K (s, r) 
AMEN = a f aep Tods 

Aplicación importante de este tipo de ecuaciones [Ap. II-105] es la de 
proporcionar la solución del problema de contorno llamado de HILBERT. 
Éste se refiere, dado en el plano complejo un dominio D, acaso multiple- 
mente conexo, cuyo contorno sea una curva L del tipo antes dicho, a 
hallar en D una función ğø(z) seccionalmente holomorfa de grado finito 

en %, tal que cumpla la condición de contorno: 


[Ap. 11-107] a(s) = G(s) (s) + g(s) 
sobre L, donde G(s) y g(s) son de tipo lipschitziano. Con p'(s) y q (8) 
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se indican los límites de (z) cuando z se acerca a un punto s de L, ya 
por la izquierda, ya por la derecha. Diremos que una función (z) es 
seccionalmente holomorfa con frontera o linea singular L, si 9(z) es 
holomorfa fuera de L y es continua a izquierda y a derecha de L con la 
posible excepcićn de los extremos c de eventuales arcos que formen parte 
de L, pero cumpliendo en el entorno de dichos extremos c la condición: 


Is(z)] < K/|z—ce|" con la] < 1 
Si en el entorno de 00 es ($ 117-2): 
+o 
(z) = ` ajz! 
j=—a 
diremos que 9 (2) es de grado finito en 0 si para un cierto k es a; = 0 
cuando J > k. Si k>0, es % polo de orden k de b(z); si k<O0, es oo 


cero de orden —k (§ 117-2). Si k < 0, entonces p(z) es seccionalmente 
holomorfa incluyendo œ, 


Según que g(s) sea o no sobre L idénticamente nula, el problema de 
HILBERT se llama homogéneo o no homogéneo. 


El problema de RIEMANN-HILBERT es hallar $ (2) =u + iv en el inte- 
rior de D y continua en D, cumpliendo las condiciones de contorno: 


R(a+1b)9* = au — bw = c 
sobre L, donde a, b, c son funciones continuas reales sobre el contorno 
L de D. De éste (para a=1, b=0) es caso particular el problema de 


DIRICHLET. El problema de RIEMANN-HILBERT se refiere al de HILBERT to- 
mando en éste: 
a — ib 2c 
A A 

El problema de resolver [Ap. 11-105] es equivalente al de resolver su 
parte dominante: 


ito” a A A o 
mi L r—8 
por ser k(r,s) = Eine) — KOT) núcleo ordinario, al haber supuesto 


K (r, s) lipschitziana. 
Si se pone: 
aE x(s)ds 
>) = pri L s=? 
PREMELJ ha demostrado que es: 
1 d 
TOETOE TO OOE 


m S — $0 
y entonces la [Ap. 11-108] se convierte en: 
A (so) [Ẹ* (s0) — 9 (s0)] + K(sy so) [9* (50) + $ (s.)] = h(so) , 
que es la [Ap. 11-107] del problema de HILBERT para: 
A (so) — K (so, Su) _ g (so) a = hes) 
A (s3) + K (so, s:) A ° a A (s) + K (s9, So) 
Así como la ecuación de FREDHOLM (donde el parámetro no es auto- 
valor) es siempre invertible con solución única (Ap. I1-2, d), la ecuación 


[Ap. 11-105] puede no tener solución, o tener varias, siendo importante es- 
tudiar cuándo tiene solución única, 





G (so) = 
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g) Sobre la equivalencia entre ecuaciones diferenciales e integrales. — 
En diversos ejemplos hemos visto la esencia del método general, que per- 
mite plantear en la ecuación integral de núcleo cuadrado los problemas de 
contorno (Cap. XXVIII, nota IX, e), y de núcleo triangular, los problemas 
de CAUCHY (Ap. I1-2, e.). Esta equivalencia tiene proyecciones más am- 
plias y el nuevo algoritmo presenta estas ventajas: 


12 Una sola ecuación sin condiciones accesorias sustituye al conjunto 
de condiciones necesarias para definir un problema de contorno o de 
CAUCHY, a saber: una o más ecuaciones diferenciales y dos o más condi- 
ciones lineales de contorno o iniciales, 


22 Al quedar englobadas en un todo esos tipos muy diversos de proble- 
mas, según sea el orden de las ecuaciones diferenciales, el número de va- 
riables y el número y tipo de las condiciones de contorno o iniciales, se 
evita la diversidad de métodos estudiados sucesivamente en el análisis 
clásico, quedando sustituídos por uno solo, cualquiera sea el número de 
variables. 


3% Esta unificación de problemas físicos tan diversos, como equilibrio, 
vibraciones de la cuerda elástica, la varilla, la viga, la membrana, la placa, 
expresados por distintos algoritmos, descubre una estructura conceptual 
común, progreso esencial para la filosofía natural. 


Como contrapeso de estas ventajas seductoras, que durante los prime- 
ros años del siglo hicieron soñar en el desalojo de las ecuaciones diferen- 
ciales por el nuevo algoritmo creado por LIOUVILLE, NEUMANN, FREDHOLM, 
VOLTERRA y HILBERT, no se ha avanzado apenas en la resolución de las 
ecuaciones integrales, quedando así relegadas al papel de sistematización y 
únificación de los diversos capítulos clásicos, que siguen siendo necesarios. 

En virtud del teorema de equivalencia (en sus dos aspectos vistos en 
Cap. XXVIII, nota 1X, e, y Ap. 11-2, e»), uno de los más importantes y 
bellos de la moderna matemática, ambos algoritmos son necesarios; uno 
para las propiedades existenciales y otro para el cálculo numérico, 


6. Bibliografía, — LAPLACE desde 1782; FOURIER y ABEL, en los 
primeros años del siglo XIX, son los primeros en resolver importantes 
ecuaciones de primera especie que llevan sus nombres. 

LIOUVILLE estudió ya en 1836 el tipo que a fines de siglo redescubrió 
VOLTERRA y obtuvo el desarrollo, hoy llamado “serie de NEUMANN” (dada 
por éste en 1900); en 1887, PAUL DE Bois REYMOND redujo las ecuaciones 
en derivadas parciales al nuevo algoritmo, que llamó “ecuaciones integra- 
les”. Poco después VOLTERRA estudió las de núcleo triangular y en 1900, 
KARL NEUMANN redujo el problema de DIRICHLET a una ecuación integral, 
que integró por la serie que lleva su nombre y cuya prolongación analítica 
realizó POINCARÉ en 1902. La teoría general empieza en 1903, cuando 
FREDHOLM resolvió la ecuación de segunda especie por la serie que hemos 
visto (Ap. 11-2, d); y HILBERT publica sus seis memorables trabajos 
(1904-10), en que, siguiendo la pauta de la geometría euclídea, desarrolla 
la teoría del espacio de las funciones de cuadrado integrable y métrica 
pitagórica, según también hemos visto (Ap. I1-3 y 4; $8 96 y 97). La teoría 
de HILBERT está expuesta en su obra de conjunto: 

D. HILBERT: Grundzüge einer allgemeinen Theorie der lineare Integral- 
gleichungen (2% ad., Teubner, Leipzig, 1924; reimpreso Chelsea, Nueva 
York, 1953). 

Su discípulo EHRARD SCHMIDT completó y modificó la teoría en mu- 
chos puntos, como hemos visto en nuestra exposición: dió el proceso de 
ortogonalización que también hemos expuesto (Cap. XVIT, nota II, c y 
$ 97-4), y el método de aproximación por núcleos disociados, al mismo 
tiempo que GOURSAT (1907). De progresos ulteriores (núcleos especiales y 
singulares. sistemas de ecuaciones, generalización a varias variables) algo 
hemos dicho anteriormente y puede estudiarse en los libros de la siguiente 
reseña bibliográfica. 
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La obra de HILBERT mostró la fecundidad del análisis funcional, ya 
iniciado en la célebre disertación : 

G. F. B. RIEMANN: Über die Hypotkesen welche der Geometrie zu 
Grunde liegen (Habilitationschrift, 1854; Ges. Werke, 2? ed., Leipzig, 1892; 
ed. de H. Weyl, Springer, Berlin, 1919), 
donde al tratar del problema de mínimo que constituye el principio de 
DIRICHLET, se hace referencia a un conjunto de “funciones que forman un 
dominio conexo cerrado”, neto concepto de análisis funcional, lo que toma 
cuerpo en sendas memorias de G, AscoLI (1883) y J. HADAMARD (1896-98) 
sobre curvas límites de una variedad de curvas. 


De ahí se pasa por V. VOLTERRA (1887) a tomar una función como 
variable independiente para definir una función numérica, prevaleciendo 
como nombre de esa correspondencia el de “funcional” dado por HADA- 
MARD al de “función de línea” dado por VOLTERRA, según éste mismo acepta 
en sus sucesivas obras: 

V. VOLTERRA: Leçons sur les fonctions de lignes (Coll. Borel. Gau- 
thier-Villars, Paris, 1913); 

V. VOLTERRA: Teoria de las funcionales y de las ecuaciones integrales 
e íntegro-diferenciales (Fac. Ci., Madrid, 1927); 

V. VOLTERRA: Theory of functionals (Blackie, Glasgow, 1930) ; 

V. VOLTERRA y J. PÉREZ: Théorie générale des fonctionnelles. 1. Géné- 
ralités sur les fonctionnelles. Théorie des équations intégrales (Col. Borel; 
Gauthier-Villars, Paris, 1936). 

Obras didácticas ya antiguas, aunque algunas remozadas en posterio- 
res ediciones, son: 

M. BOCHER: Introduction to integral equations (1909; 2% ed., 1926; 
Cambridge Math. Tracts n° 10); 

A. KNESER: Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der 
mathematischen Physik (1911; 22 ed., 1922; Vieweg, Brauschweig) ; 

H. B. HeyYwoop y M. FRÉCHET: L'équation de FREDHOLM et ses appli- 
cations à la physique mathématique (Hermann, Paris, 1912); 

T. LALESCO: Introduction à la théorie des équations intégrales (Paris, 
1912); 

V. VOLTERRA: Leçons sur les équations intégrales et les équations in- 
tégro-différentielles (Gauthier-Villars, Paris, 1912) ; 

G. VIVANTI: Elementi della teoria delle equazioni integrali lineare 
(Man. Hoepli, Milán, 1916; trad, alemana F. Schwank, Hannover, 1929). 

Buenos textos para un estudio bastante amplio y profundo sobre ecua- 
ciones integrales, son los incluídos en las obras de GOURSAT (citada en 
Cap. VI, nota VI-5, vol. III) y de COURANT y HILBERT (citada en Cap. XVI, 
nota IV-4) vol. I, así como en el curso; 

G.KOWALEWSKI: Integralgleichungen (W. de Gruyter, Berlin, 1930) ; 
o más brevemente en: 

G. HAMEL: Integralgleichungen. Einfúhrung in Lehre und Gebrauch 
(22 ed., Springer, Berlin, 1949), 

o en el libro de LICHNEROWICZ (citado en Cap. XVII, nota V-3). 

De carácter más elevado, incluye ecuaciones integrales y transforma- 
ciones lineales con sus teorías espectrales en espacios de HILBERT y de 
BANACH la obra de F. Riesz y B. Sz. NaAcY (citada en Cap. XXIV, nota 
IV-4). 

Excelente artículo de la enciclopedia alemana (citada en el volumen I, 
“Plan de la obra” - 3), editado separadamente, es: 

E. HELLINGER y O. TOEPLITZ: Integralgleichungen und Gleichungen 
mit unendlichvielen Unbekannten (Chelsea Publ., Nueva York, 1953). 

Estudia ecuaciones integrales de núcleo singular el trabajo: 

T. CARLEMAN: Sur les équations intégrales singulières à noyau réel et 
symétrique (Almquist, Uppsala, 1923). 

Presentación de los resultados fundamentales de la teoría de las eena- 
ciones integrales lineales con aplicaciones a las ecuaciones diferenciales de 
segundo orden, basada en la teoría de ITTILRERT y COURANT, es: 
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M. JANET: Equations intégrales et applications à certaines problèmes de 
la physique mathématique (Mémor. Se. Math. n° 101 y 102, Gauthier- 
Villars, Paris, 1941). 

En castellano, hay una elemental e instructiva introducción en el 
folleto 

J. M*. ORTS: Introducción al estudio de las ecuaciones integrales (Sem. 
Mat. Univ. Barcelona, 1941); 

y el libro de rico contenido, donde siguiendo a A. HAMMERSTEIN, se incluye 
el tema, eludido en obras anteriores, de las ecuaciones no lineales, impor- 
tante en las aplicaciones: 

F, NAVARRO BORRÁS: Ecuaciones integrales (lineales y no-lineales) 
(Cons. Sup. Inv. Cient.; Inst, “Jorge Juan”, Madrid, 1942). 

Entre los libros últimamente publicados sobre ecuaciones integrales, el 
más importante es el completo tratado 

W. SCHMEIDLER: Integralgleichungen mit Anwendungen in Physik und 
Technik. 1. Lineare Integralgleichungen (Akademische Verl., Leipzig, 
1950), 
donde además de la teoría clásica de las ecuaciones no singulares para las 
que subsisten los teoremas de FREDHOLM, se incluyen muchas clases de 
ecuaciones singulares, 

Sobre este tema y apoyándose en la teoría de las integrales de 
CAUCHY, que intervjene extensamente en las ecuaciones integrales singu- 
lares estudiadas por el autor y sus discípulos, está el libro traducido del 
ruso: 

N. I. MUSKHELISHVILI: Singular integral equations. Boundary pro- 
blems of function theory and their application to mathematical physics 
(Dep. of Supply and Development, Aer. Res. Lab., Melbourne, Australia, 
1949; Noordhoff, Groningen, 1953) ; 

Condicionada en su contenido por las investigaciones de su autor, está 
la obra cuya traducción del ruso trae muchos cambios, especialmente al 
tratar ecuaciones singulares: 

W. D. KUPRADSE: Randwertaufgaben der Schwingungstheorie und Inte- 
gralgleichungen (Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlín, 1956). 

Exposición de los teoremas fundamentales sobre ecuaciones integrales 
de segunda especie, es el breve curso, simple y claramente escrito: 

I. G. PETROVSKI: Vorlesungen úber die Theorie der Integralgleichun- 
gen (Physica-Verlag, Wiúrzburg, 1953; trad. de la 22 ed. rusa, 1951). Hay 
también traducción inglesa: Lectures on the theory of integral equations 
(Graylock Press, Rochester, 1957). 

Adecuado a lectores que sólo conozcan el cálculo infinitesimal elemen- 
tal, con numerosas soluciones numéricas elaboradas en detalle, que lo ha- 
cen apropiado para ingenieros, incluye ecuaciones diferenciales ordinarias 
y en derivadas parciales, y ecuaciones integrales, éstas aplicadas en par- 
ticular al estudio de vigas continuas: 

H. F. P. PURDAY: Linear equations in applied mechanics (Oliver € 
Boyd, Edinburgo y Londres; Interscience Publ., Nueva York, 1954). 

Para la resolución práctica de ecuaciones integrales está la monografía, 
que encabeza la colección “Ergebnisse der angewandten Mathematik : 

H. BÜCKNER: Die praktische Behandlung von Integral-Gleichungen 
(Springer, Berlín, 1952). 

Es interesante el nuevo método de resolución recientemente publicado: 

M. G. KREIN: On a new method of solving linear integral equations 
of the first and second kinds (M. D. Friedman, West Concord, Mass., 1955; 
trad. de Dokl. Akad. Nauk. SSSR (N. S.), 100, 1955, pp. 418-416 en ruso). 

Tipos particulares de ecuaciones integrales son investigados mediante 
la transformación de LAPLACE en la obra cuyo título señala el anterior 
objetivo de M. Paroni (citada en Cap. XXV, nota IV-6). 

En el Cap. XXV, nota IV-5 y 6 se ha dado biblografía sobre la teoría 
de las transformaciones integrales a que nos hemos referido anteriormente 
(Ap. I1-5, d) siendo particularmente importantes desde este punto de 
vista general las obras allí citadas de TITCHMARSH y de SNEDDON. 


APÉNDICE III 


CALCULO OPERACIONAL 


1. Métodos simbólicos de Heaviside y de Dirac. — a) A fines del siglo 
pasado un ingeniero electricista [O. HEAVISIDE: On operators in mathe- 
matical physics (Procedings of the Royal Society, 52, 1893, p. 504; 54, 
1894, p. 105)] introdujo ciertas reglas y métodos operatorios con muy 
débil (o acaso ninguna) justificación matemática, pero que “en general” 
conducen a la solución correcta de problemas sobre circuitos eléctricos. 
Estos métodos, introducidos con el objeto de reducir a cuestiones puramente 
algebraicas la resolución de ecuaciones diferenciales y sistemas de ecuacio- 
nes diferenciales relacionados con la teoría de los circuitos eléctricos, han 
seguido su desarrollo, empleándose incluso en estudios teóricos por electri- 
cistas y otros técnicos, pero fueron considerados durante mucho tiempo por 
los matemáticos como simple medio práctico para hallar presuntas solu- 
ciones (cuya validez podía verificarse a posteriori en la ecuación o sis- 
tema) hasta que su éxito creciente les indujo a buscarles justificaciones 
teóricas por diversos caminos, algunos de los cuales señalamos más adelan- 
te (ver 2 a 8). 


a1) El primitivo método simbólico de HEAVISIDE se basa en considerar, 
en las derivadas de una función y'= y (t): 
Dy, D*y, D'y, ... 


el operador D como un número ordinario (HEAVISIDE usa p e indica las 
derivadas por py, py, ...), siendo 


D” (D'y) = D""y , (D")'y=D""%, 
con las convenciones: 


t 
a) D'y = y, D°y = y (7)d7, (primitiva nula para t = 0), 


Dy = f Siyo (dr)? = Jro (t — 7)dr, ... , 


t è 
[Ap. 111-1] Dy =f AA | y(r) (dr)" = 
0 2.0 
1 


t 
z T. y(r) (€ — 7) dr , 
(cfr. § 106-1, nota 3), y 


B) la convención de definir f(D) reemplazando x por D en el des- 
arrollo en serie de potencias positivas y/o negativas de f(x). 


Ya hemos visto en $ 108-8 y 9 cómo se aplica este método simbólico 
a la ecuación diferencial lineal de coeficientes constantes homogénea o 
no. Los ejemplos que siguen se proponen mostrar cual es el espíritu del 
primitivo método operacional, el primero da una posible interpretación 
de un operador f(D) con f(x) trascendente, y los otros dos muestran 


588 AP. II. CÁLCULO OPERACIONAL Ap. III- 1 


cómo funciona el método en el estudio del régimen transitorio para dos 
circuitos eléctricos simples. 








EJEMPLOS: 1. De e = ` h — sigue por $: 
h"D" 
E ADD — E 
[Ap. 111-2] e™ = zi 


y opicando este operador a una función indefinidamente derivable y(t) 
resulta 


[Ap. 111-3] ePy(t) = ` = y(t + h) 


siendo válida la última igualdad si además y(r) es desarrollable en serie 
de TAYLOR alrededor de T= t, con radio > kh. Pero como el último miem- 
bro de [Ap. III-3] tiene sentido sólo con que y(r) esté definida en 
T= t+ kh, es posible ampliar el significado del operador e*?, definiendo 
e”y (t) por 


[Ap. 111-4] eP y(t) = y(t+ ht) 
aunque y(t) no sea ni siquiera derivable, 


hy" (t) 
n! 


2. Si el circuito de la figura 449, con 
fuerza electromotriz (f.e.m.) constante E, 


Ko se cierra en el instante t=0, la intensidad 
I= I(t) de la corriente, satisface en todo 
R instante (t >0, = 0,6 < 0) a la ecuación 
E diferencial 
L d 


[Ap. III-5] RIH + L= E.) 
Tig. 449. siendo 1(¢t) la función salto unidad o fun- 
ción de HEAVISIDE [XXIX-86]. Reemplazan- 
do dI/dt por DI se obtiene la llamada solución operacional de [Ap. III-5]: 


[Ap. 111-6] 1(t) = .El(t) , 


ad 
R + LD 
donde el operador 1/(R + LD) actúa sobre el operando E.1(t). Falta 
el paso (llamado por HEAVISIDE algebrización de la solución operacional) 
de [Ap. I11-6] a la expresión efectiva de 1I(t). Por B podemos poner 


1 1 R y” 
R + LD =p (1+5) = 
— 1_ -1 R -1 R -3 ) . 
= Or (1— $ Dt + r D’ o) i 
entonces: 
R R? ) 
== -1 AAN -1 A -2 — 
1() = 7 D (1 > D? + DÉ JO, 
y como por a es para t > 0: 
2 n 
[Ap. III] D#1) = 6 DAIGH) =p 00. DU = 7 + 
será: 
R pa R pa ) = R re 
(1 —<-D + o Dr...) 10) =1—- 2 t4+ rr — 
R 
A (t > 0) 


y finalmente 


Ap. III- 1 MÉT. SIMBÓLICOS DE HEAVISIDE Y DE DIRAC 589 


R R 
D i en PE 
[Ap. III-8] o= Ef e apa rt) 
L Jo R 


3. Si en el circuito del ejemplo anterior actúa desde el instante 
t= 0 una f.e.m. sinusoidal E. cos (wt +a) tendremos para todo t, con 
el convenio de retener la parte real de la solución, la ecuación diferencial 


[Ap. III-9] RI + L a = Eeit) 


y entonces habrá que algebrizar (ejemplo 2) la solución operacional 
oa 
R + 1D” 
Ahora bien, a un operando de tipo exponencial puede aplicarse le 


llamada regla de trasposición de LAPLACE (o “shifting theorem” de 
HEAVISIDE) : 


(Ap. 111-11] f(D) [e y(t)] = e f(D + a) y(t) , 
que resulta, por desarrollo de f(D) en serie de potencias, de la identidad 
[108-33] escrita en la forma 
[Ap. 111-12] D” e** y(t) = e*(D + a)'y(t) , 
e indica que un factor e” en el operando puede salir del operador con 
tal de reemplazar D por D +a en éste. 

Será entonces por [Ap. III-10]: 


[Ap. III-10] I(t) = Ee tta) 1t) 


1 
REFLO io) 1 > 
pero aquí el nuevo operador puede identificarse con el de [Ap. III-6] 


sin más que cambiar R por R + Liw, y así obtendremos por igual cambio 
en [Ap. III-8] la solución de [Ap. 111-9]: 


[Ap. 11-13] I(t) = Be To 


_  ÉEs__ ilwt+a) —(R+Liw)t/L 
[Ap. TIEM] IO = Ri g U—e 7 


de donde debemos tomar la parte real. Para ello pongamos R + Lio = 


=qé* , [lo = VR+ Lo”, p=arctg (Lo/R)] y resulta 

Ap UA e ta ti 
VR” + L?o” 

donde el primer término corresponde al régimen permanente, con el co- 

nocido defasamiento p=arctg (Lw/R) respecto de la f.e.m., y el se- 

gundo, rápidamente decreciente a cero debido al factor exponencial, co- 

rresponde al régimen transitorio. 





a:) Una ecuación lineal de orden m de coeficientes constantes 
[Ap. 111-16] ay" + aay "™® +... + amay + any = f(t) 
puede escribirse 
[Ap. 111-17] P(D)y = f(t) con P(x) = 04” + ... + am 
y su solución operacional será: 

1 
Y = "P(D) 
Descomponiendo 1/P(x) en fracciones simples ($ 46-4, b,), como 


suma de términos de la forma A/(x-—r)”, la solución operacional 
[Ap. 111-18] será la aplicación a f(t) de una suma de operadores de la 


[Ap. 111-18] f(t) 
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forma A/(D — r)” (descomposición en fracciones simples de HEAVISIDE) 
y entonces bastará “algebrizar” (ejemplo 2) la expresión operacional 


[Ap. 111-19] (D—r)™f(t) , 

pero esto resulta de aplicar a [Ap. 111-1] la regla de trasposición 
[Ap. 111-11] (con a =— r) y así resulta la llamada fórmula de HEA- 
VISIDE : 


1 t 
[Ap. 11120] (D — "(0 = pr ef e-17 f (7) (t—7)™ dr , 


que expresa la solución de 
[Ap. 111-21] (D—r)"y = f(t) 


que se anula para t— 0 conjuntamente con las n—1 primeras derivadas. 
La solución general de [Ap. 111-21] resulta de sumar a (Ap. 111-20] la 
solución de la ecuación simple ($ 108-8, c) (D—r)"y=0, y teniendo 
presente [108-35] vemos que la solución general de [Ap. III-16] será una 
suma de expresiones de la forma 


7 ef e f(r) (t — r)" dr + Pua (t) e" 
— -e -TT T — T n-1 r nli ri 
(n— 1)! 0 


con P,- polinomio arbitrario de grado n— 1, correspondientes a cada 
término A/(x —r)” de la descomposición en fracciones simples de 1/P(x). 


b) P. A. M. Dirac, en su formulación de la Mecánica cuántica (Pro- 
ceedings of the Royal Society, 113, 1926-7) se vió obligado a introducir un 
ente matemático ficticio y contradictorio en sí en su forma originaria de 
función, que llamó “función impropia” (x), con las propiedades contra- 
dictorias entre sí: 


00 
[Ap. 111-22] f ô(x).dzr = 1 , 


—00 
[Ap. 111-23] 5(x) = 0 para x +0 


Una exposición sistemática se encuentra en su obra citada en 11, g. 
Después de las relaciones [Ap. 111-22] y [Ap. 111-23] se lee allí: “Para 
obtener una imagen de 5(x), tomemos una función de x, nula fuera de 
un pequeño intervalo, de longitud e, digamos, que cubre el origen œ = Q, 
y tan grande dentro que su integral sea 1. La forma exacta dentro no 
interesa siempre que no haya innecesariamente variaciones bruscas (por 
ejemplo si es siempre del orden de e”), Entonces en el límite para 
e >0 esta función dará lugar a la función ð (“will go over into the ô 
function”). 

La propiedad más importante de ô es 


00 
[Ap. 111-24] f (x) ôlx) dx = (0) , 
—0 

siendo q(x) una función continua de x. Podemos ver fácilmente la vali- 
dez de esta ecuación con la imagen anterior de 5(x). El primer miembro 
depende sólo de los valores de ọ (x) muy próximos al origen, y entonces 
podemos reemplazar q(x) por «q(0) sin error serio, Entonces sigue 
[Ap. 111-24] de [Ap. 111-22] y [Ap. 111-23]. Con un cambio de origen en 
[Ap. 111-24] resulta 


00 
[Ap. I11-25] f p(x) òl(x—a) dz = g(a) , 
(0 6] 


y por consiguiente el proceso de multiplicar una función de x por 
ô(x— a) e integrar, es equivalente a sustituir x por a.” 
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Pero, de considerar a 6(x) como límite de funciones f,(x) todas con 
integral = 1, no sigue [Ap. 111-22], pues puede ser (cfr. $ 85-1, ej. 3): 


on "05 00 
= li n n (2 = 
J” Sias e im f,(x)dx Æ aior Ea (<) de 1, 


n—> 0 
y por el contrario, de [Av, 111-23] resulta 


00 
f ô(x)dx = 0. 
—L 


El método de DiRAc no satisface en modo alguno las exigencias del 
rigor matemático, ni aún en la medida por lo demás habitual en la Física 
tevrica, y hay fundamentaciones sin ó, como la excelente de J. voN NEU- 
MANN (citado en Cap. XXV nota IV, 8). Pero el uso de Ú está muy difun- 
dido en la literatura por su eficacia y "sencillez formal de los cálculos; de allí 
el interés de reemplazar la “función” (x) por algo dotado de pleno. sentido 
y que preste la misma utilidad. Esto puede lograrse mediante la integral 
de STIELTJES (§ 78-1) y las relaciones [Ap. 111-24] y [Ap. 1I1-25] se 
reemplazan entonces por 


0 00 
[Ap. 111-26] f (x) di(x) = (0) Ki ¿00 dl(x—a) = q(a) , 
—00 == 


siendo 1 la función de HEAVISIDE o salto unidad definida por [XXIX-86]. 


Pero relaciones como 1'(x) =8(x), o la consideración, como hace 
DiraAc, de derivadas ò’ (x), è’ (x), ... de esta función desprovista de 
sentido real, no pueden justificarse tampoco mediante la integral de 
STIELTJES. Todas estas cuestiones relativas a los métodos simbólicos in- 
troducidos por DIRAC, semejantes en su espíritu a los de HEAVISIDE, aun- 
que de significación mucho más profunda, adquieren sentido sencillo y 
pleno, como veremos en 10, en el ámbito del análisis funcional con la in- 
troducción del concepto de distribución, debido a L, SCHWARTZ, que gene- 
raliza la noción de función. 


Para referencia posterior señalemos que DIrRAC (Cap. IV, g 20, de 
la obra citada en 11, 9) define la derivada de la función ð “que es otra 
función impropia, más impropia que ô misma” por el siguiente efecto 
operacional sobre toda función derivable con derivada continua en a 


[Ap. 111-217] e A 
—om 


y después de señalar que [Ap. I11-27] se puede verificar ya sea por inte- 
gración por partes y aplicación de [Ap. 111-25] a g'(x), ya sea derivando 
[Ap. 111-25] respecto de a, agrega: “La coincidencia de ambos métodos 
de verificación evidencia la auto-consistencia de nuestro uso de funciones 
impropias.” 


2, Cálculo operacional y transformaciones funcionales. — Hemos visto 
en 1 que los procedimientos de HEAVISIDE consisten o bien en descomponer 
en fracciones simples un operador de la forma P”(D) con P polinomio 
(como en n° 1, az), o bien en desarrollar el operador en serie de potencias 
negativas de D, llamada desarrollo de HEAVISIDE (como en ej. 2) y luego, 
cuando este operador se aplica a 1(t), en reemplazar en virtud “de 
[Ap. 111-7], cada potencia D”” por t"/n!, 


La semejanza formal de estos procedimientos con los de cálculo de 
antitransformadas de LAPLACE de funciones racionales (Cap. XXIX, nota 
VIll, m) y con [XXIX-84] escrita en la forma LUPA t/n! res- 
pectivamente, hacen pensar que los métodos formales de HEAVISIDE en- 
cuentren una realización efectiva en la transformación funcional de 
LAPLACE, en la cual a la derivación o “multiplicación” formal por el 
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operador D en un campo funcional, corresponde una efectiva multipli- 
cación por un factor numérico en el otro, en virtud de [XXIX-90] y 
[XXIX-93]. Esto daría una justificación de los métodos formales vistos 
y explicaría su éxito. 

Retomemos por ejemplo la ecuación diferencial [Ap. 111-5] y apli- 
quemos a ambos miembros la transformación de LAPLACE poniendo 


L/I(t) += ec) dt=i(p). Resulta de [XXIX-77] y [XXIX-93] 


0 
para 1(0*) =1(0) =0, la ecuación algebraica en el otro campo funcio- 
nal Ri(p) + Lpi(p) = E/p, que resuelta así: 


Ora nbsa fia E -i e R 1 ) 
P? = PR +p) L \p L ø L’ p ae 


permite retornar al campo de las funciones-objeto mediante la fórmula 
de antitransformación L"Y1/p""*)= t"/n!, dando: 

_ E t R ? R ë _ E a 
mo = a atar aos a ei 


en coincidencia con [Ap. 111-8]. 


En los párrafos 3 a 7 nos proponemos señalar otras importantes 
propiedades cperacionales de la transformación de LAPLACE comenzando 
con ejemplos sencillos de aplicación al estudio de funciones $8 3 y 4) y 
siguiendo con un estudio más detenido de la realización efectiva mediante 
L, de los procedimientos formales en la resolución de ecuaciones dife- 
renciales ordinarias y en derivadas parciales ($$ 5 y 6). En el $ 7 intro- 
duciremos el llamado símbolo operatorio G(1/D) correspondiente a una 
serie de potencias G(z) de radio no nulo, relacionado con la transforma- 
ción funcional p LF} de CARSON. 

Para dar idea de las propiedades operacionales de otras transforma- 
ciones funcionales, en el § 8 se dan aplicaciones de la transformación de 
FOURIER al estudio de la respuesta de un circuito eléctrico simple y en 
§ 9 se aplican propiedades operacionales de la transformación de LAPLACE 
bilateral Lı para obtener fórmulas de inversión de diversas transforma- 
ciones funcionales. 


3. Funciones salto e impulsivas y transformadas de Laplace. — a) No 
sólo las ideas de DIRAC expuestas en § 1, b, sino también el estudio de la 
transformación de LAPLACE y su inversa, sugiere la conveniencia de am- 
pliar el concepto de función. Vimos en efecto en Cap. XXIX, nota VIII, m, 
que ni los polinomios Q(p) ni las funciones f(p) = e” admiten anti- 
transformadas. Pero ¿no podrá darse sentido a las operaciones 


[Ap. 111-28] LHQ(p)t , Lyer} 


ampliando el campo de las funciones ordinarias? 
Ya con la “función” de Dirac, gracias a la propiedad [Ap. 111-25] 
puede expresarse e” (a > 0) como transformada de LAPLACE. 


00 
[Ap. 11-29] —1I5(t—a)? =f e” ò(t—a)dt = e 
0 


o sea hemos realizado la segunda operación [Ap. 11-28]: LH e} = 
= ô(t— a), y veremos en n? 10, f, que también puede darse significado al 
primer símbolo [Ap. 111-28]. 


b) Por otra parte, la función salto unidad de HEAVISIDE, relacionada 
con la “función” de DIRAC como puede verse comparando [Ap. 111-24] y 
[Ap. I11-25] con [Ap. 111-26], juega importante papel en la transforma- 
ción de LAPLACE, como vimos en Cap, XXIX, nota VIII, d y h. Muchas 
funciones discontinuas de importancia en la técnica se expresan en forma 
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sencilla con 1(t), y sus transformadas de LAPLACE resultan de [XXIX-87]: 
L4 1(t— b)} = e™/p. 


EJEMPLOS: 4. La función “escalera regular” (fr. fonction gradins; 
fig. 450): 


00 
S 1(t—kb) = 1(t) + 1(t—b) + 1(t—2b) + ... 
k=0 


tiene por transformada de LAPLACE: 


e N 
p(1— e”) 


T ape p ewt...) 





12b 
= 2 li] Uii 





Fig. 450. Fig. 451. 


5. La función “onda rectangular” (fr. fonction créneaux; i. square 
wave function; fig. 451): 
1(t) —1(t—b) 41(t—2b)... , 
tiene por transformada de LAPLACE: 
1 1 bp_ 


_—_ er -20p __ p-3bp E, S 
pN e 4- e e Peak m 


c) En el estudio de fenómenos de choque y similares, se consideran 
en Mecánica las llamadas “fuerzas impulsivas”. Se entiende por fuerza 
impulsiva unitaria o impulso unidad una fuerza F(t) que actúa durante 
un intervalo 7<t<"T+e tan pequeño, que durante el mismo el movi- 
miento del punto de aplicación es despreciable, mientras que la fuerza 


es tan grande que 
T+He 
f F (t) dt = 1. 
T 


Estas condiciones se cumplen para 


Aa. AGO A MS 


£ 
[ =0 sit sır 
=3=Vesirt<st<or+e 
== 0 sr ext 


pero las consideraciones anteriores sugieren buscar el límite de A(t — 7; £) 
para e > 0, reapareciendo las dificultades señaladas en $ 1, b, para 5(x); 
y ciertas conclusiones formales conducen a considerar a [Ap. 11-30] 
como ina aproximación de la función de Dirac 5(t — 7), llamada entonces 
función impulsiva unitaria en el instante t=7. Por ejemplo, si p(t) cs 
continka en a <t<Áa-+e se tiene por el teorema del valor medio del 
cálculo integral ($ 48-6): 


594 AP. III. CÁLCULO OPERACIONAL Ap. III- 3 


o 1 ate 
í p(t) .A(t—a; e)dt = =v | p(t)dt = p(a + Qe) 
Y —u a 
con 0<8<1, y haciendo e >0 se reencuentra [Ap. 111-25]. 
Por otra parte, observemos que la transformación de LAPLACB de 
[Ap. IT1-30] es por [XXIX-87]: 


LIA (t—"; e)) = r [e-27 — e-P (7 +e)] 


y para £ >0, aplicando la regla de L'HosPITAL en el segundo miembro 
se reencuentra [Ap. III-29]. 


4, Series de Fourier y transformación de Laplace. — Consideremos la 
serie 5 FOURIER (s. F.) de una función F(t) de período T= 21/00 
(S 99-1): 


00 
[Ap. 111-31] F(t) = ` ce int 
n= —00 
Considerando la función 
. e Ta = F(t) en el intervalo 0 St ST, 
[Ap. III-32] Poks So a 


y su transformada de A 

Y T 
[Ap. 111-33]  f.(p) = f e”'F,(t)dt = ( e”F(t)dt , 

0 0 
vemos que los coeficientes de FOURIER (c. F.) de F(t) se expresan así: 

1 , Mm : 

Ap. 111-234] cn = —- | F(t)e`inwvt dt = - fi (ino) = | — filio) , 
[Ap ] 2 fm Je” Sm (ino) 2x (inw) 
y entonces para A A s. F. de una función F(t) de período T, basta 


conocer la transformada de LAPLACE de F, (t) dada por [Ap. III-32]. 


EJEMPIO 6. Desarrollo en 
s. F, de la función 


[Ap. 111-35] 
F(t) = Máx¿sen wt; 0) , 


representada por una sinusoide 
de la cual se han “suprimido las 
alternancias negativas” [rect?- 
ficación por semiondas (i. half- 





w w 


ERA a rectification)]; (fig. 
Se tiene 

NR) en 0< t< 2/0 e 

Pat) = = 0 fuera } B 

_ [= senot en 0<t< n/v 

~ l= 0 fuera n 

Ss sen ot[1(t) —1(1—-=)] e 
x x 
= t. — t— —). — —- 
sen w 1(t) sen w ( se ).1(t a E 


de modo que por [XXIX-81] y [XXIX-103] resulta: 


w 
fı (p) = DEF 
de donde, por [Ap. III-34]: 





[1 + e-tro], 
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wm : a do ln 
== fı (ino) = 2. oa ’ 
y se obtiene la s3. F.: 
1 1 3 
F(t) = n + e sen wit — D cos 20t — ... — 
2 
—T (a — 1D) cos 2nwt + da 


donde el coeficiente de sen wt se obtiene aplicando la regla de L'HOSPITAL 
a la expresión (1 + e-int)/(1— n), indeterminada para n = + 1. 


5. Ecuaciones diferenciales ordinarias. — a) Las relaciones de la 
transformación de LAPLACE con la derivación e integración, así como con 
la convolución de funciones (Cap. XXIX, nota VIII, g, j) conducen a 
importantes aplicaciones a la resolución de ecuaciones diferenciales y 
ecuaciones integrales de ciertos tipos, las cuales, consideradas como ecua- 
ciones funcionales entre elementos del campo de las funciones-objeto 
F(t), se traducen en ecuaciones funcionales, en general mucho más sen- 
cillas, entre elementos del dominio de las funciones-imágen f(p). Resuel- 
tas estas últimas, las fórmulas y procedimientos de inversión (Cap. XXIX, 
nota VIII, l, m) permiten retornar al campo primitivo, obteniéndose así 
la solución de la ecuación originaria, y justificándose el procedimiento 
por la unicidad de la transformación. 

Los procedimientos simbólicos de HEAVISIDE quedan así realizados y 
justificados con la transformación funcional de LAPLACE (cfr. 2), 


b) Aquí nos limitaremos a las ecuaciones lineales de coeficientes 
constantes, para las cuales vimos un método simbólico en $$ 108-8 y 9, 
dando en ec un ejemplo de aplicación del mismo método a un sistema de 
ecuaciones lineales, 

b,) Consideremos la ecuación de orden n en la función incógnita 
Y=Y(t): 

[Ap. 111-36] aY MUERA YC H n H ana + aY = F(t), 
(a, constantes, a. 40), 


con las condiciones iniciales 
[Ap. I11-37] Y(0) == MD As AAA E ta 


que determinan unívocamente la solución ($$ 107-1 y 3). 
Suponiendo que la función incógnita Y(t) y sus derivados hasta el 
orden n sean L-transformables, sigue de la linealidad de L: 


[Ap. 111-38] aL Y'W?+ + aL +... +0 LY") + aLi Y} = £(p). 
Pero de [XXIX-93], [XXIX-96] a [XXIX-98] y [Ap. 111-37] sigue, 

poniendo LY} = y(p) =y: 

an) LIY} = y 

An-1) L; Y’ == PY — Cu 

Ana) LY”? = PY — Cop — Cr 


ao) LIY} = p'y — ap™ — Apr? ... — Cr-P — Cr- 


, 


, 


y reemplazando en [Ap. 111-38], para lo cual se multiplica cada igualdad 
por el factor indicado a la izquierda y se suma, resulta la ecuación trans- 
formada (también llamada ecuación subsidiaria): 


(an + anap + anp +... + ap") y = Í(p) + (Mito + 
+ Un-201 + A Aola) + ((n-2Co + ... -)- lola 2) p -J 
+ (410 + 040)p"? + asp"? 
de la forma: 
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[Ap. 111-39] Quípy = f(p) + Ru (p) 

siendo Q, y Ra- polinomios de grados indicados por los subíndices. Su 
solución (también llamada solución operacional, cfr. ej. 2) es: 

Ralp) 

Qa(p) * 

Como las dos fracciones racionales que aquí figuran son propias, 
son antitransformables (Cap. XXIX, nota VIII, m,) mediante previa 
descomposición en fracciones simples. Poniendo L™1/Q,.(p)} =A(t) y 
LY R(p)/Qa(p)} = B(t), por la linealidad de L> y [XXIX-114] si- 
gue de [Ap. III-40]: 

[Ap. 111-41] Y = A(t) x F(t) + B(t) 

EJEMPLO 7. Resolver la ecuación Y” + a*Y — sen ot, (w 34 a), con las 
condiciones iniciales: Y (0) = co, Y”(0) = C,. 

La ecuación transformada es: 





o 


(a? + p?) y = Lisen ot} + ep + G = -- 


p q ++ Ca 


+ e 


por [XXIX-81], y la solución operacional 


y = a MA a de Cup + Ci 

(a + p) (p+ œ) ar + p’ 
es ya una suma de fracciones propias, por ser en este caso f(p) = 
= 0/ (p* + œ”) función racional propia. En este caso, tampoco es necesario 


proseguir la descomposición hasta llegar a fracciones simples, pues se 
aplican [XXIX-80] y [XXIX-81], y de 


a dele a q a e 0 de CAD, 
y = wo — qa? lp 4 a p + o? a’ + p’ 
se obticne la solución del problema dado: 
1 


Ci 
Y =- 2 [o sen ax — a sen wx Co CO3 Ux - -— sen ax. 
a (w° — a°) [ K Y a 








ba) Haciendo F(t) =0, [Ap. III-41] se reduce a Y =B(t) y enton- 
ces B(t) es la solución de la ecuación homogénea correspondiente a 
[Ap. III-36] y con las mismas condiciones iniciales. 

Para ver el significado de A (t) retomemos la ecuación no homogénea 
[Ap. I11-36] y supongamos que los valores iniciales son todos nulos. En- 
tonces es B(t) =0 y [Ap. III-41] se reduce a: 


[Ap. 111-427] Y = A(t)*x F(t) = f? AuR udu 
0 


Suponiendo ahora que F'(t) sea una función impulsiva unitaria en el 


instante t= 7: 
F(t) = 5(t —r) 
resulta 
Y = A(t) x ó(t—7) = A(t—) .1(t—7) , 


es decir, un impulso unitario en el instante 7, genera la solución A (t — 7). 
.1(t—7). En otras palabras, si se aplica un impulso unitario en un ins- 
tante r y se observa la respuesta en un instante posterior t; ésta, A(t—7), 
no depende de ¿ ni de 7 separadamente, sino sólo de la diferencia t— rT. 
Esta propiedad es consecuencia de que los coeficientes de [Ap. 11I-36] son 
constantes, y no sólo da una interpretación de A(t) sino que hace intui- 
tiva la solución [Ap. III-42], imaginando descompuesto el intervalo 
0<u<t en intervalos infinitésimos (u, u -+du) y F(t) en impulsos 
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infinitésimos 5(t—u).F(u)du; resulta así [Ap. 111-42] por el principio 
do superposición, consecuencia de la linealidad de [Ap. 111-36]. 


c) Veamos en un ejemplo cómo se aplica el mismo método a sistemas 
de ccuaciones diferenciales. Un estudio detenido puede verse en GHIZZETTI 
(citado en Cap. XXV, nota IV, 6). 


EJEMPLO 8. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales 
Y 4IY14Z=0, Y — Y 42Z=e” , 
con las condiciones Y (0) = Co, Z(0) =0. 


Las ecuaciones transformadas son: 


1 
(p +1)y + pz = & , (p— l)y + 2p: = pni + Co. 
Calculando, por ejemplo, y, y descomponiendo en fracciones simples, 
resulta : 


y -— _ NE is + 2 E 
— p+3 p+1 p+3 


y por [XXIX-79]: 
= (o+ łe” — 3e” 


Reemplazando en la primera ecuación del sistema y teniendo en cuen- 
ta Z(0) = 0, resulta 


Z = —3(20 +1) (e —1) 


6. Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. — La transforma- 
ción de LAPLACE es uno de los recursos más eficaces para resolver ecua- 
ciones diferenciales en derivadas parciales de segundo orden de tipos pa- 
rabólico e A Por ejemplo en la ecuación de la cuerda vibrante 
(§ 112-6, a 


[Ap. 111-43] Ue. = ~- Un 


podemos aplicar el método dado en 5, efectuando la transformación L 
sobre la función incógnita U(xwx, t) considerada como función de una va- 
riable (por ejemplo t) y dejando la otra como parámetro. La ecuación 
transformada o subsidiaria no será ya algebraica sino otra vez una ecua- 
ción diferencial, pero ordinaria, en la variable que quedó como parámetro. 

Tendremos así, siendo u =u (g, p) la transformada de LAPLACE de la 
función de ż, U (x, t), la ecuación transformada de [Ap. I-43]: 

d'u p p ; 1 

[Ap. 111-44] de EYF o U(x, 0) i U: (x, 0) 

Las condiciones iniciales para [Ap. III-43] determinan el segundo 
miembro de [Ap. III-44] y las condiciones de contorno de [Ap. 111-43] se 
traducen en condiciones para [Ap. 111-44]. 


EJEMPLO 9. Consideremos una cuerda infinita en un sentido, inicial- 
mente en reposo y superpuesta con el semieje x > 0, es decir, tendremos 
las condiciones iniciales. 


[Ap. 111-45] U(x, 0) = U:(x,0) =0 ,0<xx<00 , 


Supondremos además que el extremo % = 0 se mueve de una manera 
reestable stando fijo extremo x = es decir, que se cum 
eestablecida, estando fijo el “extremo w”, decir, umplen 
las condiciones de contorno: 


[Ap. 111-46] U(0, t) =F(t) , lim Uí(x,t)=0 , 
TAS 
siendo F(t) una función prefijada del tiempo. 
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La ecuación transformada de [Ap. III-44] será por [Ap. I-45]: 


d'u p° z 
[Ap. 111-47] AA t F 0, 


y llamando f(p) a la transformada de F(t), tendremos por [Ap. III-46] 
las condiciones para [Ap. I11-47]: 
[Ap. I11-48] u(0, p) = f(p) , lim u(x,p) = 0 
LD 

En el problema transformado, p figura como un parámetro, La solu- 
ción general de [Ap. I11-47] es 
[Ap. 111-49] ulx,p) = A(p)e”/" + B(p) e”r*/* 
siendo A y B constantes de integración, que dependen del parámetro p. 
Las condiciones [Ap. 111-48] dan 

A(p)=0 , B(p) =f(p) , 

y la solución del “problema transformado” es 
[Ap. 111-50] u(x,p) = f(p) . e". 


Finalmente, como L f(p)} =F (t), se tiene por [XXIX-103] la an- 
titransformada de la función u(x, p) dada por [Ap. III-50] 


== $=0 sit< ale 
U(x, t) = l= Pt) si t > æ/c 


Se verifica fácilmente que ésta es la solución de nuestro problema, 
es decir, de la ecuación diferencial [Ap. III-43] con las condiciones inicia- 
les y de contorno, y la forma de esta solución muestra que la perturbación 
en x=0, dada por F(t), se propaga a lo largo del eje æ con velocidad c 
(efr. § 112-7). 


7. Símbolo operatorio y transformación de Carson. — a) Ya en el 
cálculo operacional de HEAVISIDE juegan importante papel los polinomios 
y series de potencias en 1/D (ver ejemplo 2). Indiquemos con q el ope- 


t 
rador D™ definido (ver 1, a) por q f(t)= f f(x)dx. Con sus iterados 
20 


a” =D" definidos por [Ap. III-1] se puede formar el operador P(q) 
siendo P un polinomio: 


[Ap. 111-51] P(a)f = (a +4q+ ...+a.0q")f = 
E i t—r (t— 1)" a 
= af (t) + ÓN | a+ a ~ t ... H An (n .—1)! -Je ) dr 


Para una función definida por 
00 
[Ap. 111-52] G(z2) = 3anz" , con la,| < K h", K yh constantes , 
n=0 


donde esta acotación de |a,| asegura que la serie de potencias tenga radio 
de convergencia no nulo, definiremos (generalizando [Ap. 111-51]) el sím- 
bolo operatorio G(q) por: 


[Ap. 111-583] G(q)f = at(t) + la Zan da f(r)dr , 


y la serie entre llaves representa una función entera en virtud de la 
acotación de los coeficientes dada en [Ap. 111-52]. 


Aplicada a la función de HEAVISIDE 1(t) en lugar de f, [Ap. 111-53] 
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da la respuesta al salto unidad o respuesta transitoria o unitaria o admi- 
tancia indicial del operador e i 


[Ap. HI-54] G(q)l = [ao + da +, — d- & ..] 1(t) = g(t)1(t) 


2 -T 
E t 

y [Ap. III-58] muestra que mediante esta función g(t) = 30, T se puede 

expresar la transformada de f(t) así: 


[Ap. 111-55] Gíla)í = atf(t) + e (t) > f(t) = gl0)f(t) + 


+ [etnia , 
0 
o bien: 


[Ap. 111-56] G(a)f = ra [g æ f] 


Mediante [Ap. 111-54] se obtiene la respuesta a la función A(t; e) = 
= [1 (t) — 1(t— e)]/e definida en 3, c: 


t) — g (t — 
Gla)A(t; £) = BZ, 

de modo que la respuesta al impulso unidad o respuesta percusional será, 
para  >0: 

[Ap. 111-57] G(aq)5(t) = g'(t) 


y el resultado anterior dado por [Ap. 111-55] o [Ap. II1-56] corresponde 
a una descomposición de f(t) en impulsos infinitésimos, para calcular su 
respuesta por el principio de superposición (cfr. 5, bz). 


b) En virtud de [XXIX-84] se tiene: 





[Ap. 11-58] Ly g(t)1(t)) = Lie (t)) = 
[ t} = oZ Q_a 1/1 
= L Š. An 2 par e p G ( p ) 


de modo que a la llamada transformación de CARSON, defi- 
nida por 


op) 
[Ap. III-59] p. GE) = pf eF (t) dt = o(p) , 


vemos que, aplicada a la respuesta unitaria, da como resultado la función 
G(1/p) que resulta de reemplazar q = D” por p” (es decir D por p) en 
el símbolo operatorio G(q). 


NoTAS: 1. HEAVISIDE resumió lo esencial de sus procedimientos for- 
males en tres enunciados recetarios llamados hoy reglas de HEAVISIDE. El 
enunciado precedente corresponde a la TEE de [Ap. 111-58] sigue que 


n 


r a y HEAVISIDE efectua- 
n. 


00 
la antitransformada de CARSON de > es San 
n=0 p" n=0 
ba formalmente el paso de un desarrollo a otro en base a [Ap. III-7], 
indicando con p el operador D (segunda regla de HEAVISIDE). 

La primera regla de HEAVISIDE consiste en la “algebrización” de la 
descomposición en fracciones simples de una función racional del operador 
D (ver 1, a»), y formalizada mediante la transformación de LAPLACE, 
puede extenderse a funciones trascendentes de D con la teoría de los resí- 
duos de funciones analíticas. 

La tercera regla de IJEAVISIDE corresponde, en la formalización con da 
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transformación de CARSON, a hallar la antitransformada de una serie de 
la forma 


n Nn 
[Ap. II-60] o(p) = VP E ap" = X ap"? 
n=0 n=0 


Con la teoría de la función Gamma (Cap. XXIX, nota VII) se gene- 
raliza [XXIX-84] para r no entero en la forma L¿t'+=T(+r +1)/p"" y 
entonces la antitransformada de CARSON de 1/p" es t'/T(r +1). Teniendo 
en cuenta [XXIX-417: T(2 +1) =2.T (2), y [XXIX-44]: T(2) = vm, la 
antitransformada de CARSON de [Ap. II1-60] resulta: 


1 1.3.0 1.3.5.4 l 
Ap. 11-61 sn | e + AN Jak | 
[Ap l ri e + (e ey T 
En realidad HEAVISIDE hacía corresponder al operador 
[Ap. 111-62] Y 


y (p) = ` bap" = 5 bup* + pt 5 banp* , (p = D) , 
n=0 k=0 


le =0 


aplicado a 1(t), la respuesta (transitoria o unitaria, : 


1 b 1.3.b 1.3.5.b ] 
Ap. III-63 bo al bi — - 1 mi e E ... , 
[Ap RA ot © GP Ba ton 
dando un significado a potencias fraccionarias de p = D, y obteniendo así 
desarrollos asintóticos válidos para grandes valores de t. 


2. En los primeros trabajos para justificar los métodos formales de 
HEAVISIDE debidos a J. R. CARSON (Physical Review, 10, 1917, p. 217), se 
utiliza, más que la transformación de LAPLACE, la transformación 
[Ap. III-59]. Debido a que en muchos casos su inversa, aplicada a ọ(p), 
coincide con la respuesta transitoria de p(D) (ver nota 1), muchos auto- 
res modernos, siguiendo a K. W. WAGNER y T. J. PA. BROMWICH, basan el 
cálculo operacional en esa transformación de CARSON (que algunos llaman 
de LAPLACE). A la fórmula de inversión de MELLIN [XXIX-120] para la 
transformación de LAPLACE, corresponde la fórmula de inversión de la 
transformación de CARSON 


kris: 1 
[Ap. 111-64] F(t) = al omel ap, 
270 k-i p 
también llamada integral de BROMWICH-W AGNER. 


En la transformación de CARSON, la función de HEAVISIDE es auto- 
transformada, y la integral de BROMWICH-WAGNER para ella es 


1 kir er! 
Ap. = Z iy PE 
[Ap. 111-65] 1(t) E da p 3P 
8. Cálculo operacional y transformación de Fourier, — La justifica- 


ción de los procedimientos operatorios de HEAVISIDE puede también obte- 
nerse con otras transformaciones funcionales como la de LAPLACE bilateral 
Lr (ver p. ej. VAN DER POL y BREMMER, citado en Cap. XXV, nota IV, 6, 
y cfr. 9) o la transformación de FOURIER, como señalaremos brevemente en 
este apartado, 


a) Respuesta de un circuito a una f.em, arbitraria periódica. — En 
la solución operacional [Ap. 111-13] de la ecuación diferencial [Ap. 111-9] 
el cociente entre la f.e.m. aplicada E(t) = Entilut+a)1(t) y la respuesta 
I(t) del circuito, o impedancia. compleja del circuito para la pulsación ou, 
es el operador lineal en D: 


[Ap. IL-66] Z(o0) = R + L(D +w) , 
y [Ap. 111-13] puede escribirse 
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E 
[Ap. 111-67] I(t) = AC * 

El conocimiento de la impedancia [Ap. I11-66] para toda pulsación o, 
permite obtener la respuesta del circuito para una f.e.m. periódica arbi- 
traria, descomponiéndola en componentes sinusoidales, es decir, represen- 
tándola en s.F., y aplicando a [Ap. 111-67] el principio de superposición, 


Si es T el período de la f.e.m. E(t), poniendo wo =2x/T tendremos la s.F. 
compleja 


00 
[Ap. 111-68] E (t) = > E, etrwot 
—00 


con c.F, dados por: 





iT 
[Ap. III-69] E, = z E (t) e-inwot de 
T Vr 


En virtud de [Ap. 111-67] y el principio de superposición, la solución 
de RI + L(dl/dt) =E(t) con E(t) dada por [Ap. 111-68] será: 


00 E, etrwot 0 E, IA 
[Ap. III-70] I(t) = RFL F mo) = Y Zino) gim, 


y en esta s.F, los c.F. resultan de los de E(t) dividiendo por la impedancia 
compleja la correspondiente frecuencia. 


b) Respuesta a una f.e.m. no periódica. — Veamos qué ocurre si en el 


caso anterior a, hacemos T > œ.. wm =2x/T -> 0. De [Ap. 111-68] y 
[Ap. 111-70] sigue: 


00 
[Ap. 11-71] E(t) = lim 3 Encino 


w4¿—>0 —00 


o. E, 
[Ap. 111-72] I(t) San 2. Z (nos) 


, 
einwot 


Poniendo w = no AO = w = 21/T, E, = wF (0), resulta (cfr. $ 99-2) : 


00 00 
[Ap. 111-73] E(t) = lim 3F(o)eiwtao = F (wm)eiwtdo , 
Aw—0 —00 —00 
y como F (w) = En/w0 = E, . T/ (2x) resulta de [Ap. 111-69] para T => 00; 
00 
[Ap. 111-74] F (0) = +), E (t) e-ivtdt 
2 my 
Por otra parte resulta de [Ap. 111-72] 
oo F(w) 
Ap. 111-75 I(t =Í =y ewtdo 
[Ap ] ) Ea Z(w) 


Calculada F(w) por [Ap. 111-74] como transformada de FOURIER 
($ 99-4) de la f.e.m. E(t), [Ap. 111-75] expresa la respuesta I(t) como 
transformada (en sentido contrario) de F(w)/Z(w). Dicho de otro modo, 
descompuesta E(t) en componentes armónicas, F (w)dw es la contribución 
de aquéllas con frecuencias comprendidas entre œw y 0 + do, y por [Ap. 
111-75] la contribución de aquéllas a la respuesta 1I(t) es [F(0)/Z(0)] du. 


9. Método operacional para inversión de transformaciones integrales. 
— a) Análogamente a la convolución (sobre intervalo finito) introducida 
en Cap. XXIX, nota VIII, j: 


[Ap. 111-767 G Æ p = f'a% þp(t—rT)dr = f ca-n p(r)dr , 
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si las funciones G y 9 están definidas en (—00, 00) podemos definir la 
convolución o producto de composición sobre intervalo infinito: 


[Ap. 111-77] p(t) =Gog9 = 
00 00 
= ( am et—)d = | Gunana , 
—00 —00 


que en la teoría de las transformaciones de LAPLACE bilateral Lm, y de 
FOURIER, juega un papel análogo al de [Ap. 111-76] en la de L. 

Observemos que si G(t) y (t) son nulas para t< 0, [Ap. 111-77] 
se reduce a [Ap. 111-767]. 


Para G(t) fija [Ap. 111-77] define una transformación funcional que 
hace pasar de $ a «q, la llamaremos transformación integral por convolu- 
ción, de núcleo G(t). Observemos en los ejemplos siguientes, que muchas 
de las transformaciones integrales usuales son de este tipo general, 


EJEMPLOS: 10. Transformación de LAPLACE. — Haciendo en 


On 
f(p) = f e™F(t)dt, t =e“, p=€", resulta: 
0 


—0M 
f(e) = — J e-er F (e) edu, 
+o 
de donde: 
00 
[Ap. 111-78] f(e) . e” =f e-e" F (e")du = [ee . e] o F(e) , 
—0 


de modo que se pasa de F(e*) a f(e”) . e7 por una transformación por 
convolución, de núcleo ex-e?, 


11. Las transformaciones integrales de la forma 
o9 
[Ap. 111-79] fp) = f K (pt) F (t) dt 
0 


que dan las transformaciones de LAPLACE, de FOURIER-coseno [99-13] y de 
FOURIER-seno [99-16] para los núcleos K(x) = e”, y2/x cos x, v2/n sen x 
respectivamente (y también otras usuales de HANKEL y de MEIJER, con 
núcleos funciones de BESSEL) se reducen también a la forma [Ap. 111-77] 
con el cambio exponencial de variables t = e”, p = €”, Resulta (cfr. ej. 10): 


00 
f(e). e = 1 K(e) . e*F(e")du = [K(e") . er] o F(e*) 
—00 
12. La transformación de WEIERSTRASS: 
1 00 
[Ap. 111-80] p(t) = E do even ga(r) dr 


que se presenta en la teoría de la conducción del calor y de la difusión y 
fué usada por WEIERSTRASS en la primera demostración de su célebre 
teorema sobre aproximación uniforme de una función continua mediante 
polinomios, es ya de la forma [Ap. III-77] con núcleo G (t) = (4x) ie t/a, 
Se la llama también transformación de GAUSS y da una descomposición de 
(t) en curvas de Gauss (Ap. IV) de igual dispersión, con “densidad” 
(rT) en la media 7. 


b) Llamando g(p) a la transformación de LAPLACE bilateral del nú- 
cleo G de [Ap. 111-77]: 


9.0) 
[Ap. III-81] g(p) = LiiG(t))+ = f e”G(t)dt , 
«/ — 00 


veremos que el operador g(D) efectúa la transformación funcional 
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[Ap. 111-77]. En efecto, se tiene por [Ap. 111-3], donde D indica derivación 
respecto de u: 


00 
[Ap. 111-82] e(D)ó(u) = f ea (u)G(t)dt = 


00 
= [ou—oane Zi 


Esta relación conduce a una “inversión operacional” de la transfor- 
mación [Ap. 111-77]: 


1 
[Ap. 111-83] (u) = DA ; 


que se podrá “algebrizar” (ej. 2) toda vez que pueda darse una interpre- 
tación adecuada al operador 1/g(D). 


EJEMPLO 13. En la transformación de WEIERSTRASS [Ap. III-80] la 
transformada Ly; del núcleo es 





1 00 1 00 ESN 
glp) = e E eit dt = ld. e” T enm dt = 
i_ ef” e-m? du , (łt=u) , 
vár — 
y aplicando, sì u no es real, $ 115-ejercicio 5, resulta: 
[Ap. 111-84] glp) = e , 
La inversión operacional de [Ap. I11-80] será entonces por [Ap. 111-83] : 

[Ap. 111-85] p(u) = ep (u) 


e interpretando e-D* como Y, —D*)"/m! llegamos a la fórmula de inversión 
de [Ap. 1I11-80]: 


on 
(—1)" on 

[Ap. 111-86] pl) ==, 0, 

n=0 
obtenida en 1914 por A. S. EDDINGTON formalmente y sin dar condiciones 
de validez. La transformación de WEIERSTRASS fué estudiada a fondo por 
E. HiL (A class of reciprocal functions, Annals of Math., 27, 1926, pág. 
427-464), obteniendo diversas fórmulas de inversión en forma rigurosa 
A. GONZÁLEZ DOMÍNGUEZ (Contrib. a la teoria de las funciones de HILLE; 
Ciencia y Técnica, 42, 1941, pág. 283-331, Bs. As.), H. POLLARD (Repre- 
sentation as a Gaussian integral; Duke Math. Journal, 10, 1943, pág. 
59-65), D. V. WIDDER (Neccesary and sufficient conditions for the repre- 
sentation of a function by a WEIERSTRASS transform; Trans. Am. Math. 
Soc., 71, 1951, pág. 430-439). 


NOTA 3. La inversión operacional de [Ap. III-80] dada por [Ap. III-85] 
puede algebrizarse de maneras totalmente distintas, Se tiene por ejemplo 
(S 115-ejercicio 3): 


1 


Ap. 111-87 er = —— 
[Ap ] Jis 





00 
Í e-¢/4 cos tx dt = 
—00 


1 00 ij œ 1) 2n 
= —= e-12/4 —1)” Si 7 
Tarda EN 
de suerte que interpretando e-D? mediante sustitución de x por D en el 
último miembro, se tiene la fórmula de inversión 


x™ tdt 
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1 E A 1 n t” 
li o T 


obtenida con sus condiciones de validez por WIDDER en 1951. 


qe” (u) bat 


10. Distribuciones. — a) Ampliación del concepto de función por el de 
funcional lineal de su producto escalar. — Veamos ahora cómo puede darse 
un sentido preciso al cálculo simbólico de Dirac (1, b), a las funciones 
impulsivas (3, c), y ampliar el campo de las antitransformadas de LaA- 
PLACE (cfr. Cap. XXIX, nota VIII, m) mediante una adecuada ampliación 
del concepto de función. 


Sea [L] la clase de las funciones f(x) de una variable real, sumables 
LEBESGUE ($ 95-1,b) en cada intervalo finito, y C la clase de las funcio- 
nes qp(x) continuas en (—-00, 00) y nulas fuera de un intervalo finito (no 
necesariamente el mismo para todas). 


Para cada f(xw)e[L], el producto escalar (cfr. Cap. XVII, nota II, a) 
definido por 


00 
[Ap. III-88] Gis O f(£) de , 


es un funcional lineal (Cap. XVII, nota 1, c,) definido en C pues a cada 
q (x)eC corresponde un número (q, f), y se verifica: 
[Ap. 111-89] (pi + Cpa f) = (py f) + c: (pf) 
si p:eC y las c; son constantes (¿= 1, 2). 
Diremos que 
[Ap. III-90] qg: (x) > g(x) en C 


si las œ; (x)eC son todas nulas fuera de un mismo intervalo, y convergen 
uniformemente en él hacia una función q(*)eC. Entonces el funcional 
[Ap. 111-88] es además continuo en C en el sentido siguiente: 


[Ap. 111-91] De [Ap. II1-90] sigue (p, f) > (q, f). 
En general, el funcional L(qp) es continuo en C si 
[Ap. 111-92] De [Ap. II1-90] sigue L(p,) > L(p). 


No sólo cada fe[L] determina el funcional lineal (q, f) continuo en C, 
sino que recíprocamente, considerando como idénticas las funciones casi 
iguales o equivalentes (L) ($ 95-2), el funcional lineal [Ap. III-88] de- 
termina unívocamente la función f(x) pues si fuera para todo qeC: 


[Ap. 111-938] (y, f) = (pt) , 


tomando una sucesión q.(x) convergente hacia la función característica 
($ 94-1, a) del intervalo r < x < s, tendremos 


[Ap. 111-94] tas = [1e(2)ds , 


eualesquiera sean r y s, y entonces f(x) y f*(æ) son casi iguales. 


Pero veremos en b, que existen funcionales lineales continuos en C, no 
expresables en la forma [Ap. III-88], de suerte que si identificamos cada 
función f(x)e[L] con el funcional [Ap. IIL-88] que define, el conjunto de 
todos los funcionales lineales continuos en C nos dará una ampliación del 
concepto de función de la clase [L], de igual manera que como la identi- 
ficación [9-3] del complejo (a0) con el número real a, permite considerar 
al campo complejo como una ampliación del campo real. 


b) Funcionales lineales continuos en C. Medidas. — Si se da en 
(—o, 00) la función de distribución p(x) (creciente, o aún de variación 
acotada) y se construye (Cap. XXIV, nota II, bı) la función aditiva de 
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conjunto (X) única, coincidente en todo intervalo I = (a, bL) con la fun- 
ción de intervalo u(I) =u(b) —u(a), estará definida para toda función 
peC la integral de LEBESGUE-STIELTJES (en realidad sobre intervalo finito) : 


go 
[Ap. III-95] J Bo du (x) =u[q] 


con respecto a la medida p. 


También [Ap. III-95] define para cada u un funcional lineal continuo 
en C, el cual en general no podrá expresarse en la forma [Ap. 111-88]. En 
cambio si u(x) es absolutamente continua, será por Cap. XXIV, nota IT, bı: 


(L - st) [7 ot) E y [7 ette) de, 


o sea 
[Ap. I-96] uo] = (0,4), (u absolutamente continua), 
en cuyo caso se dice que la medida u tiene densidad p(x). 


Por el célebre teorema de F. RiEsz ($ 78-7) todo funcional lineal 
L(p) continuo en C es expresable en la forma [Ap. III-95], es decir, existe 
una medida p (única como función de conjunto, y definida a menos de una 
constante aditiva como función de punto) tal que L(q) =u[p]. Como 
[Ap. 11-88] puede ponerse en la forma [Ap. III-95] con p(x) = 


= “(ny dt, si identificamos la medida u con el funcional u[q], podemos 


0 

decir que toda [funcional definida por una] función f es una medida p, 
pero la recíproca no es cierta, de suerte que el concepto de medida es más 
amplio que el de función. 


NoTA 4. En realidad la medida es una generalización de la noción de 
clase de funciones casi iguales, sumables en todo intervalo [a,b]. Por 
ejemplo a 1/x no corresponde ninguna medida, pues 1/% no es sumable en 
un entorno de x = Q. 


EJEMPLOS: 14. La medida de DIRAC es la definida por el funcional 
lineal continuo en C (cfr. [Ap. IT1-24]): 
[Ap, 111-97] ôl) = p(0) , C , 
y por la primera igualdad [Ap, III-26] corresponde a la función de dis- 
tribución u(x) = 1 (x), que con la interpretación física vista en Cap. XXIV, 
nota I, a, corresponde a una masa 1 concentrada en x = 0, Como esta fun- 
ción 1(x) de HEAVISIDE no es absolutamente continua (ni continua), la 
medida de DIRAC no es una función. Es 5(p) = 1[q], pero DirACc (ver 
[Ap. I11-24]) escribe 5((.) = (4,8), de modo que si a 1(x) pudiera apli- 
carse [Ap. III-96] se tendría (q, 8) = 1[(]= (q, 1), de donde la relación 
usada por DIRAC y (por ahora) sin sentido: 


[Ap. 111-981 d=1' 

En Ej. 16 daremos un sentido y demostraremos esta relación 
[Ap. IT-98]. 

15. Análogamente, la medida definida por el funcional 
[Ap. III-99] 5.(p) = o(a) 
corresponde en virtud de la segunda igualdad [Ap. III-26] a la función de 
distribución u(x) =1(x —a), oa una masa 1 concentrada en x=a. 


c) Ampliación del campo de funcionales por reducción del dominio de 
continuidad. Distribuciones. — Si en [Ap. 111-88] f(x) admite derivada 
f'(x)e[L], a esta derivada corresponde también un funcional lineal («p, 1”), 
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de modo que si también qp admite derivada ọ'(x):C, tendremos por inte- 
gración por partes: 


00 00 
(p, t’) = | o(a)f (x)de Sis aint = — (0,1) 


Esta relación sugiere la conveniencia de definir la derivada de todo fun- 
cional lineal L(p) (aunque no sea expresable en la forma [Ap. 111-88]) 
por: 

[Ap. 111-100] D'(p) =—L(9) , 


pero entonces restringiremos el conjunto de las funciones q(x) a una 
clase de funciones con derivada q'(x) perteneciente a la misma clase, lo 
que conduce a la clase D de las funciones de prueba, indefinidamente deri- 
vables en (—o0, œ) y nulas fuera de un intervalo finito (no el mismo 
para todas). 


Diremos (Cfr. [Ap. III-90]) que 
[Ap. 111-101] pjlx) -> olz) enD , 


si las p; (x)£:D, son todas nulas fuera de un mismo intervalo, y en él es 
uniformemente: 


fosa) > pladeD , 
Lar, rd 

Además (efr. [Ap. II1-92]) diremos que el funcional L(p) es conti- 
nuo en D, si: 

[Ap. 111-108] De [Ap. III-101] sigue L(qp,) > L(q). 

Toda función de D es de C, pero [Ap. III-101] exige mucho más que 
[Ap. ITI-90] y en consecuencia [Ap. III-103] menos que [Ap, TIIT-92], Por 
tanto, los funcionales lineales continuos en D, que llamaremos distribucio- 
nes, forman una clase mucho más amplia que los de los continuos en C, 


Toda medida, y en particular toda función de [L], es una distribución, pero 
hay distribuciones que no son funciones ni medidas (ver ejemplo 17). 


Toda distribución L(q), eD, admite derivada primera definida por 
[Ap. II1-1007, y las infinitas derivadas 


[Ap. 111-104] L”"(p) = (—1)"L(9”), qeD , 


En particular, toda función (e[L]), considerada como distribución, ad- 
mite infinitas derivadas. 


[Ap. 111-102] 


00 00 
EJEMPLOS: 16. De (6,1) ai p(x)1(x)dx = f ọ(x)dx resulta, 
0 
aplicando la definición de derivada 


00 
[Ap. 111-105] (p, 1) = —(q,1) = -Í y (x)dx = q(0) , 


que demuestra [Ap. I1I1-98]. 


17. Las derivadas de la medida de Dirac (p) definida por [Ap. 
111-97] son (cfr. [Ap. 111-27]) : 
[Ap. 111-106] 
f 3 (p) = —3 (9) = —o (0), 89) = — (g) = +” (0), 
y...» P (p) = (—1)"p” (0), ... 
d) Propiedades fundamentales de la clase D y de las distribuciones. — 


dı) La clase D es suficientemente restringida como para que toda distri- 
bución (y en particular toda función de [L] o toda medida) admita infini- 
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tas derivadas [Ap. 111-104]. Pero por otra parte veremos ahora que es su- 
ficientemente amplia como para que si (cfr. a): 
[Ap. 111-107] (p, 1) = (0, £*) para toda qeD , 
sean f(x) y f*(x) casi iguales, 

En efecto, para todo r < s y n entero pertenecen a D las funciones 


[nagp E E EEE ] si r<læ<s 
Prs læ) = — n(x — r) n(s— x) ` ? 
l= 0 si <r Ó e>8 , 


donde exp (t)=e€'; y como 


*8 78 
lim (Prs, f) =f f(x)dx, lim (Prsmf*) =Í f*(x)dæ , 
RU Jr n>N 


de [Ap. III-107] sigue [Ap. III-94] para todo r, s, y entonces f y f* son 
casi iguales. 


. 


d.) Las funciones peD forman un espacio vectorial (Cap. II, nota, III, 

b, y Cap. XVII, nota 1) si definimos q. +4. y ac por las funciones 

p(x) + p(x) y a. p(x), también de D. Sea D,=C, y D,. el espacio vec- 

torial de las funciones con derivadas continuas hasta el orden m inclusive 

F 00) y nulas fuera de un intervalo finito (no el mismo para to- 
as). Es 


C(>)D.(>) e... (>)D.(>)D 
y D es la intersección de todos los Dn. 


Para los espacios duales D*, D,* (Cfr. Cap. XVII, nota I, c:) de los 
funcionales lineales continuos en D o en Dn (m = 0, 1, 2, ...) es: 


Di* (<) D:* (<) ... (<)Da* (<) ... (<)D* 


Una distribución es un elemento de D y se llamará de orden m si per- 
tenece a D, pero no a Dn-ı; una función de [L] es una distribución de 
orden 0, y una medida que no sea una función, es una distribución de 
orden 1. 


d.) Soporte de una función. — Se llama soporte Y de una función 
p(x)eC a la clausura (Cap. VI, nota II, d) del conjunto de los puntos 
donde (x) 40. Entonces un punto xo pertenece al conjunto complementa- 
rio de > si y sólo si existe un entorno de xo donde q(x) =0. 

Supongamos ahora que q (x)8«D, (y por tanto £C) y sea xı un punto 
de la frontera (Cap. XVIII, nota I, b) de 5. Por ser xı punto de acumula- 
ción del complementario de 5, y por la continuidad de y'(w) es (xı) = 
=œ (xı) = 0; por otra parte, p'(x) no puede anularse en todo un entorno 
de x, pues entonces se anularía en él (x). Por consiguiente x, pertenece 
al soporte Xı de p'(x), y como es punto de acumulación del complementario 
de 31, pertenece a la frontera de >. Es decir: fr > (<) fr So 


d:) Soporte de una distribución. — Diremos que una distribución L es 
nula en un conjunto abierto G, si L(q)= 0 toda vez que el soporte 3 de 
qD está contenido en G: 5(<)G. Diremos que dos distribuciones L. y Ls 
son iguales en G o coinciden en G, si la diferencia L, — L» es nula en G. 

Citemos el importante principio de “reintegración de trozos” (principe 
du “recollement des morceaux”, ver SCHWARTZ (citado en Cap. XXV, 
nota IV, 8; vol. 1, pág. 26): Si en cada conjunto G, de una familia 
3G+p de conjuntos abiertos está definida una distribución L,, de tal modo 
que si la intersección de un par G., G; no es vacía, Li y L, coinciden en 
clla, entonces existe una y sólo una distribución L, definida en la reunión 
G de los G., y que coincide con Li en G.. 

En base a este principio se pnede definir el soporte de una distribución 
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L. La unión N de todos los conjuntos abiertos donde L es nula, es un 
abierto donde L es nula, y el más grande con esta propiedad; su comple- 
mentario S, es decir, el menor conjunto cerrado fuera del cual L es nula, 
se llama soporte de L. Si el soporte de una función qeD no tiene puntos 
comunes con el soporte S de L, es L(q) =0. 


e) Convolución de distribuciones. — Apliquemos la distribución L de- 
finida por [Ap. II1-88] mediante f(x), a la convolución sobre un intervalo 
infinito (9,a) h(x)=r(x)0s(x); resulta: 


” 00 00 
L(h) =| h (0) £ (0) de =f (0) de | A 
— 0 —00 —00 


00 00 
= f f r(t)s(u)f(t-+u)dtdu , (x—t=u). 
—00 y —-00 


Considerando esta expresión como un funcional sobre la función f, la 
expresión anterior sugiere la siguiente definición: 


Llamaremos convolución o producto de composición LoM de dos distri- 
buciones L, M, a la distribución P definida por 


P(í) = LA4M,[f(2+ 901 , (feD), 


donde los subíndices indican que M se aplica a f(x + y) considerada como 
función de y, y dejando x como parámetro, respecto del cual se aplica 
luego L. 


El módulo ($ 3-7) del producto de composición, es la medida de 
Drac, es decir: Log — L. Pues: 


(Los) (f) = L48,[f(0+y)1+ = La[£()]1 = L(£) 


La derivada de una distribución puede expresarse como convolución 
por $”, pues: 


(Lo) (£) = L40",[£(x + y)]+ = L.I[—£ (2)] = L'alt (x)] = L' (£) , 
y análogamente para derivadas sucesivas, es; L™® = Loð™. 


Se ve enseguida que la convolución de distribuciones es asociativa y 
conmutativa, y con la propiedad anterior se demuestra que la derivada de 
una convolución de distribuciones se obtiene derivando uno de sus factores, 
En efecto: 


(LoM)' = (LoM)oS' = Lo(Mo9”) = LoM’ 
(LoM) — 8S'o(LoM) = (S'oL)oM = L'oM 


f) Distribuciones y transformadas de Laplace. — En la transforma- 
ción de LAPLACE [XXTIX-61]|: 


2D 
£(p) = LIF (t)} al e”F(t)dt , 
0 
la función-objeto F(t), supuesta nula para t < 0, define una distribución 


Sr(qp) ajo p (t) F (t) de = (otra ; 
—-00 


y se tiene: 
[Ap. 111-108] f(p) = JT (t) + = Sy(e”*) 


es decir, para cada p, la transformada de LAPLACE es el valor del funcio- 
nal Sy para q(t) = e”!. Obsérvese que para que exista la transformada 
de LAPLACE es necesario que Sr(q) esté definida para funciones q(t) = 
= e”* no pertenecientes a D 
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Tomando para F (ż) las distribuciones ð, ò, ò”, ..., se tienen los fun- 
cionales: 
E (p) = (0), S (o) = —' (0), Sa) = g” (0), ..., 


que para q(t) =e”! dan: 
L¿5f = 1, 145 = p, Lò” = Pr., 


y entonces, en el campo de las distribuciones, también las potencias no 
negativas de p admiten antitransformadas de LAPLACE (cfr, Cap. XXIX, 
nota VIII, my). 


La teoría de las distribuciones tiene muchas vinculaciones con las 
transformaciones de LAPLACE y de FOURIER, y está muy desarrollada la 
teoría de la transformación de FOURIER para distribuciones, 


11. Bibliografía. — a) Las ideas de HEAVISIDE pueden verse expuestas 
por su autor en: 


3 O. E Electromagnetic theory (The Electrician; Londres; 22 
ed., 1922); 
pero uno de los primeros estudios sobre operadores simbólicos y su aplica- 
ción a las ecuaciones diferenciales (cfr. $$ 108-8 y 9 y §§ 112-3 a 5) se 
remonta a 

B. BRISSON: Sur lUintégration des équations différentielles partielles 
(Journal de l'Éc. Polytech., 7, 1808, pág. 197). 


Este tema está tratado sistemáticamente en VALLÉE PoussıN (citado 
en Cap. VI, nota VI, 4), vol. II; INCE (citado en Cap. XXVII, nota IV, 
3), y las obras siguientes: 

y BOOLE: A treatise on differential equations (Londres; 4? ed., 
1877); 

S. PINCHERLÐ y U. AMALDI: Operazioni distributive (Zanichelli, Bo- 
lonia, 1901), capítulo XI, y 

E. G. C. POOLE: Introduction on the theory of lineal differential equa- 
tions (Oxford, 1936). 


Una exposición ilustrada con consideraciones geométricas, de la des- 
composición en factores de un operador diferencial de coeficientes varia- 
bles, da: 

'G. ASCOLI: Sulla decomposizione degli operatori differenziali lineari in 
fattori lineari e sopra alcune questioni geometriche che vi si riconnetono 
(Rev. de Mat. y Fís. Teór., Tucumán; 1, 1940, pág. 180-215). 


b) Uno de los mejores libros sobre cálculo operacional desde el punto 
de vista del ingeniero y del físico, es el de CARSLAW y JAEGER (citado en 
Cap. XXV, nota IV, 6). También son clásicas y siempre actuales las obras: 

J. R. CARSON: Electric circuit theory and the operational calculus 
(McGraw- Hill, Nueva York, 1926; reeditado por Chelsea, Nueva York); 
versión alemana ampliada de F. OLLENDORFF y K. POHLHAUSEN: Elektrische 
Ausgleichsvorgänge und Operatorenrechnung (Springer, Berlín, 1929) ; 

V. BusH: Operational circuit analysis (Wiley, Nueva York, 1929) ; 

H. JEFFREYS: Operational methods in mathematical physics (Cam- 
bridge Univ. Press; 1% ed., 1927; 22 ed., 1931); 

E. J. BERG: HEAVISIDE'3 operational calculus as applied to engineering 
and physics (McGraw-Hill, Nueva York, 2? ed., 1936). 


Logra una presentación matemáticamente inobjetable del cálculo cpe- 
racional con los mismos métodos de HEAVISIDE convenientemente perfec- 
cionados, la obra comparativamente elemental y claramente escrita: 

J. P. DALTON: Symbolic operators (Witwatersrand Univ. Press, Jo- 
hannesburg, 1954). 

Tratan con cierta extensión el tema las obras siguientes, de las 
cuales la primera utliza preferentemente la transformación de CARSON: 
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L. A. PIPES: Applied mathematics for engineers and physicists 
(McGraw-Hill, Nueva York, 1946); 

R. E. DOHERTY y E. G. KELLER: Matematics of modern engineering, 
vol. I (Wiley, Nueva York, 1936). 


c) Partiendo de consideraciones independientes de las de HEAVISIDE, 
elaboró G. GIORGI desde 1904 su llamado cálculo operatorio funcional, ini- 
cialmente con el propósito de utilizar métodos simbólicos en el estudio de 
circuitos recorridos por corrientes variables no periódicas (G. GIORGI: 
Atti Assoc. Elettr. It., 8, 1904, pág. 65-141, y 9, 1905, pág. 651-699; 
Proc. of the Math. Congress of Toronto, 2, 1924; Rendic. del Circolo 
Matem. di Palermo, 52, 1928, pág. 265-312). Una exposición sucinta de 
este cálculo funcional puede verse en el vol. II (Cap. X, $ 9) de la obra 
de SANSONE Citada en Cap. XXVII, nota IV, 3, y otra más amplia en los 
capítulos XI, XII y XIV de: 

G. GIORGI: Lezioni di Fisica Matematica tenute nella R. Università di 
Cagliari, I (Roma, 1927). 


d) En Cap. XXV, nota IV, 4, 5 y especialmente 6, hemos dado la biblio- 
grafía referente al cálculo operacional mediante las transformaciones 
LÆ Lr, Lu y de FOURIER. La teoría del cálculo operacional basada en la 
transformación de LAPLACE, y una breve introducción a la teoría de las 
distribuciones, da la segunda y más extensa de las dos partes en que se 
divide la obra de M. JANET citada en Cap. XVII, nota V, 3. 


Con numerosos ejemplos y ejercicios, tablas de reglas operatorias, de 
pares de transformadas de LAPLACE ordenadas de acuerdo con las funcio- 
nes-imágen y una tabla especial de pares de transformadas de interés en 
la teoría de circuitos, está la obra de escaso nivel matemático, dirigida 
a técnicos: 

M. DENIS-PAPIN y A. KAUFMANN: Cours de calcul opérationnel (Trans- 
formation de LAPLACE) (Albin Michel, París, 1950). 

Presentación sin demostraciones, de resultados consistentes en fórmu- 
las, teoremas y propiedades descriptivas, ordenados atendiendo más a su 
uso que a sus relaciones lógicas, es la obra siguiente, donde, aunque el 
autor procura lograr una formulación precisa de los resultados y de sus 
condiciones de validez, hay algunos enunciados imprecisos y aún incorrec- 
tos en el texto, y donde la frecuencia de erratas en tablas como la de 
transformadas de LAPLACE afecta seriamente su utilidad: 

E. LABIN: Calcul opérationnel (Masson, París, 1949). 


Comienza con un capítulo sobre la forma de HEAvVISIDE del cálculo ope- 
racional, seguido por otro sobre la transformación de LAPLACE donde se 
destaca la ventaja de esta forma de presentar el cálculo operacional y sirve 
de base al resto del libro, la obra dirigida a ingenieros y físicos, con nume- 
rosas aplicaciones sobre todo a la teoría de la electricidad, y una tabla 
de 184 pares de transformadas de LAPLACE, pero a veces sin indicación 
precisa de las condiciones de validez de resultados contenidos en la parte 
teórica: 

K. W. WAGNER: Operatorenrechnung und LAPLACEsche Transformation 
nebst Anwendungen in Physik und Technik (Barth, Leipzig, 22 ed., 1950). 


Trata brevemente las aplicaciones de la transformación de LAPLACE 
a las ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales, y a pro- 
blemas sobre circuitos eléctricos, la valiosa obra con numerosos ejemplos 
y ejercicios: 

J. C. JAEGER: An introduction to applied mathematics (Clarendon 
Press, Oxford, 1951). 

Una exposición adecuada de los métodos operacionales y de la aplica- 
ción de la transformación de LAPLACE, incluyendo ciertos tipos de ecuacio- 
nes y sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes varia- 
bles, da el capítulo X (vol. II) de la obra de SANSONE citada en Cap. 
XXVII, nota IV, 3. Para los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de 
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coeficientes constantes, puede verse GHIZZETTI (citado en Cap. XXV, nota 
IV, 6), pág. 74-86, y sobre problemas de contorno para ecuaciones dife- 
renciales en derivadas parciales, CHURCHILL (citado en Cap. XXV, nota 
IV, 6). 

Al cálculo operacional con las transformaciones de LAPLACE bilateral 
y de FOURIER, con aplicaciones eléctricas y mecánicas, se dedican respec- 
tivamente la obra de VAN DER POL y BREMMER (citada en Cap. XXV, 
nota IV, 6), y el Cap. X de: 

TH. VON KÁRMÁN y M. A. BIOT: Mathematical methods in engineering 
(McGraw-Hill, Nueva York, 1940). 


e) Un estudio sistemático de la aplicación de la transformación de 
LAPLACE a los circuitos eléctricos de constantes concentradas o uniforme- 
mente distribuidas, dan las partes 22 y 32 respectivamente, de la obra de 
GHIZZETTI citada en Cap. XXV, nota IV, 6. 


De mucho interés para cultores de la matemática aplicada, físicos, 
e ingenieros orientados hacia la teoría superior de circuitos, es la obra en 
dos tomos, de estilo conciso pero lúcido, referencias precisas y gran número 
de valiosos problemas: 

E. WEBER: Linear transient analysis (Wiley, Nueva York; vol. I, 
1954; vol. II, 1956). 


Más elemental es: 


M. F. GARDNER y J. L. BARNES: Transients in linear systems studied by 
the LAPLACE transform (Wiley, Nueva York, 1945). 


f) Un estudio profundo de la transformación por convolución, con de- 
mostración rigurosa y delimitación de condiciones de validez de resultados 
de diversos procedimientos operacionales, han hecho WIDDER y HIRSCHMAN, 
y sus resultados están sistemáticamente expuestos en: 

I. I. HIRSCHMAN y D. V. WIDDER: The convolution transform (Prin- 
ceton Univ. Press, 1955). 


9) Las ideas de DIRAC y su cálculo formal con la función ð y sus deri- 
vadas están expuestos en: 


P. A. M. Dmac: Principles of quantum mechanics (Oxford Univ. Press, 
12 ed., 1930; 32 ed., 1947, reimpr. 1956). 

La teoría de las distribuciones está desarrollada con amplitud y má- 
xima generalidad en la obra en dos tomos, cuidadosamente organizada, de 
L. SCHWARTZ (citada en Cap. XXV, nota IV, 8). 


Una exposición de los métodos de la teoría de distribuciones para in- 
troducir y obtener soluciones generalizadas de ecuaciones diferenciales en 
derivadas parciales puede verse en el capítulo VIII de la obra de $. 
BOCHNER y W. T. MARTIN citada en Cap. XXIX, nota IX, 17, a cuyo pri- 
mer autor debe acreditarse la prioridad de muchos conceptos y resultados 
fundamentales de la teoría de las distribuciones, en diversas publicaciones, 
entre ellas su obra de 1932 citada en Cap. XXI, nota II, 1. 


Mediante hipótesis restrictivas logra una introducción simplificada el 
folleto de 35 páginas que incluye temas como ecuaciones diferenciales sobre 
distribuciones, distribuciones en varias variables, convoluciones y series de 
FOURIER de distribuciones: 

I. HALPERIN: Introduction to the theory of distributions. Based in 
the lectures given by LAURENT SCHWARTZ (Univ. of Toronto Press, 1952). 


Los siguientes fascículos mimeografiados, números II, III, IV y VI 
de la serie “Les cours de Sorbonne. Méthodes mathématiques de la physi- 
que”, dan el primero una introducción elemental a la teoría de las distri- 
buciones, con muchos ejemplos ilustrativos, cl segundo un estudio del pro- 
ducto directo y la convolución de distribuciones, con aplicaciones a ecua- 
ciones diferenciales e integrales y al cálculo de THravisibe; el tercero trata 
su tema desde el punto de vista clásico y con distribuciones, dando una 
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prueba mediante convolución de distribuciones, de la completidad del es- 
pacio de HILBERT de las funciones de cuadrado sumable; el cuarto hace 
más coherente, en el marco de la teoría de distribuciones, el cálculo usual 
de transformadas de LAPLACE: 

L. SCHWARTZ: Théorie élémentaire des distributions (París, 1955); 

L. SCHWARTZ: Convolution (París, 1955); 

L. SCHWARTZ: Séries de FOURIER (París, 1955); 

L. SCHWARTZ: Transformations de LAPLACE (París, 1955). 


Introduce la transformación de LAPLACE de distribuciones y desarrolla 
un cálculo simbólico en varias variables, que luego aplica a las ecuaciones 
diferenciales hiperbólicas, la obra de J., LERAY citada en Cap. XXVIII, 
nota XI, 6. 


APÉNDICE IV 


PROBABILIDADES Y TEORÍA DE ERRORES 


1. Noción de probabilidad. Principios fundamentales. — a) El delicado 
problema de la definición de probabilidad ha preocupado desde muy anti- 
guo a matemáticos y filósofos, y aún hoy divide a unos y a otros, Para 
ARISTÓTELES “lo probable es lo que ocurre con frecuencia”. A esta “defi- 
nición” imprecisa (y perfeccionada luego) pero objetiva y empírica, se 
oponen definiciones de tipo subjetivo, en relación con el grado de nuestro 
conocimiento respecto de un suceso que pueda verificarse o no, Así, si en 
una urna tenemos 10 bolillas iguales salyo el color y extraemos una al 
azar, suponemos que no hay ninguna razón para esperar la aparición de 
una bolilla con preferencia a otra; diremos entonces que todas las bolillas 
tienen la misma probabilidad de salir, o que las extracciones de las distin- 
tas bolillas constituyen acontecimientos igualmente probables. Si entre las 
10 bolillas hay 3 blancas diremos que la probabilidad de obtener una 
blanca es p = 3/10, y en general: 


La probabilidad p de un acontecimiento A es igual al número f de 
casos favorables (casos en que se verifica A) sobre el número total t de 
casos posibles: 


[Ap. IV-1] pad o, 


supuestos todos los casos igualmente probables. 


Uno de los primeros en expresar una definición clásica de probabilidad, 
que ya se halla en autores anteriores a él, es P. S. LAPLACE (citado en 
19 11, a): “La teoría del azar consiste en reducir todos los acontecimientos 
del mismo género a un cierto número de casos igualmente posibles, es decir, 
tales que estemos igualmente inseguros sobre su existencia, y en determinar 
el número de casos favorables al acontecimiento cuya probabilidad se busca. 
La relación de este número con el de todos los casos posibles es la medida 
de esa probabilidad...”. 


EJEMPLOS: 1, Si en una urna hay a bolillas blancas y b negras, por 
lo demás todas iguales, la probabilidad de obtener una blanca es: 


a 
[Ap. IV-2] a 
y la de obtener una negra: 
b 
[Ap. IV-3] q = aro ; 
Obsérvese que la suma de estas probabilidades es (cfr. d): 
[Ap. IV-4] p+q=1 


2. Se arrojan dos dados, D, y D», ¿cuál es la probabilidad de obtener 
suma 5? 

Si no conociéramos nada del dispositivo por cl cual aparece la suma, 
como ésta puede tomar los valores 2, 3, ... 12, podría parccer legítimo 
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considerar que tenemos 11 casos posibles y uno solo favorable, luego 
p = 1/11. Pero teniendo en cuenta cómo puede formarse la suma obtenida 
en el juego de dados, resulta que los casos no son igualmente probables, 
por ejemplo, es más fácil obtener suma 7 que suma 2. Tomando como 
igualmente probables las 36 asociaciones de cada cara de D, con cada 
una de D, resulta: p = 4/36 = 1/9. 


NOTA. La protabilidad de un acontecimiento es por definción un nú- 
mero comprendido entre 0 y 1, tomando estos valores extremos cuando el 
acontecimiento es imposible o cierto respectivamente, Pero la recíproca 
no es cierta cuando es infinito el número de casos posibles. Por ejemplo: 
en un número grande de disparos, la probabilidad de dar en el blanco, 
considerado como punto matemático es nula. La probabilidad de que el 
error de una observación sea 0,02 es también nula, 

En cambio, es un número finito la probabilidad de que el disparo 
quede a una distancia del blanco entre 3 cm y 4 em o que el error de la 
medición hecha esté comprendido entre 0,02 y 0,03. 


Ahora bien, si en vez del intervalo 3 cm a 4 cm consideramos otro de 
10 cm a 11 em de igual magnitud, se observa que el número de disparos 
contenidos en esa zona es menor que en la otra; y si consideramos un 
intervalo mucho más lejano, el número de errores en él comprendido es 
sensiblemente nulo, 


b) Según la definición de probabilidad resulta que ésta tiene la pro- 
piedad aditiva, es decir, en el ejemplo de la nota precedente, la probabilidad 
en un intervalo suma de dos intervalos, es la suma de las probabili- 
dades de ambos. Esta propiedad permite considerar a la probabilidad como 
una medida especial (cfr. Cap. XXIV, nota I, a) y con lenguaje más 
usual en Cálculo de probabilidades puede enunciarse así: 


PRINCIPIO DE PROBABILIDADES TOTALES: Cuando un acontecimiento se 
puede presentar bajo diferentes modalidades incompatibles entre sí, su 
probabilidad es igual a la suma de las probabilidades de esas modalidades. 


EJEMPLOS: 3. En una urna hay 3 bolillas blancas, 2 negras y 5 de 
otro color. La probabilidad de extraer una blanca es p,=3/10, la de 
extraer una negra es p = 2/10, y la de extraer una blanca o negra será 
(puesto que entre blancas y negras hay 5): p = 5/10 = m + P. 


4. Se arrojan dos dados, ¿Cuál es la probabilidad de obtener una suma 
de puntos menor que 5? 


El acontecimiento se puede presentar bajo tres modalidades incompa- 
tibles: obtener suma 2, o suma 3, o suma 4, Calculando las respectivas 
probabilidades (cfr. ej. 2) y sumándolas, se obtiene: 


1 2 3 1 
P = 36 t3 tge T ' 


c) Una medida de probabilidad (ver b) tiene la propiedad de que 
asigna medida 1 al conjunto total, pero lo que la distingue más especial- 
mente es el concepto de independencia de acontecimientos, que en las for- 
mulaciones abstractas del Cálculo de probabilidades debe introducirse 
como concepto primitivo, en relación con el axioma siguiente: 


PRINCIPIO DE PROBABILIDADES COMPUESTAS: La probabilidad de la rea- 
lización simultánea de varios acontecimientos independientes, es igual al 
producto de sus respectivas probabilidades. 


EJEMPLOS: 5. Al arrojar dos dados, la probabilidad de obtener doble 
as será (cfr. ej. 2): p = (1/6) . (1/6) = 1/36. 


6. Al arrojar 5 veces una moneda, la probabilidad de obtener 4 caras 
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seguidas de una cruz es 1/32; pero al arrojar 5 monedas a la vez, la pro- 
babilidad de obtener 4 caras es (por b). 5/32. 


d) Dos acontecimientos se llaman complementarios o contrarios cuan- 
do se presenta siempre uno y sólo uno. Entonces pueden considerarse como 
dos modalidades incompatibles de un acontecimiento cierto, y el principio 
de probabilidades totales (b) da para sus respectivas probabilidades p y q 
la relación [Ap. 1V-4], o sea: 


[Ap. IV-4"] p=1—4, 


que expresa la probabilidad p de un acontecimiento en base a la de su 
contrario, la que en muchos casos es más fácil de calcular. 


EJEMPLO 7. Se arroja n veces un dado, ¿Cuál es la probabilidad de 
obtener por lo menos una vez el as? 

Es evidentemente erróneo este razonamiento: La probabilidad de obte- 
ner un as con un tiro es 1/6, con n tiros n/6. En efecto, una probabilidad 
no puede ser nunca > 1. 

El número total de casos que corresponde considerar como igualmente 
probables (cfr. ej. 2) es el de las variaciones n-arias con repetición de las 
6 caras, o sea ($ 11-1, nota 2): 6". En lugar de contar los casos favora- 
bles (variaciones donde entra al menos una vez el as) es más fácil contar 
los correspondientes al acontecimiento contrario: variaciones n-arias de las 
5 caras 2, 3, ..., 6,0 sea 5”. Entonces es q = 5"/6" y por [Ap, IV-4']: 


p = 1 — (5"/6°). 
Usando el principio de probabilidades compuestas, el razonamiento an- 


terior se simplifica así: La probabilidad de no obtener as en un tiro es 
5/6, la de no obtener as en ninguno de los n tiros es q= (5/6)”, etc, 


2. Variables aleatorias. Momentos de una distribución. — a) Una 
variable aleatoria X será una variable que puede tomar determinados va- 
lores %1, %2, ..., %n, con determinadas probabilidades p,, Pa, .. «3 Pr, Yes- 


pectivamente. Por ejemplo, es una variable aleatoria la ganancia en un 
juego de azar (considerando las pérdidas como ganancias negativas). Para 
determinar la variable aleatoria hay que dar entonces n pares de números: 


y $ Li La ... En 
[Ap. 1V-5] Xip m... p 


siendo además: 
[Ap. IV-6] p z0 , 5p=1. 


EJEMPLO 1. El número de puntos al arrojar un dado simétrico o no 
tarado (es decir, con igual probabilidad para cada cara) es una variable 
aleatoria definida así: 


1 2 aa 70 
[Ap. 1V-7] Xx Luo 1/6... 1/6 
b) En muchos casos es útil interpretar la variable aleatoria [Ap. I1V-5] 
como una distribución de masas P,, Pz, --., Pn, en los puntos de una recta, 
de abscisas %1, %2, ..., Un. 
Se llama momento de orden r de esta distribución (respecto del origen 
0) al valor: 


[Ap. 1V-8] Mr = Spix" 
El momento de orden 1, también llamado media o valor medio 
[Ap. IV-9] Mm = Piti , 


es el más importante de los llamados parámetros de localización de la 
variable aleatoria, pues por representar el centro de gravedad de la dis- 
tribución de las masas, da una idea clara de su ubicación o localización 
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global. (Otros parámetros de localización son la moda o valor al cual 
corresponde máxima probabilidad [cuando es único, la distribución se llama 
unimodal] y la mediana, valor al cual corresponde la probabilidad < 2 
tanto de no ser alcanzado como de no ser superado). 


El momento de orden 2: 
[Ap. IV-10] Me = Xp xr? 
representa el momento de inercia de las masas respecto del origen. 


Con frecuencia conviene tomar como nuevo origen el centro de grave- 
dad m, de la distribución, y con respecto a él considerar los llamados 
momentos centrados 


[Ap. 1V-11] ur = Sp: (x; — m)" 

Será entonces: 
[Ap. IV-12] m = Yp: (xı — m) = pis — MEP; = m — m =l , 
[Ap. IV-13] p Sp (e, —m)? = pı (x? —2m.xı + m?) = 
M: — 2m? + Mê = M — m? 


Como Ha representa el momento de inercia de las masas respecto de 
su centro de gravedad, la relación [Ap. 1V-13] constituye el conocido teo- 
rema de STEINER de la Geometría de masas, y muestra que u: es menor 
que el momento de inercia respecto de cualquier otro origen. Se le llama 
también variancia V, y es un parámetro de dispersión de las masas alre- 
dedor de su centro de gravedad, siendo V tanto menor cuanto más concen- 
tradas estén esas masas. Para tener una medida homogénea con X (y no 
con su cuadrado) suele usarse su raíz cuadrada 


[Ap. IV-14] o=vVw=vVV , 


que llamaremos desviación normal (standard deviation). Cuanto menor es 
o, tanto más se agrupan los valores x,, ..., Y, alrededor de uno fijo; si, 
por ejemplo, 21, ..., Xn son resultados de varias mediciones de una misma 
magnitud, será tanto mayor la precisión cuanto menor sea o, 


c) Si a la variable aleatoria X corresponde una distribución con 
centro de gravedad m, y desviación normal o, la llamada variable norma- 
lizada o reducida (X —m,)/0, que se obtiene de la anterior cambiando el 
origen y la unidad de medida, tendrá centro de gravedad 0 y desviación 
normal 1, 


EJEMPLO 2. Para la variable aleatoria del ejemplo 1 se tiene: 


1 7 
MT 01+2+...+6) =-2 » 
1 1 
m= -i (PER E, 
y entonces, por [Ap. IV-13]: 
91 49 35 
= — A — == L Sin = "Y = 
U: = Ma ma 6 4 12 = 2,9 o 2,9 1,7 , 
con lo que la variable aleatoria normalizada será: 
y= X—35 J —2,5/1,7 —1,5/1,7 ... 2,5/1,7 
= 1,7 1/6 1/6 ... 1/6 
3. La distribución binomial. — Consideremos el siguiente problema: 


Una moneda asimétrica (con probabilidad p para cara y q =1— p 
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para cruz *) se arroja n veces. ¿Cuál es la probabilidad P, de obtener r 
veces cara? 

A cada tiro hagamos corresponder una variable aleatoria X; que tome 
los valores 1 ó 0, según que se obtenga cara o cruz: 


, f1 0 
[Ap. 1V-15] Xip q. 


El número de caras obtenidas será también una variable aleatoria, 


n 
suma de las anteriores: X = ` X,; veremos cuál es su distribución, 
i=l 
La probabilidad de obtener r caras seguidas en los r primeros tiros, 
será, por el principio de probabilidades compuestas (efr. 1, c): p.p... 
... p=P"; la probabilidad de obtener n—r cruces en los n— r tiros 
restantes será analogamente: q”"; y, entonces, la probabilidad de r caras 


consecutivas, seguidas de n— r cruces, será por el mismo principio de 
probabilidades compuestas: 


[Ap. IV-16] pro. gor 


Esta es también la probabilidad de obtener r caras y n— 1 cruces 
en un orden prefijado cualquiera, y como el número de estos órdenes está 


dado ($ 11-3 y 4) por el número combinatoric| a i aplicando el principio 


de probabilidades totales (cfr. 1, b) resulta para la probabilidad de obtener 
r caras y n—r cruces en un orden cualquiera: 


[Ap. 1V-17] po ( A ) p.q. 


EJEMPLO: La probabilidad de obtener tres veces as arrojando cuatro 
veces un dado simétrico es: 


( 4 \( 1 y E O e A E 
A dao > add: > 


4. Sistemas de variables aleatorias. Momentos de la distribución bino- 
mial. — En el caso de la distribución binomial hemos considerado la va- 
riable aleatoria X como suma de n variables aleatorias X, todas con la 
misma distribución dada por [Ap. IV-15], y veremos ahora cómo este 
enfoque facilita el cálculo de los momentos, para lo cual demostraremos 
antes algunos teoremas generales referentes a la consideración simultánea 
de dos o más variables aleatorias. 


a) Consideremos dos variables aleatorias 
Ap. IV-1 f r e an y Y Yn 
[ R 8] EN Pan , Yiq ... Qm 2 


e indiquemos con P,, la probabilidad de que X tome el valor x, y a la vez 
Y el valor y.. 

Si los valores tomados por X son independientes de los de Y, diremos 
que X é Y son variables aleatorias independientes. En tal caso se tiene, por 
el principio de probabilidades compuestas (cfr. 1, e): 


[Ap. IV-19] Pr. = Prq , (X é Y independientes) 








* En lugar de esta moneda, podría considerarse una urna con a bolillas blancas y b ne- 
gras: p=a/(a +b), q =b/(a + b). A cada tiro de la moneda corresponde una extrac- 
ción de esta urna, previa reposición de la bolilla extraída antes, de modo que todas las 
pruebas sẹ realizan en las mismas condiciones, por lo que el problema, considerado por 
J. BERNOULLI, se llama problema de las pruebas repetidas. Naturalmente en este esquema 
de urna, p y q son números racionajes. 
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Por otra parte se tiene cn todos los casos en virtud del principio de 
probabilidades totales (cfr. 1, b): 


e Pau + Pe + co. + Prom = Pr , (r 
[Ap. IV-20] 3 p, y Po, +... p Pue =q, (8 


TEOR. 1. El valor medio de la suma de varias variables aleatorias es 
igual a la suma de sus valores medios. 

Basta demostrar el teorema para dos variables aleatorias [Ap. IV-18]. 
Tendremos por [Ap, IV-20]: 


m(X + Y) = Pu (o + ya) +... + o + 


99... .». o. .....»)...»o.................... 


+ 
+ Pr, + yı) + ne Pam (£n + Ym) = 
= xı(Pa + ... + Pin) +... +> £a(Pu + e. + Pam) + 
+ Yı (Pu +... + Pri) +... + Ym (Pin +. + Pan) = = 
= Pr H e F Pila + qY + a quYm = OO. + m,(Y) 
TEOR. 2. El valor medio del producto de varias variables aleatorias 
INDEPENDIENTES, es igual al producto de sus valores medios. 


Se tiene, aplicando [Ap. 1V-19]: 
mi (X è Y) = Puy: +... + Pim CY m + 


+ 
+ Panya + ... + Panat m = 
= P&r . QY bo... + Pr. QunUm E 


i i 


l; 2, aena A); 
1,2, ...,m). 


J pta. a F e. E Pita idad 
= (PA +... + Pr) . (QY + ... + QnYn) = m (X) . mı (Y) 


TEOR. 3. El valor medio del cuadrado de una suma de varias variables 
aleatorias independientes, y con colores medios nulos, es igual a la suma 
de los valores medios de sus cuadrados. 


Considerando, por ejemplo, dos varìables aleatorias X é Y tales que 
m: (X) =m: (Y) =0, tendremos por los dos teoremas anteriores: 
m[(X + Y)"] = m (X?) + m (Y°) + 2m(XY) = m(X?) + m(Y°) + 
+ 2m (X)m, (Y) = m, (X?) + m (Y°) 
b) Con estos teoremas generales podemos calcular fácilmente los pri- 
meros momentos de la distribución binomial dada por [Ap. IV-17]. Para la 


variable aleatoria X, definida por [Ap. IV-15] se tiene mi(X,) = 
=p . 1 +q .0=p, y aplicando el teorema 1 resulta: 


[Ap. IV-21] m (X) =m (5X:) = 3m(X,) =N . m(X;¡) = np 
El momento de orden 2 se calcula aplicando el teorema 3, pero como 
éste exige que los sumandos sean variables aleatorias con media nula, 


debemos considerar las variables aleatorias centradas X; — p, que resultan 
de restar a [Ap. IV-15] su propio valor medio: 


E —oS1—=P% —Pobien: Xi —pÍí2% —P 
[Ap. 1V-22] X, p l p q? bien: Xi p lp q 
La suma ï (X; — p) =X— np es la variable aleatoria centrada co- 
rrespondiente a X. Por otra parte se tiene 
m[(X,—P)] =P». +9. (—p) = pqlp+g) =p , 


y aplicando el teorema 3 resulta la variancia (cfr. 2, b) de la distribución 
binomial: 

[Ap. IV-23] V(X) (X) = m:*«(X —np) = m[(X —np)?!] = 
¿m[(X, —p)'] =19pg , 


con lo que la desviación normal 


Al 


Ap. IV- 5 VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS 619 


[Ap. IV-24] o(X) = vip , 


aumenta con la raíz cuadrada del número de tiros. 


5. Variables aleatorias continuas. La ley ncrmal, — a) Hasta ahora 
(salvo en 1, nota), hemos considerado variables aleatorias que pueden to- 
mar sólo un número finito de valores, Entre las que toman infinitos 
valores, las más importantes son las variables aleatorias continuas, que 
pueden tomar todos los valores de un intervalo, o de toda la recta 
—% x< %. Para una tal variable X no es apropiado hablar de la 
probabilidad de cada punto por separado, sino de la probabilidad P (a, b) 
de que X tome un valor perteneciente al intervalo (a,b). La función 
P(a, b) deberá cumplir las tres condiciones siguientes: 


1%) P(a,b) > 0 , 
[Ap. IV-25] 7 2%) P(—%,4%)=1 , 
i 32) P(a,b) = P(a,c) + P(c, b) , (a <e< bd) , 


cuyo significado es inmediato: las dos primeras son las análogas de 
p: > 0, 5p; = 1, y la tercera corresponde al principio de probabilidades to- 
tales (cfr. 1, b). 

Una tal variable, en casos muy generales, está caracterizada por una 
función densidad de probabilidad o función de frecuencia 


[Ap, IV-26] y = f(x) 
tal que la probabilidad de que X tome un valor en un intervalo (a,b) es: 


[Ap. IV-27] P(a,b) = f t)ar 


La condición [Ap. IV-25] 3% se cumple siempre. Para que se verifiquen 
las dos primeras debe ser: 


"N 
[Ap. IV-28] ferst, Í tiesi 
Jr 


La variable aleatoria puede representarse por la curva y=f(x), e 
interpretarse como una distribución de masas a lo largo de una recta, con 
densidad lineal f(x). La segunda condición [Ap. IV-28] indica que la 
masa total es 1. 

Se llama función de distribución o de probabilidades totales F(x) de 
una variable aleatoria X (continua o no), a la probabilidad de que ésta 
tome un valor < x: 


[Ap. IV-29] F(x) = Prob. de X <æ ; 


si F(x) tiene derivada F'(x)=f(x), la distribución es continua con 
densidad f(x). En el caso general, los momentos están dados por inte- 
grales de STIELTJES 


o) 

[Ap. IV-30] mr, =f dF (x) , 
—u 

y para variables aleatorias continuas por 


20 
[Ap. IV-31] Mr J af (a) de 
— 7) 


b) Volvamos a la distribución tinomial (n% 3). Podemos representar 
la ley [Ap. IV-17] por los n+1 puntos (r,P,). (r=0, 1, ..., n), o, 
como se acostumbra, por la quebrada que los tiene por vértices. Si se 
representan estas poligonales, asimétricas si p 4 q, para valores cada vez 
mayores de n, pero tomando en cada caso como origen y unidad de medida 


la media np y la desviación normal yapa (efr. 23, e, y 4, b), se observa 
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que no sólo las poligonales van perdiendo la asimetría inicial, sino que 
tienden hacia una misma curva limite 


[Ap. IV-32] a 
21 


que es la llamada curva normal de LAPLACE-GAUSS, de importancia funda- 
mental en el Cálculo de probabilidades y en la teoría de los errores de 
observación. Esto resulta 
como caso muy particular 
del llamado teorema límite 
central del Cálculo de pro- 
babilidades, referente al 
comportamiento asintótico 
de sumas de varjables alea- 
torias, 

Si la densidad f(x) es 
la función [Ap. IV-321, 
diremos que la variable 
aleatoria sigue la ley nor- 
mal (con valor medio 0 y 
desviación normal 1, 

La curva normal re- 
ducida [Ap. IV-32] tiene 
un máximo para x=0, es 
simétrica con respecto al 
eje y, y además y >0 pa- 

0123456 ra x> +œ, En general, 
Fig. 453. Curvas normales con mı = 0 y distintos Y. si el valor medio es m, y 
la desviación normal o, la 
ley normal está dada por 





la curva normal general (fig. 453) : 


[Ap. IV-33] y = Í(x)= a E 67 MPA 2g) 


E 


21 
simétrica respecto de x = m, donde alcanza su máximo. 


6. Errores sistemáticos y accidentales. — Al efectuar repetidamente 
la medida de una magnitud resultan números distintos de la verdadera 
medida de ésta; unas causas de error son conocidas y actúan en un sentido 
conocido; tal sucede, por ejemplo, si se mide una distancia llevando reite- 
radamente una regla, sin estar bien alineados los puntos intermedios, en 
cuyo caso resulta un error por exceso; o si la regla tiene un error por 
defecto o por exceso; ... En general, todos los errores debidos a defectos 
del instrumento, se llaman sistemáticos y pueden calcularse aproximada- 
mente; los números obtenidos en las medidas deberán corregirse de estas 
causas sistemáticas de error; pero aun hechas estas correcciones, los nú- 
meros así corregidos difieren del verdadero, unos por defecto y otros por 
exceso. Estos errores debidos a causas tan complejas que no es posible 
conocer ni evaluar, se llaman errores accidentales, y cuando el número de 
observaciones es muy grande tienden a compensarse, verificándose estas 
condiciones: 

19 Los errores son tanto más frecuentes cuanto más pequeños, 

20 Su promedio tiende hacia cero al crecer el número de observaciones. 

3% El número de errores superiores a cierto número es sensible- 
mente nulo, 

Cuando el promedio de los errores tiende hacia un valor distinto de 
0, es preciso buscar alguna causa de error sistemático; y si no tiende hacia 
ningún valor, se dice que el sistema no es normal. 

Estas o análogas condiciones, igualmente insuficientes, suelen to- 
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marse para caracterizar los errores accidentales o fortuitos; prescindamos 
de ellos y después daremos la definición rigurosa (n* 8), 


7. Errores medio y prumedio. — £$ea X el valor exacto de la magnitud 
desconocida y x,- los m valores observados. Llamaremos errores verdaderos 
a los números ð, =x,— X, y designaremos por d el promedio de los erro- 
res, o sea: 


[Ap. IV-34] ò = 30, : n= »M(2+—X):2N 

Si formamos la media aritmética M de los valores observados como 
es Xx, = MM resulta: 
[Ap. IV-35] ò = (nM—nX) :n = M-— X 

Es decir: el promedio de los errores verdaderos es igual al error del 
promedio de los valores observados. 


Llamaremos errores aparentes a las diferencias conocidas entre los va- 
lores observados y su media M, es decir: Ar = xr — M, de donde: 


[Ap. IV-36] Ar = 3%r — NM =0 
Este número M está, pues, caracteri- 
zado por la condición ¥ (x. — M)=0; pero 
MSX & x además tiene la propiedad de hacer mínima 
AAA la suma de cuadrados de diferencias con los 
E n valores ær. En efecto, siendo (fig. 454): 
A, $ ð, = Ar — ð, al sumar los n cuadrados re- 

Fig. 454. sulta 


[Ap. IV-37] — 35 = XA? + n8* 


pues el doble producto se anula, por ser XA, = 0; luego, cualquiera que 
sea X, la suma de cuadrados de distancias a los puntos x, es mayor que 
para el punto M, y solamente es igual si $=0, es decir: si X = M. 

Distingamos dos problemas: 1%) Conocido el valor exacto X, expresar 
por un número la precisión de la serie de medidas x,. 20) Si se desconoce 
el valor exacto, acotar el error más probable del promedio M y el grado de 
precisión de las medidas æ.. 

El 19 se resuelve adoptando la medida siguiente: 

Se llama error medio cuadrático o simplemente error medio de un 
sistema de valores a la raíz cuadrada del promedio de cuadrados de sus 
errores verdaderos, es decir, pondremos: 


u = Ið P:n 
y análogamente 


[Ap. IV-38] m? = 3A:n 
La relación [Ap. IV-37] adopta así esta forma importante: 
[Ap. IV-39] p= m + 6? 


en la cual es conocido m, promedio cuadrático de los errores aparentes. 

Conoceremos, pues, el promedio ô de errores, si conocemos el error 
medio u; y recíprocamente. Para poder determinar uno y otro, se precisa 
otra relación, y ésta resulta de la igualdad, 


[Ap. IV-40] (28)? = Z (ò) + 8 


que se obtiene desarrollando el cuadrado de la suma 308, y designando 
por s=250-0s. Dividiendo [Ap. IV-40] por n* resulta la relación buscada: 


2 





z de M s 
[Ap. IV-41] ê = e + nO 
De [Ap. IV-39] y [Ap. IV-41] se despeja inmediatamente : 
nm? i 8 


w= 4- 


n 1 n(n — 1) i 
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Hasta aquí no hemos hecho hipótesis ninguna sobre los errores; ni 
aun haciéndolas podríamos decir nada sobre el número s, pues aun con 
ellas cabe que la 22% fracción llegue hasta valer 1 (si m=0, o sea 
x%r=M); y es, por tanto, aventurado el despreciarla, como suele hacerse; 
pero si consideramos, no una serie de medidas de X, sino muchas, los valo- 
res de s son unos positivos y otros negativos, y se admite que su valor 
más probable es 0; resultando así las fórmulas fundamentales: 





9 mm AA 
pa n—1 TT" n—l 
A. Ar 
° — "n—1 7 n(m—1) 


que expresan el error absoluto más probable $, del valor M y el error 
cuadrático más probable uo de la serie de medidas, 


EJEMPLOS: 1. En una triangulación geodésica se midieron los ángulos 
de 9 triángulos, resultando estas discrepancias respecto de 180” para la 
suma de sus ángulos, que expresamos en segundos, ordenándolos de menor 
a mayor: 


—2,780 ; —2,352 ; —1,349 ; —0,764 ; + 0,009 ; + 1,246 ; +1,613 ; 
+1,900 ; +2,471 . 


Fácilmente se calcula: 
M = 1,609 , 36, =—0,006 , un = 1811 . 


La pequeñez de |ð] = 0,006 : 9 < 0,0007 indica que están muy com- 
pensados, pero ello carece de valor; pues si se prescinde, p. ej., de los dos 
primeros triángulos aumenta considerablemente. La medida de la preci- 
sión la da pu. 


2. Las medidas de una longitud (desconocida) expresada en me- 
tros, son: 


423,35 ; 42343 ; 423,30 ; 423,30 ; 423,27 


El promedio es: M = 423,33. 

Errores aparentes (en cm) +2 , +10 , —3 , —3 , —6 

Cuadrados (en cm) 4 , 100 , 9, 9 , 36 

Valores más probables: ð = 2,81 cm ; m= 6,28 cm ; Xo = 423,83 + 
+ 0,03 m. 


3. Se han obtenido estas medidas de un segmento: 


1,280 ; 1,282 ; 1,280 ; 1,283 ; 1,280 ; 1,290 ; 1,280 ; 1,290 ; 1,235 ; 
1,290 ; 1,280 . 


El promedio es M = 1,2836; restando de cada uno y formando la suma 
de cuadrados es XA, = 0,000 192; el error medio y el promedio de errores 
son: 


o = Y0,0000192 = 0,0044 ; 8. = 0,0044 : VII = 0,0013 
y el valor más probable: X. = 1,2836 + 0,0013. 


8. Ley de distribución de los errores, — Si efectuamos numerosas me- 
didas de una magnitud y llevamos como abscisas los números obtenidos 
%,, se observa que se condensan hacía un cierto punto, espaciándose tanto 
más cuanto más se alejan de él. Si todos fueran equidistantes, se llamaría 
densidad por unidad de longitud a la parte alícuota r/n del número total 
de puntos contenida en la unidad, o sea, elegido un segmento h, al cociente 
v/ (nh), siendo » el número de puntos contenidos en el segmento k. Como la 
distribución no es uniforme, este cociente varía con el segmento elegido 
(x,x 1h), y a esta función de x,h, la llamaremos densidad o frecuencia 
en dicho intervalo. 
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Como el cociente »/n es la probabilidad de que un valor observado esté 
en el intervalo (x,x +h) resulta (fig. 455): 


densidad — probabilidad/h = AP/h 


La función p(x) = número de valores æ, < x, está representada por 
una línea escalonada cuyo máximo es el número total n; si dividimos por 
n, es decir, sì adoptamos la ordenada F(x) = probabilidad de los valo- 
res < x, la ordenada máxima es 1 y la gráfica se llama de probabilidades 
totales (fig. 456; cfr. n? 5, a). 





0 opea -T í 
Fig. 455. Fig. 456. 


Dividida la recta en intervalos h, si en el punto medio de cada uno 
llevamos como ordenada la densidad AF/h, se obtiene una gráfica, que, al 
decrecer h y aumentar n, se va aproximando a una cierta curva y diremos 
que los errores son accidentales, si esta curva es del tipo que hemos lla- 
mado (cfr. 5, b) normal o de LAPLACE-GAUSS: 


[Ap. IV-42] (x) = K. e-*Plo-c)2 


simétrica respecto de la recta x% = c, y cuyas ordenadas decrecen muy rá- 
pidamente a ambos lados del punto c, siendo sensiblemente nulas desde un 
valor en adelante. Este número c, promedio o baricentro de los x, es, por 
tanto, el valor más probable, esto es, el de densidad máxima, Poniendo 
x — c= t, el número de errores Ar 
contenidos en el intervalo (t,t+ h) 
es jgual al de valores x, en el inter- 
valo (x,%x +h), y su densidad viene 
expresada por la función de LAPLACE- 
Gauss [Ap. IV-42] que se reduce a: 


[Ap. 1V-43] p(t) = Ke-kt? 


Para n—> œ la probabilidad 
F =»/n en el intervalo (—œ, t) tie- 
ne por hipótesis un límite F(t), que 
llamaremos la probabilidad total (fig. 
457); la probabilidad en (t,t+h) es: Fig. 457 
Ar(0)-:F(t4+Rh)—F(t) y la densi- ga aai 
dad en el punto t es: 

(t) = limAF (t):h = F'(t) 

la cual suponemos que viene expresada por la ley exponencial de LAPLACE- 
GAUSH; siendo, por tanto, la probabilidad de que un error esté compren- 
dido entre a y b: 


b b 
[Ap. IV-44] V(b) — F(a) = f o(t)dt = K f e-ktadt 





624 AF. IY. PROBAB, Y TEORÍA DE ERRORES Ap. IV- 8 


Para el intervalo (—o0, +) la probabilidad es 1, y como la integral, 
según se calculó en $ 53-5, vale Va: k, resulta K= k/Vn. 

Cuanto mayor es k (o sea cuanto menor es o en [Ap. 1V-33]), tanto 
más se eleva la curva en su parte central (fig. 453), y más rápidamente 
tiende a 0, estrechándose el intervalo de los errores posibles; es decir, 
aumenta la frecuencia de los pequeños errores y se hacen prácticamen- 
te imposibles los grandes. Por esto se llama k la medida de la precisión 
del sistema considerado de medidas, 

La definición basada en la función [Ap. IV-42], que aparece en muchas 
cuestiones, no es arbitraria y puede justificarse así: 


EJEMPLOS: J. Si se anotan las frecuencias de las sumas 2 hasta 12 
logradas lanzando dos dados, se observa que 2 y 12 son las menos frecuen- 
tes, porque sólo aparecen en los casos 1+1 y 6-6; mientras que las 
sumas intermedias se pueden formar de varios modos y este número es 
máximo para la suma. 


7=1+6=2+5=3+ 4=4+3=5+2=6>+1 


La gráfica de estas frecuencias es campaniforme (la figura 458 re- 
presenta el caso de 3 dados) y al crecer el número de dados tiende, como 
se puede demostrar, a una curva de LAPLACE-GAUSS. 

Este ejemplo es importante, porque señala el camino para demostrar 
que las frecuencias de los errores accidentales obedecen a la ley asintótica 
de LAPLACE-GAUSS, si se supone que resultan de la superposición de nume- 
rosos sumandos, llamados errores elementales, que se combinan de todos 
los modos posibles, Es preferible, sin embargo, desistir de tales demostra- 
ciones, siempre basadas en propiedades desconocidas de los errores acci- 
dentales y adoptar la ley normal como definición de éstos. 





ES 2- 
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Fig. 458. Fig. 459. 


2. Si se examinan las tallas de los conscriptos en un país de pobla- 
ción homogénea y se divide el eje x en cm llevando en el punto medio de 
cada uno como ordenada el número de reclutas cuya estatura está com- 
prendida entre ambos números consecutivos, resulta una gráfica con un 
eje de simetría que corresponde a la estatura media x = e. Sj se dividiera 
el eje x en mm (suponiendo que sea posible apreciar el mm en las tallas) 
las frecuencias serían aproximadamente 10 veces menores; pero sj en 
lugar del número v llevamos como ordenada v/(mh), al dividir v y h por 
10, esta densidad no varía y los puntos de la gráfica tienden a formar 
una curva; sj ésta es del tipo [Ap. IV-42], se dice que la población es 
normal. 

En cambio, si en un país hay un núcleo extranjero, la gráfica no será 
una curva normal o de LAPLACE-GAUSS, sino que presentará una forma 
como la indicada en la figura 459. Hay métodos para descomponer tal fun- 
ción en suma de funciones normales y la figura indica que en este caso 
hay dos sumandos. La interpretación es clara: la estatura media de la 
mayoría del país es 1.50: y la estatura media de la minoría extraña es 
1,65, siendo esta minoría aproximadamente ¿ de la población total, como 
se ve comparando las áreas. 
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9. Errores de diversos órdenes. — La determinación de una magnitud 
por observaciones se puede comparar con un juego en el que solamente hay 
pérdidas, pues los valores observados siempre difieren del valor exacto, y 
el error, sea positivo o negativo, puede considerarse como una pérdida; 
es un juego en que sólo puede aspirarse a perder lo menos posible, y de 
igual modo que en los juegos de azar se mide el riesgo por la esperanza de 
pérdida, es decir, por el producto de la cantidad arriesgada por la proba- 
bilidad de perderla, en la teoría de errores se puede definir el riesgo de 
error como suma de los diversos errores posibles ð; por sus respectivas 
probabilidades, es decir, por la integral 


[Ap. 1V-45] fiólocor 1 = /to1ar 


la cual no es sino el límite del promedio de valores absolutos <|3| : n*, 

Por tanto, la integral [Ap. IV-45] es aproximadamente igual al pro- 
medio absoluto de los errores, es decir, a la media aritmética de los valores 
absolutos de los errores. 

Esta medida del riesgo de error no es la más satisfactoria, pues la 
importancia de cada error no debe medirse por su cuantía, sino por una 
función de esa cuantía, y según cual sea esa función F (8) que se elija, 
resulta una medida distinta del riesgo de error. 

Si adoptamos la función ô? el riesgo es el promedio de los cuadrados 
ô de los errores, cuya raíz cuadrada hemos llamado error medio cua- 
drático: p. 

Si se adoptan ð’ o ôt resultan los errores medios cúbico y bicuadrático 
us y u de uso menos frecuente que los anteriores, 

Adoptada la ley de LAPLACE-GAUSS resultan relaciones notables entre 
los errores medios y la precisión k. En efecto, las integrales respectivas 
se calculan directamente, o se deducen fácilmente ** de la ya calculada: 


O A 
[Ap. 1V-46] 2 f ektet da = ok 
e 0 y 


y son las siguientes: 


7 iri (e e.) 1 1 
[Ap. 1V-47] 2 i a oke , dæ = e i MeS A ; 
Sg aay À 
7- .2 het Es Va i da y e 
[Ap. 1V-48] AN pt da NE ; pim oir 5 
[Ap. IV-49] 2 A A E a 
P. S 0 . . ES k‘ , Mo DÉ k'yx , 
7 Ip = 3vx A 3 
[Ap. 1V-50] xf tett, de = ÈNE ; pt 


. Fo . . 
Multiplicando todas por K —=k/Vx, los primeros miembros se trans- 
forman en: el error promedio absoluto m; el cuadrado del error medio cua- 





* Más general; cualquiera que sea la función continua F(x) la suma de valores de 
Y (x) en los y puntos ô, del intervalo h es igual a y veces su media aritmética, la cual, por 
la continuidad, es uno de los valores F(¢) en el intervalo; luego, para dicho intervalo es 
XF (x)/n = pF (Ẹ)/n = AP .F(f) ; y como la probabilidad AP es la frecuencia por h, en el 
limite resulta la intesral como limite de NF(x)/n extendida a todo el campo de va- 
rinción de x. 

** La integral [Ap. 1V-47] es inmediata, haciendo kx = t; la [Ap. IV-48] resulta de- 
rlvando [Ap. IV-46] respecto del parámetro k; y derivando la [Ap. 1V-48] sale la 
Ap. TV-50]; onvloemente, derivando la [Ap. 1V-47] sale [Ap. 1V.49]. La regla de deriva- 
ción halo el albino integral en válida por ser Ins Integrales impropias uiniformemenle con- 
vergentern (f K6-4, toor. 3). 
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drático ui (o 1 sin subíndice); el cubo del error medio cúbico p; y el bi- 
cuadrado del error medio cuártico pu, 

Llamando 1¿=1/k (puede considerarse como medida de la impreci- 
sión) resultan, por tanto, estas relaciones: 


‘— 


[Ap. IV-51] m ~h iya “. pm ~A. 0,564 
[Ap. IV-52] u ~ A2 O — A. 0,707 
[Ap. IV-53] w ~ A oya “o ua ~ 2%. 0,827 
[Ap. IV-54] mi~ ẸRAN Zo m ~ A. 0,930 


He aquí, pues, cuatro procedimientos para calcular la medida / de la 
precisión del sistema de observaciones, o su recíproco ); y conviene uti- 
lizar los cuatro para juzgar si los errores son efectivamente fortuitos *. 


EJEMPLO. — En la serie de medidas indicadas en el ejemplo 3 del 
n? 7, es: 
S/5-| — 0,0408 .". mı ~ 0,0408 : 11 = 0,0037 


Aplicando la primera fórmula [Ap. IV-51] para la precisión resulta 
} ~ 0,0065. En cambio, utilizando el valor ya calculado, pa ~ 0,0044 resulta 
2 — 0,0062. 


NOTA: En Cap. XIX, nota I, dimos ya el método general de cuadrados 
mínimos para satisfacer un sistema incompatible de gran número de ecua- 
ciones lineales con error cuadrático mínimo. 


10. Error probable de un sistema de observaciones. — La probabilidad 
de que un error esté comprendido entre —x y x viene expresada por la 
integral: 

2k a 

ala [ “e-letda 

Vir .0 
la cual tiene las variables œ y k; pero si hacemos el cambio de variable 
kx =t, se convierte en esta otra: 


2 kæ 

Vi Jo 
llamando 0 (t) a la función primitiva de e-t, por la constante 2/vx. Esta 
función se ha tabulado al final y con esa tabla se puede calcular la proba- 
bilidad, conocida la precisión k. 

Tiene especial interés aquel valor x = r tal que la probabilidad de que 
sea |a| <r es igual a la probabilidad de que |ó,| > r. O sea: la probabi- 
lidad para el intervalo (—r, r) debe ser 3, es decir: (kr) =3. 

Este número r se llama error probable o mejcx error mediano, y me- 
diante la tabla se calcula fácilmente que debe ser: 


e-t? dt = O (kx) 


[Ap. IV-55] kr = 0,477 . r= 2. 0,477 
o bien, expresado en función del error medio: 
[Ap. IV-56] r = u . 0,675 


He aquí, pues, una nueva medida de la precisión del sistema de obser- 
vaciones, también proporcional inversamente a la precisión k. 

A veces se toma como referencia el error probable. Si éste es, por 
ejemplo, 0,25, e interesa saber la probabilidad de que el error sea menor 


* Dice BERTBAND: “Estas fórmulas singulares merecen tanta confianza, que un calcula- 
dor que examine una serie de observaciones y encuertre que no salisfacen a estas relaciones, 
puede tener como seguro que han sido retocalos y alterados los resultados de la experiencia.” 

Tratándose de fórmulas aproximadas, esta afirmación tan rotunda sólo es admisible 
cuando se excede cierto límite en las alteraciones. 
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que dos veces éste, podemos calcularla de dos modos: con la tabla de 
O(t) pondremos t—=k2 . 0,25, y como según [Ap. IV-55] k . 0,25 = 0.477, 
buscaremos en la columna de QM el valor para t=2 . 0,477. Se evita este 
trabajo con la tabla especial de la última columna, donde para t = 2, lee- 
mos: 0,823. 


TABLA PARA CALCULO DE ERRORES 


-t3 








e 2 t a poe 477 t 
t p(t)="=  0(t)=—=| e-“de e e- ted; 
Va Viadvy 
0,0 0,564 0,000 0,000 
0,1 0,559 0,112 0,054 
0,2 0,542 0,223 0,107 
0,3 0,516 0,329 8,160 
0,4 0,481 0,428 0,213 
0,5 0,439 0,520 0,264 
0,6 0,394 0,604 0.314 
8,7 0,346 0,678 0,363 
9,8 0,297 0,742 0,411 
0,9 0,251 0,797 0,456 
1,0 0,208 0,843 0,500 
1,1 0,168 0,880 0,542 
1,2 0,134 0,910 0,582 
1,3 0,104 0,934 0,619 
1,4 0,079 0,952 0,655 
1,5 0,059 0,966 0,688 
1,6 0,044 0,976 0,719 
1,7 0,031 0,984 0,748 
1,8 0,022 0,989 0,775 
1,9 0,010 0,993 0,800 
2,0 0,007 0,995 0,823 
2,1 0,004 0,997 0,843 
2,2 0,003 0,998 0,862 
2,3 0,002 0,999 0,879 
2,4 0,001 0,999 0,895 
2,5 0,001 1,000 0,908 
2,6 0,000 1,000 0,921 
2,7 0,000 1,000 0,931 
11. Bibliografía. — a) Un detenido estudio de la evolución histórica 


de la teoría de la probabilidad y de problemas especiales da: 

I. TODHUNTER: A history of the mathematical theory of probability 
(Chelsea, Nueva York, 1949). 

Entre las obras de más valor histórico citemos la traducida al caste- 
llano, publicada originariamente en 1812, y desarrollo de lecciones dadas 
por su autor en 1795: 

P. S. LAPLACE: Ensayo filosófico sobre las probabilidades (Espasa- 
Calpe Argentina, Buenos Aires, 1947). 


b) Una breve discusión no técnica sobre los fundamentos de la pro- 
babilidad trae: 

E. BOREL: Probabilité ct certitude (Presses Univ. de France, París, 
1950). 

Constituye el fascículo 111 del tomo IV (Applications diverscs ot oon- 
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clusion) del gran “Traité du Calcul des Probabilités et de ses Applica- 
tions” publicado por E. BOREL con la colaboración de varios autores, el es- 
tudio que contiene una profunda crítica de diversas concepciones de la 
probabilidad: 

E. BOREL: Valeur pratique et philosophie des probabilités (Gauthier- 
Villars, París, 1939). 

Exposición más sencilla trae la obra traducida del francés por W. 
SCHILLER: 

E. BOREL: El azar. Descubrimiento, aplicación y valor de las leyes 
del azar (Ediciones del Tridente, Buenos Aires, 1945). 

Exposición elemental de las ideas de su autor trae la obra, traducida 
del alemán por J. C. GRIMBERG: 

R. von MISES: Probabilidad, Estadistica y Verdad (Espasa-Calpe Ar- 
gentina, Buenos Aires, 1946); 
pero de esta obra es preferible el criginal alemán en su 3% edición muy 
revisada y con cmisión de material polémico hoy superfluo: 

R. voN MISES: Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit. Einführung 
in die neue Wahrscheinlichkeitslehre und ihre Anwendung (Springer, Vie- 
na, 32 ed., 1951). 

De carácter técnico y mucho más elevado es: 

R. VON Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung in 
der Statistik und theoretischen Physik (Deuticke, Leipzig, 1931; reimpr-: 
Rosenberg, Nueva York, 1945). 

Da un análisis del razonamiento científico inductivo y una fundamen- 
tación de la probabilidad la obra siguiente, donde el autor, apoyándose en 
que toda aplicación de la teoría de la probabilidad se basa en alguna pro- 
babilidad subjetivamente estimada, desarrolla una teoría subjetivista donde 
la probabilidad se interpreta como grado de creencia: 

I. J. Goon: Probability and the weighing of evidence (Hafner, Nueva 
York, 1950). 


Incluye la fundamentación formal de la probabilidad con ayuda de la 
Lógica y de la Semántica, según lineamiento condicionado por la posición 
filosófica de su autor: 

R. CARNAP: Logical foundations of probability (Univ. of Chicago 
Press; Chicago, IN., 1950). 

Una reimpresión de partes del capítulo IV de esta obra, se publica 
bajo el título: 

R. CARNAP: The nature and application of inductive Logic (Univ. of 
Chicago Press; Chicago, Ill, 1951). 

En la misma orientación está: 

R. CARNAP y W. STEGMÜLLER: Induktive Logik und Wahrscheinlichkeit 
(Springer, Viena, 1957). 

Un profundo análisis de las dos etapas básicas en la fundamentación 
de la teoría de la probabilidad: a) el establecimeinto de leyes para obtener 
nuevas probabilidades de otras dadas; b) la formulación de reglas explí- 
citas para asignar probabilidades en primer término, en situaciones donde 
originariamente no se dan probabilidades; dentro del marco del absoluto 
empirismo del autor, trae la obra: 

H. REICHENBACH: Wahrscheinlichkeitslehre; eine Untersuchung über 
die logischen und mathematischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung (Leiden, 1935); traducción inglesa: The theory of probability. 
An inquiry into the logical and mathematical foundations of the calculus 
of probability (Univ. of California Press; Berkeley y Los Angeles, Calif.; 
22 ed., 1949). 


c) Cuidadosas fundamentaciones matemáticas de la teoría de la pro- 
babilidad traen: 

A. N. KOLMOGOROV: Foundations of the theory of probability (Chelsea, 
Nueva York; 2% ed. en inglés, 1956); traducción del alemán (Grundbe- 
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griffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung; Springer, Berlín, 1933) con bi- 
bliografía adicional, por A. T. BHARUCHA-REID; 
H. RICHTER: Wahrscheinlichkeitstheorie (Springer, Berlín, 1956). 


d) Una sucinta exposición sobre probabilidades, con teoría de errores, 
trae la breve obra: 

A, C. AITKEN: Statistical mathematics (Oliver and Boyd, Edimburgo; 
Interscience, Nueva York; 7% ed., 1952); con traducción española: Esta- 
distica matemática (Dossat, Madrid- Buenos Aires, sìn fecha). 


Texto clásico, con teoría de errores y otras aplicaciones en su volu- 
men II, es: 

G. CASTELNUOVO: Calcolo delle Probabilità (Zanichelli, Bolonia; vol. I, 
22 ed., 1933; vol, II, 22 ed., 1928). 


Numerosos ejemplos, y ejercicios con respuestas, trae la obra de nivel 
relativamente elemental: 

J. V, USPENSKY: Introduction to mathematical probability (McGraw, 
Nueva York, 1937). 


También elemental, advirtiendo cuando las pruebas son incompletas, 
con énfasis en los teoremas límites, es: 

de E. MUNROE: The theory of probability (McGraw, Nueva York, 
1951). 

Limitada a cuestiones donde no interviene más que un conjunto a lo 
más numerable de eventualidades para evitar así toda noción matemática 
elevada, como teoría de la medida, etc., pero abordando en este marco res- 
tringido los problemas más avanzados del Cálculo de probabilidades, está la 
obra con valiosos ejemplos y ejercicios: 

W. FELLER: An inroduction to probability theory and its applica- 
tions (Vol. I; Wiley, Nueva York, 1950). 


Traducida del ruso es la breve y clara exposición: 
B. W. GNEDENKO y A. J. CHINTSCHIN: Elementare Einführung in die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung (Deutscher Verlag der Wissenschaften, 1955). 


De amplio alcance y rico contenido, con muchas demostraciones omiti- 
das pero con abundantes explicaciones heurísticas y ejemplos ilustrativos, 
es la obra: 

R. FORTET: Calcul des probabilités (Centre Nat, de la Recherche Scien- 
tifique, París, 1950). 

Adecuado para estudiantes con interés primordial en Estadística, con 
numerosos ejercicios con soluciones, es 

H. CRAMÉR: The elements of probability theory and some of its appli- 
cations (Wiley, Nueva York, 1955). 


Más completo y con uso de más recursos matemáticos, incluídos en 
varios capítulos preliminares sobre teoría de la medida, integral de Lebes- 
gue-Stielties y otras cuestiones, es: 

H. CRAMÉR: Mathematical methods of Statistics (Princeton Univ. 
Press, 1946); traducción española: Métodos matemáticos de la Estadística 
(Aguilar, Madrid, 1953). 

Texto avanzado y obra de consulta es el libro con enorme contenido 
limitado a cuestiones puramente matemáticas y sin dar aplicaciones, y con 
material complementario en forma de ejercicios: 

M. Loève: Probability theory. Foundations. Random sequences (Van 
Nostrand, Nueva York, 1955). 

Aunque son de nivel elevado, mencionemos por su notoria influencia 
en el moderno desarrollo de la teoría de la probabilidad y sus relaciones 
con otros capítulos de la Matemática, las obras de GNEDENKO y KOLMOGO- 
rov y de Door (citadas en Cap. XXIV, nota IV, 3). 


e) Excelentes exposiciones sobre teoría de errores traen el capítulo IX 
de lIa obra de Wiirrraker y ROBINSON (cilada en Cap. X, nota V, 4), y los 
capítulos VIE y VIT de: 
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dé DET VAN DER WAERDEN: Mathematische Statistik (Springer, Ber- 
ín, 1957 

Algo modernizado en su novena edición, pero siguiendo la tradición 
clásica, es el libro elemental publicado originariamente en 1923: 

E. BOREL, R. DELTHEIL y R. HURON: Probabilités, erreurs (Armand 
Colin, París, ga ed., 1954), 

Al gran “Traité” de BOREL citado en b, pertenece como fascículo II del 
tomo I (Les principies de la théorie des probabilités) : 

R. DELTHEIL: Erreurs et moindres carrés (Gauthier-Villars, París, 
1930). 

Escrita para físicos y quienes deban hacer análisis críticos de obser- 
vaciones instrumentales, está la compacta y práctica exposición: 

Y. BEERS: Introduction to the theory of errors (Addison-Wesley; Cam- 
bridge, Mass.; 1953). 

Una presentación detallada de su tema, bien ilustrada con numerosos 
ejemplos, da: 

W. GROSSMANN: Grundzüge der Ausgleichungsrechnung nach der Me- 
thode der kleinsten Quadrate nebst Anwendungen in der Geodäsie (Sprin- 
ger, Berlín, 1953). 


f) Sobre Estadística tratan las obras de VON MISES citadas en (a); 
CRAMÉR: Mathematical Methods of Statistics (citada en d) y VAN DER 
WAERDEN (citada en e). Abarca con amplitud y orientación moderna los 
métodos de la Estadística, la obra siguiente, cuyo volumen II es de carác- 
ter más elevado aunque se omiten algunas de las demostraciones más 
delicadas: 

S. Ríos: Introducción a los métodos de la Estadística (Edic. del autor; 
Leizarán, 21; vol, 1, 2% ed., 1952; vol. II, 1954). 


APÉNDICE V 


NOMOGRAFÍA 


1. Abacos cartesianos. — a) Escalas y módulos. — La nomografía (de 
“nomos” = ley) es una rama de la matemática de aplicación que tiene 
por objeto la construcción de tablas gráficas o nomogramas, de modo que 
permitan resolver mediante simples lecturas gráficas toda una serie de 
problemas en los que pueden variar los parámetros, o datos conocidos, sin 
necesidad de rehacer para cada caso particular el cálculo gráfico. 

El concepto generalizado de escala es fundamental en nomografía. 
Escala es toda sucesión de puntos, acotados, que se han marcado según 
una cierta ley creciente, sobre una línea cualquiera, llamada soporte de la 
escala. Las de soporte curvilíneo se refieren a las de soporte rectilíneo 
y de éstas nos ocuparemos primeramente. Los números z, que corresponden 
a los puntos marcados por trazos de la escala, se llaman cotas de la escala. 
La diferencia k, generalmente constante, entre las cotas z + h y z, de dos 
puntos consecutivos, se llama escalón de la escala, siendo el paso o intervalo 
4 la distancia que, sobre el papel, separa esos dos puntos sobre el soporte. 
Si las cotas se suceden en progresión aritmética, la escala es normal y si 
los intervalos son iguales, es decir, si lo son los segmentos que separan 
cada dos trazos consecutivos, la escala es métrica o natural. Sin embargo, 
son más interesantes las escalas funcionales, donde, a partir de un origen 
O se toman segmentos s proporcionales a los valores de una función cre- 
dla f(z), cuyos extremos marcan los puntos de la escala, dada me- 

iante 


[Ap. V-1] s = mf(z) , 


siendo el factor de proporcionalidad m el módulo de la escala. Así, la dis- 
tancia de un trazo al origen (no necesariamente contenido en el dibujo) 
tiene por medida el valor de la función cuando se toma el módulo por 
unidad. Dicho módulo se elige de modo que la parte interesante de la escala 
esté contenida completamente en su representación gráfica. 


El intervalo de una escala funcional, dado ($ 35-1) por: 
[Ap. V-2] i = m[f(z 4- h)—f(2)] =mhf'(2+08h), (0<80<1), 


no es, en general, constante y para ciertas escalas, tal 1/z*, el intervalo 
disminuye excesivamente cuando las cotas aumentan. De ahí que se reco- 
miende, entonces, un cambio de escalón que permita aún interpolaciones 
precisas, para lo cual el intervalo ¿ no ha de ser inferior al milímetro. La 
aproximación que se obtiene, dada por el escalón h, puede afinarse, en- 
tonces, mediante la interpolación visual, hasta un error absoluto de h/6,. 


Las escalas más frecuentemente usadas son las siguientes: 


19) Escalas métricas (o naturales): s=m2z>+S8, dadas por una 
función lineal. 


29) Escalas parabólicas (o potenciales): * =m2”, donde n es un nú- 
mero real fijo, cualquiera, dadas por una función potencial ($ 27-4). 


09) Escalas logarítmicas s. -mlogz, dadas por la función logarít- 
mica ($ 8-7) de base cualquiera, en particular, natural o decimal, Son 
las empleadas eu la regla de cálculos y cu el pupel logaritmico. En el 
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reverso de la regla de cálculos figuran también escalas de log sen z 
y log tg z. 


49) Escalas homográficas: 


— z+b 
E cz + d , (ad + bc), 


donde la relación entre s y z es bilineal respecto de dichas variables: 
ecsz + ds —az—b=0. 


Más generalmente, se llama escala proyectiva, la F (z), deducida de 
una escala conocida f(z), mediante una transformación homográfica : 
f(z)+ b 
Ap. V-3 = mF (z) = m ČST SL 
[Ap J s= mF(z) =m ofid (ad %bc), 


determinada por tres pares de elementos correspondientes ($ 114-4). 
Puede pasarse fácilmente de la escala f(z) a la escala F(z) mediante 
una proyectividad, si los soportes respectivos se cortan en un punto de 


igual cota en ambas escalas, siendo el centro de perspectividad la inter- 
sección de dos alineaciones que unan sendos pares de puntos correspon- 





Fig. 460. 


dientes con la misma cota en ambas escalas. La figura 460 representa el 
paso de una escala natural a una homográfica. 

La forma más sencilla de construir una escala funcional es llevar 
sobre el soporte los segmentos s, dados por [Ap. V-1], cuando se conoce 
una tabla numérica de la función f(z), asignando a cada trazo de la escala, 
no la medida de dicho segmento s, sino el valor correspondiente de la 
cota z. 

En cambio, si tenemos dibujada la gráfica (§ 23-2) de la función 
s= f(z), supuesto m= 1, (pues se suele tomar para el módulo un nú- 
mero sencillo, preferentemente una potencia de 10), basta llevar sobre 
el eje s, por sendas paralelas al eje z, los puntos de cota z, asignando a las 
proyecciones no el valor de s, sino el de z, para tener gráficamente la escala 
funcional buscada. 

Si al otro lado del eje s dibujamos también la escala natural s, ten- 
dremos ejemplo de un ábaco de dos escalas superpuestas, que suele em- 
plearse muchas veces para expresar una misma magnitud en dos sistemas 
distintos de unidades, tal la temperatura (°C y °F) o el ángulo (en 
medidas sexagesimal y radial). La regla de cálculos también nos ofrece 
un ejemplo de ábaco de escalas superpuestas de los números y de sus 
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cuadrados, en forma logarítmica, pues la función ý = x2” se representa por 
los segmentos, inferior y superior, s = m log z, o =(1/2) m log ý = 8. 


b) Ábacos cartesianos. — La representación gráfica de una función 
de dos variables z= f(x,y), mediante sus curvas de nivel (§ 64-2, b), 
se llama también ábaco cartesiano. Si se suponen trazadas las dos familias. 
de rectas paralelas a los ejes, o más comodamente, se usa papel milimetra- 
do, cada punto del plano, intersección de tres líneas: las dos paralelas a 
los ejes y la curva de nivel que pasa por él, tendrá asignados tres núme- 
ros, a del punto correspondiente situado sobre la superficie 
z= f(x, y). 

Más en general, si suponemos dadas en el plano (x,y) tres familias 
de líneas: 


[Ap. V-4] F(z, Yy, z) = 0 , F(x, Y, z) = 0 , Falz, y, z) =0 , 


de modo que por cada punto del plano pase una línea de cada familia, y 
eliminamos x, y entre las tres [Ap. V-4], obtendremos una relación entre 
las tres cotas Z, Z: Z» tal como 


[Ap. V-5] F (2i, 22, 23) = 0 


Estos ábacos se llaman también de líneas concurrentes, porque tres 
líneas, una de cada familia [Ap. V-4], concurrentes en un punto, tienen 
como cotas tres números que satisfacen la relación [Ap. V-5]. El caso 
que hemos tratado inicialmente corresponde a que las dos primeras fami- 
lias sean haces de rectas paralelas a los ejes que den directamente las 
coordenadas con posibles escalas distintas, es decir, las [Ap. V-4] serán 
ahora: 


[Ap. V-6] £ =M , Y= Mz , Falx, y, za) =0 , 
y la relación [Ap. V-5] entre las tres cotas es, entonces: 
[Ap. V-7] F, (11,21, MoZa, Za) = 0 


Si despejamos za= 2 de la tercera [Ap. V-6], tendremos la relación 
que liga las tres variables en forma explícita z = z, = f (x, y). 


EJEMPLOS: 1. La función z= xy tiene por representación gráfica el 
ábaco cartesiano dibujado en la fig. 214 (Vol. II). 


2. Para la ecuación de VAN DER WAALS: 
[Ap. V-8] (p + 57) (0—b) = RT, 


pueden dibujarse fácilmente las curvas correspondientes a distintos t= 
= T — 273 = constante, sin más que despejar: 


R(t + 273) a 
v—b Toy 


[Ap. V-9] p = 


donde, si la temperatura + viene dada en grados centígrados, la presión p 
en atmósferas y v es el volumen, referido al correspondiente a tomar como 
unidad, el ocupado por la molécula gramo a 0? y una atmósfera de presión, 
para el anhídrido carbónico, las constantes valen: R = 0,00366, a = 0,00717, 
b = 0,00191. 

En la figura 461 las cotas de las curvas de nivel (isotermas) corres- 
pondientes a distintos valores de t se han señalado en una recta paralela al 


eje p, para facilitar la lectura. Véase, en ella, el punto correspondiente 
a la terna v= 0,0132, p = 57, t = 30. 


c) Ábucos rectilíneos. — Inconveniente grave de los ábacos cartesia- 
nos es cl tinzado de numerosas curvas de nivel. Si éstas se convierten 
en rectas, tunto el trazado como la lectura y la interpolación visual que- 
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darán altamente facilitados. Para lograrlo, basta, a veces, elegir adecua- 
damente las variables, o bien hacer un cambio de escala funcional que 
transforme las curvas en rectas, transformación que se llama anamórfosig 
analítica, 


EJEMPLOS: 3. Si referimos la ecuación de VAN DER WAALs [Ap. V-9] 
al plano (p,t), tomando como cotas paramétricas los valores de v=— cons- 
tante, el ábaco correspondiente será rectilíneo (fig. 462). 


4. El alcance geográfico de un faro (limitado por la curvatura te- 
rrestre) viene dado en km por la distancia d = 3,85 (VvH + Vh), donde H 
es la altura en metros del foco de luz y h es la altura en metros del 
observador, ambas sobre el nivel del mar. Si queremos hacer variar 
5 < H < 100, 0 <h < 20, tomando x= VH, y = Vh, marcaremos en sen- 
das escalas parabólicas (cón módulos distintos y adecuados al tamaño del 
papel) sobre el eje horizontal H de 0 a 100 y sobre el eje vertical k de 
0 a 20, y uniendo un par de puntos de igual cota, situados uno sobre cada 
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eje, obtendremos una recta que, con sus paralelas, corresponderán a cotas 
d, cuyo valor da la fórmula propuesta. Bastará entonces limitar el gráfico 
mediante un rectángulo cuya base vaya de 5 a 100 y su altura de 0 a 20, 
siendo el haz de rectas paralelas, las líneas de nivel d= constante 
(hágase). 

5. El ábaco cartesiano que permite resolver la ecuación: 


[Ap. V-10] z7 + p7+qz=0 


será rectilíneo si en el plano (p,q) trazamos las rectas [Ap. V-10] co- 
rrespondientes a distintos valores constantes de z. Así, dados p y q, las 
cotas z de las rectas que pasen por dicho punto (p,q) (varias, una o 
ninguna) darán gráficamente las raíces de [Ap. V-10]. Particularmente 
interesantes son los ábacos correspondentes a las ecuaciones de 2% grado 
(n =2,7r=1), (fig. 463) y de 3". grado (n=3,r=1) (fig. 464), donde 
claramente se observan las regiones de puntos que corresponden a cenacio- 
nes que tienen varias, una o ninguna raíz real, También se observan en 
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Fig. 463. 


ellos las curvas discriminantes, que separan dichas regiones y corresponden 
a ecuaciones con raíces múltiples. 


Si los coeficientes p y q no están dentro de los límites del ábaco, 
basta el empleo de multiplicadores, poniendo z = ìZ para que [Ap. V-10] 
se convierta en: 

ZA PZ+Q=0, 
con P=p1"", Q =q1”, y luego se elige adecuadamente el multiplicador 
à para que P y Q están situados dentro del ábaco. 
La relación [Ap. W-5] podrá representarse por un ábaco rectilíneo, si 
por anamórfosis analítica aplicada a los dos primeros parámetros: 
[Ap. V-11] x = mh (2) , y = Mehel(z) , 
se obtenga de [Ap. V-5] y [Ap. V-11] por eliminación de 2, y z., la ecua- 
ción lineal: 
w fa(za) + Y ga (2Zı) + ha (za) = 0 j 
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Fig. 464, 


es decir, si la relación [Ap. V-5] es de la forma: 


[Ap. V-12] h: (21) fə (zs) + he (22) ga (Za) + h: (z:) = 0 , 


expresión bastante general y a la que pueden llevarse muchas funciones 


por adecuadas transformaciones (cfr. Ap. V-2, c). 

EJEMPLOS: 6. La relación: 

hı (a) ae» ho (22) ED h; (z:) Kym — C j 

se lleva inmediatamente a la forma [Ap. V-12] tomando logaritmos. 

7. La relación: 

ba (za) = m (2) V 1— [h (2)] + b(z2)V 1— [h] 
puesta bajo la forma: 
arc sen h: (z:) = arc sen hi (zı) + arc sen he(z:) , 

es del tipo [Ap. V-12]. 
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En general, un ábaco rectilíneo es aquel en que las tres familias de 
líneas [Ap. V-4] son haces de rectas r, (1= 1,2, 3): 


[Ap. V-13] f(z). x + gilzi). y + h(z)=0 , (= 1,2,3) , 


y por tanto, eliminando x, y entre estas tres ecuaciones ($ 15, Ejerc. 9), 

obtendremos la siguiente importante forma general de la relación [Ap. 

V-5], que es susceptible de representarse mediante un ábaco rectilineo: 

| f, (z1) gu (21) h, (21) 

[Ap. V-14] F (2,, 22, 20) = | felza) gelze) hu(2») | = 0 
| La (za) gs (Zs) ha (2) 


Para fı(z2) = g: (2) = —1, & (2) = f:(z2)= 0, la [Ap. V-14] se con- 
vierte en la [Ap. V-12]. 


d) Ábacos circulares. — Para que las tres familias de líneas del ábaco 
sean circunferencias (o circunferencias y rectas), las ecuaciones [Ap. V-4] 
deben ser: 


[Ap. V-15] k; (z:) (Ha) + f: (z:) . + g: (zi) . Y + 
+ h, (z,) = 0, (1=1,2,8), 


de las que eliminando w, y, se obtendrá la forma general de la relación 
[Ap. X-5] susceptible de representarse por un ábaco circular. 


EJEMPLO 8. La fórmula 12 V = x(D* + d + Dd), que da el volumen 
V del tronco de cono de bases circulares de diámetros D y d y de altura 
unidad, puede representarse por un ábaco formado por el haz de circun- 
ferencias 4V=n1(x%*+ y") y los dos haces de rectas D=x+ V 3y, 
d=x— Y 3y. 


e) Ábacos triangulares. — Se refieren a la utilización de coordena- 
das triangulares. Dichas coordenadas las 
introdujo A. F, MOEBIUS en su libro “Der 
barycentrische Calcul” (1827), como coor- 
denadas homogéneas referidas a un trián- 
gulo propio AA A; tomado como básico 
(fig. 465), de alturas hı, h», hs Si son 
d, da d» las distancias de un punto P a 
los lados a, del triángulo básico, A el área 
de éste y A, el área de los triángulos 
PAJAr 0 £j £ÆEk£E i = 1, 2, 3), se ten- 
drá A — žaihi, A; == Sdi di = Ad /h;, (1 = 
= 1, 2, 3), dando: 





Fig. 465. Â n A L LALLA 
d/h — d/h: d/h — 
y por ser ^+ A+ As= A se cumple: 
di da da 
Lp: Vie] a a 


Entonces, se pueden tomar como coordenadas homogéneas (21, Yz, %3) 
de P, números proporcionales a las áreas As, As, As, es decir, cumpliendo: 
Xi Lz Xa 1 

Ap. V-17 -- Am O RR A =R -— 

(eps Van d/h al T d/h oa 
de modo que si Aix + Biy + C: = 0, (i= 1,2,3) son las ecuaciones carte- 
sianas de los lados del triángulo básico (referido a un sistema de ejes rec- 
tangulares), dichas coordenadas (x1, %:, 21) de P, llamadas baricéntricas, 
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se podrán expresar respecto de las cartesianas (x,y) mediante (cfr. $ 60-8, 
bs y nota 7): 


0% = di/h; = Aix + Biy + Ci , (i = 1,2, 3), 


donde es no nulo el determinante 'A;, Bi, Cı) Æ 0, por ser no concurrentes 
los tres lados del triángulo. Por tanto, pueden despejarse x, y en función 
de x./xa y %/Xa, y así la ecuación de la recta en coordenadas baricéntri- 
cas, es: 


[Ap. V-18] UY, + Una + Usa = 0 , 


donde t, uz, Us, no simultáneamente nulos, pueden tomarse como coordena- 
das homogéneas duales de dicha recta. La ecuación x, =0 es la del lado del 
triángulo básico opuesto al vértice A¡. El baricentro del triángulo básico 
tiene coordenadas (1, 1, 1). Si en [Ap. V-17] tomamos p= 1, es decir, 
xi = d;/ kı, la [Ap. V-16] nos dice que entonces se cumplirá: 


xı + Yo + 9 = 1 


Si tomamos como coordenadas homogéneas valores proporcionales a 

las distancias d;, es decir: 
xi Ta Xa 1 

[Ap. V-19] d = a = “d = T , 
se obtendrán las llamadas coordenadas trilineales, respecto de las cuales el 
punto unidad (1,1,1) es el incentro del triángulo básico (centro de su 
circunferencia inscripta), siendo también la ecuación de la recta de la 
forma lineal [Ap. V-18]. 

Si el trángulo básico es equilátero, a=d=0=a ton h= 
=h.=hs= h, la [Ap. V-16] se convierte en: 


[Ap. V-20] dı + da + di = h 


Podremos tomar para coordenadas de P, indistintamente, las distan- 
cias dí o los segmentos p. paralelos a los lados del triángulo equilátero y 
comprendidos entre P y estos lados, 
porque en [Ap. V-19] ello sólo repre- 
senta variar el factor de proporcio- A, 
nalidad q. Obsérvese que se cumple 
también (fig. 466): 


[Ap. V-21] M+FPHPp=a , 


de modo que si se hace a = 100, el 

punto P puede ser considerado como 

representación geométrica de un com- 

puesto ternario, siendo Pı, Pp», Pa, los 

porcentajes de los tres cuerpos com- 

ponentes. Los puntos de los lados del 

triángulo corresponden a compuestos 

binarios y los vértices a los cuerpos 

puros. La propiedad fundamental de A A 

esta representación triangular de las L f 
mezclas ternarias dice que si va- 

rias mezclas ternarias de las mismas 

tres componentes As, Az, As, tienen como representación los puntos Pp”, 

P”, ..., P y formamos la mezcla resultante tomando masas m', m” 
. m" de las mezclas respectivamente dadas por P', P”, . , Pin, el 

punto P de dicha mezcla resultante es el centro de gr avedad del sistema, 
formado por las masas m*®, colocadas respectivamente en los puntos 
P®, (=1, 2, ..., n). Basta observar que la mezcla resultante de tomar 
masas m’, m” de las mezclas dadas por P’ y P” tiene por coordenadas: 


p z (mp 4- mp )/(m 4 m”) , (i=1,2,3) , 


Fig. 466. 


640 AP. V. NOMOGRAFÍA Ap. V- 1 


igualdades que representan también las ecuaciones paramétricas de la 
línea recta en coordenadas triangulares. / 
Muy empleados son los ábacos triangulares que expresan propieda- | 
des importantes de las mezclas ternarias, tal, por ejemplo, el correspon- | 
diente a la superficie de fusibilidad, que indica la temperatura de fusión 
de los compuestos que puedan formarse con tres componentes dadas. Las 
líneas de nivel o isotermas de dicha superficie, darán las curvas de fusión 
cuyos puntos representan las mezclas que se funden a la misma tempera- 
tura, como las indicadas (fig. 467) para las mezclas de tres carbonatos. 
Por anamórfosis analítica, las relaciones del tipo: 


La) + fa(z2) + fs(z) =C , 


pueden representarse fácilmente, pues para que se cumpla [Ap. V-21] 
basta escoger las escalas funcionales: 


Pı = mÍ(A), pe = MÍa(22), Ps = M fa (Za) 


con a = Cm, y entonces, el ábaco es- 
tá constituído por tres haces de rec- 
tas paralelas a los lados del triángulo 
básico formando red triangular; exis- 
ten en el comercio papeles con la red 
trazada en esta forma (fig. 468). 


Si se emplean como coordenadas 
las distancias d:, cumpliendo ahora 
[Ap. V-20] en lugar de [Ap. V-21], 
las tres escalas funcionales deben ir 
sobre soportes normales a los tres la- 

CO Ca dos del triángulo equilátero de refe- 

Fig. 467. rencia, escalas que pueden dibujarse 

sobre tres rectas cualesquiera res- 

pectivamene perpendiculares a los 

lados de dicho triángulo básico, con orígenes situados sobre estos dos lados. 
Para hallar las cotas que corresponden a cada punto P, bastará trazar por 
P (fig. 469) paralelas a los lados del triángulo básico, cs decir, normales 
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Fig. 465. Fiz. 469. 


a las escalas e, y su intersección con las escalas dará el valor de dichas 
cotas. Por tanto, podemos prescindir del triángulo básico, y el procedimiento 
anterior subsistirá al variar la altura de dicho triángulo, incluyendo el 
caso degenerado del triángulo de altura nula. En este último caso, la 
relación a representar adopta la forma: 
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[A p. V-22] fı (2) + f(z) + f: (Z3) =0 


y las tres escalas funcionales d,=Mf, (2,), (+= 1, 2, 3) se disponen sobre 
tres soportes paralelos a los lados de un triángulo equilátero para formar 
un ábaco exagonal (fig. 470), de modo que una terna de rectas concu- 
rrentes normales a las escalas determina so- 
bre éstas valores que satisfacen a la rela- 
ción [Ap. V-22]. 

Estos ábacos evitan los inconvenientes 
que se atribuyen a los ábacos cartesianos, 
pues en ellos no se traza curva alguna, y su 
lectura se facilita utilizando un papel trans- 
parente que lleva grabadas, finas y bien 
visibles, tres semirrectas concurrentes se- 
gún esas normales, de dirección que se man- 
tiene, ya dibujando sobre el fondo del ábaco 
una sucesión de paralelas a una de esas 
direcciones que sirvan de guía, ya utilizando 
papel triangular (fig. 468). Tienen la li- 





mitación de representar sólo relaciones de Fix. 470. 
la forma [Ap. V-22]. 
2. Nomogramas de puntos alineados. — a) Generalidades. — Basán- 


dose en el principio de dualidad en el plano, M. D'OCAGNE consiguió pasar 
(1884) de los confusos y complicados, aunque a veces útiles (cfr. Ap. V-4) 
ábacos cartesianos de rectas concurrentes, a los claros, precisos y fácil- 
mente construibles nomogranmas de puntos alineados. 

Ahora, en lugar de tener tres haces de rectas con envolventes E, Ez, 
E,, tendremos tres escalas puntuales e, e» e, (fig. 471), cuyos soportes 





Fig, 471. 


sean tres curvas cualesquiera, tales que, en lugar de tener rectas r; 
[Ap. V-13], una de cada haz (i= 1,2,3), concurrentes en un punto P, 
tendremos puntos R;, uno de cada escala e, (¿—1,2,3), alineados sobre 
una misma recta p, como condición necesaria y suficiente para que sus 
cotas respectivas z; cumplan una relación funcional [Ap. V-5]. La misma 
forma [Ap. V-14] de relación funcional susceptible de representarse por 
un ábaco rectilíneo, es también susceptible de representarse por un nomo- 
grama de puntos alineados, si ahora [f,(2,), g,(2:), hi(2,)] son las coor- 
denadas homogéneas de los puntos R, (i = 1,2,3), en un sistema triangu- 
lar o proyectivo cualquiera de coordenadas puntuales. 

Podemos pasar a coordenadas cartesianas absolutas, suponiendo que 
los soportes de las escalas e, tienen como ccuaciones paramétricas: 
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i tı = Q(z) , = gía) , DE = g(Z2) , 
[Ape Vaes ad Eneo aba s Saa 


y como la condición necesaria y suficiente para que los puntos R, 
(x: Yı), (i= 1,2,3), estén en línea recta es: 
2%: Yi 1 
o Ya 1 
da Ya 1 


=0, 








la relación [Ap. V-5] susceptible de representarse por un nomograma de 
puntos alineados de escalas [Ap. V-23], será ahora: 


281 (21) 1, (21) 1 | 
ga (72) fa (z2) 1 | =0 
ga (Za) f: (zə) 1 i 

Estos nomogramas de puntos alineados se conservan limpios, si cada 
vez que se emplean, en lugar de trazar sobre ellos líneas de corresponden- 
cia, se utiliza un hilo tirante, el borde de una regla biselada, o aun mejor, 
una tira de papel transparente en la que se ha dibujado una línea recta 
fina y bien visible. 

Veamos los principales tipos particulares de esta clase de nomogramas. 


[Ap. V-24] 





b) Nomogramas con las tres escalas de soportes rectilíneos parale- 
los. — Si la dirección común de los tres soportes rectilíneos paralelos es la 
del eje y, en [Ap. V-23] será entonces x: = g: (z) =¢c; (î=1, 2, 3) y al 
desarrollar [Ap. V-24] por los ele- 
mentos de la segunda columna, la re- 
lación [Ap. V-5] será de la forma: 
[Ap. V-25] (ca — Ca) f,(z,) + 

+ (i — e) filz) + 
+ (ce — c) fa (z3) = 0 

Si en lugar de las segundas ecua- 
ciones [Ap. V-23] y; = f: (z:), consi- 
deramos tres escalas paralelas 
miF, (2,), meF2(22), meF3(23) de módu- 
los m, y colocamos (fig. 472) las es- 
calas e,, es en los bordes izquierdo y 
derecho del papel disponible, a distan- 
cia A, y la tercera escala e, en medio, 
a distancia a de la escala izquierda 
e, la relación [Ap. V-25], con a = 
= Ca — Cı, Å = C — C, Será: 


(a — A)m,F, — a m.F, + A mF3= 0 , 





Fig. 472. 


y tomando: 

[Ap. V-26] (a —A)j)m = —a m = —Åma , 
dicha relación se convierte en: 

[Ap. V-27] F: (21) + F(z) = Fa(2) , 


que es esencialmente del mismo tipo [Ap. V-22]. 


Los módulos mı, m, se determinan de acuerdo a las funciones F, (zı), 
F:(z2) de modo que en la altura máxima del papel disponible estén repre- 
sentados los intervalos útiles de las escalas e,, es en la cuestión que se trate. 
Entonces, dada también A por la anchura del papel disponible, de 
[Ap. V-26] se deducen la posición y módulo de la tercera escala es me- 
diante: 

[Ap. V-28] a =- Am ms E 


mtm ? mu -H Ma 
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Dicha escala es se construye a partir de un punto de cota conocida 
obtenido mediante una alineación particular. De ésta y de las proporciones 
[Ap. V-26] en la forma: 


a/ (A —a) = m/m , M/m = A/A, 


pueden obtenerse gráficamente la posición, módulo y una cota particular 
de la escala e, (fig. 473). 


EJEMPLO 9. Tomemos, como 
en el ejemplo 4, el alcance geográ- 
fico de un faro, dado en km, por 
d = 3,85( VH + Vh), donde H es 
la altura, en metros, del foco de 
luz y h la altura, en metros, del 
observador, ambas sobre el nivel 
del mar. Por ser la fórmula ante- 
rior del tipo [Ap. V-27], podre- 
mos construir su correspondiente 
nomograma de tres soportes recti- 
líneos paralelos y supongamos que 
queremos que sea A = 10 cm, con 
escalas verticales de longitud que 
no superen los 16 cm, variando Fig. 473. 
5<H<100,0< h < 20, 


Si colocamos H en la escala e, h en la e: y d en la e; siendo yı = 
=mVH, Ya =m Vh, Ya = Mad/3,85, los módulos m, y maz deberán ser tales 
que ma (V100 — V5)< 16 cm, m:«(V20—0)< 16 cm, es decir, m < 2,06 
cm, Ma < 3,58 cm, pudiendo tomar m: = 2 cm, m: = 3,5 cm. Las ordenadas, 
en cm, de ambas escalas serán: 


Yı = mFı=2(VH — V5) cm, (5< H < 100); y: = mF: = 3,5 Vh 


cm, (0 < k < 20), colocadas a distancia A = 10 cm. Mediante la construc- 
ción de la figura 473 esto bastaría para obtener gráficamente a y Ma y 
construir la escala es de yı = mad/3,85 a partir de la alineación particular 
H = 50, h = 18, d = 43,54 deducida directamente de la fórmula dada. Nu- 
méricamente, mediante [Ap. V-28], se obtiene a = 3,64 cm; m: = 1,27 cm. 
Las escalas empiezan y: =0, en H=5, h=0, d=3,85(V5—-0)= 8,61 
(fig. 474). Si se toma H = 16, k = 0, se tendrá la cómoda alineación 
particular d = 3,85 . 4 = 15,4 para graduar la escala natural d. 





c) Relaciones funcionales reducibles al tipo anterior. — cı) Tipo 
f.f- = f}. — Se lleva al tipo [Ap. V-27] sin más que tomar logaritmos. 


EJEMPLO 10. Fórmula del interés compuesto C = (1 + 1)”, donde 
0,02 < i < 0,06, 1 <n < 100. Es del tipo anterior, tomando logaritmos, y 
se lleva a la forma [Ap. V-27] tomando logaritmos dos veces: 


lglgC = lgn + lg lg(1 + 1) 


Según la observación de R. SOREAU, sí la terna C, n, i cumple la fór- 
mula C =(1 + 2)”, también la cumple la terna C”, 10 n, ?, por lo que para 
mayor comodidad, podemos superponer la escala n de 1 a 10, con la de n 
variando de 10 a 100. Si m, es el módulo de la escala n (1 <n < 10) y 
mı es el módulo de la escala ¿, variando entre el 2% y el 6 %, para que 
ésta tenga igual longitud que la escala n, debe ser: 


m = m (lg 10 — lg 1) = m (lglg 1,06 — lg lg 1,02) = 0,47 m 


Si se toma na = 2m,, por [Ap. V-28] debe seor a = à A, mi = Â m, con 
lo que podrá construirse la escala de € que va desde 1,02 pl + 0,02)! a 
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1,06” ~ 1,80 y la superpuesta de C, que va de 1,02” œ 1,215 a 1,06'” = 350, 
correspondiente a 10 <n < 100 (fig. 475). 


c.) Tipo fifofs= C (constante). — Tomando, como antes, logaritmos 
de f1f. — C/f, se obtiene log f, + log fı = log C— log fa que es de la forma 
[Ap. V-27]. 


cs) Tipo fifa + fofa — f:f». — Se lleva al tipo [Ap. V-27] sin más que 
dividir por fif.fs dando (1/£,) + (1/f.)= 1/f,. 


180 C i 
i 2 300 
1,70 200 
1,60 100 
1,50 

$0 
1,40 

20 
1,30 

10 
1,20 

$ 
115 4 

3 
1,10 

2 
1,05 





1,04 


Fig. 4756. 
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cı) Tipo fı + f: + f: = fif:fae — Despejando fs = —- a > - y cam- 
biando de variables: fı(z2ı)= tga; f:(zə)=tgß; f(z) =— tg y, queda 


te y =tg(a +8), es decir, a(21)+ B(22)= y (z) + nx, que es de la for- 
ma [Ap. V-27]. 

c+) Tipo fı + fa + fa = C fif:fa con C constante. — Si C >0, se reduce 
al tipo c, multiplicando por VC, pues entonces queda: 


Si C< 0, se pone V -Cfi + V-Cfa+ V-Cf= 
=—(V-CA)(V -CL)(V-Cf) , 
de donde, despejando: 
V-Cf + V-Cf 


PT 


1+(VICE)(V CL) 


y haciendo V -C fı(z)= tgh a; V -C f:(z:-)= tgh B; V -C fa(z:) = — tgh y, 
queda tgh y =tgh(« + B), es decir, a(z2)+B8(2.)= y(zs), que es de la 
forma [Ap. V-27]. 


c) Tipo ff: + ffa + ff, = C constante. — Se reduce al tipo anterior, 
dividiendo ambos miembros por fıfafa. 

Todas estas transformaciones pueden servir también para construir 
ábacos cartesianos rectilíneos por anamórfosis analítica (cfr. Ap. V-1, c). 


—V.Of =- 


d) Nomogramas en N o en Z. 
— Si el nomograma tiene tres es- 
calas rectilíneas, dos de ellas de 
soportes paralelos entre si, y otra 
sobre soporte secante a los dos an- 
teriores, se obtendrá un nomogra- 
ma llamado en N o en Z. 

Adoptemos como eje x la es- 
cala transversal es y como eje y 
la mediatriz de la faja de ancho 
25, en la dirección de w, limitada 
por las escalas paralelas e, y en 
(fig. 476). Como en coordenadas 
cartesianas oblicuas subsiste la re- 
lación [Ap. V-24], y en [Ap. V-23] 








es ahora w= — ð, x: = ĝ;, Ys = 0, 
dicha relación [Ap. V-24] toma la 
forma: 
— ô fı (21) 1 
ô fo (22) Ea 
gu (Za) 0 1 
es decir, 
zs)— Ú 
Ap. V-29 f(z) = ga(z)— ò. fia) , 
[Ap. V-29] Gaa a 
que puede reducirse a la forma canónica: 
[Ap. V-30] F. (22) z= F, (21) F: (2a) , 


si en [Ap. V-29] se toma: 
E AA rs y a A 


Ma — mF: 
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Así pues, [Ap. V-30] es la forma general de los nomogramas de esta 
clase, esencialmente la misma que la vista en Ap. V-2, c,, que era también 
representable por un nomograma de tres soportes paralelos. Sin embargo, 
allí había que tomar logaritmos y ahora será más cómodo tomar para es- 
calas e, y e: las mismas funciones F,(2.) y F:-(2:) multiplicadas por módu- 
los convenientes, siendo proyectiva (Ap. V-1, a) la tercera escala es. Esto 
es especialmente ventajoso si F, y F, toman valores pequeños, pues enton- 
ces es posible, con módulo conveniente, la representación mediante [Ap. 
V-31], mientras que con escalas logarítmicas se sale rápidamente de los 
límites del papel disponible. Por otra parte, cuando se adosan dos nomo- 
gramas por coincidencia de escalas que se refieren a la misma variable, 
la escala de ésta habrá de ser la misma en ambos y es más sencillo adop- 
tar entonces, como común, la escala natural (cfr. Ap. V-3, az). Estas son 
las ventajas que justifican el uso de este tipo de nomogramas para repre- 
sentar relaciones de la forma [Ap. V-30]. 


De acuerdo con las funciones F, y F: y las dimensiones del dibujo, se 
determinan los módulos m, y Mma, tales que mF, > 0, meF2< 0, dibujando 
así las escalas paralelas e, y es a partir de los respectivos orígenes O, y O. 
(fig. 476), intersecciones con la transversal e, y en sentidos opuestos, 
mientras que la graduación de la escala es queda determinada por la 
tercera de las [Ap. V-31] a partir del origen O, punto medio del segmento 
O.O. de longitud 2%. Dicha escala es, siendo proyectiva respecto de Fl, 
puede dibujarse gráficamente por el procedimiento de la figura 460. En este 
caso, basta tener en cuenta que los tres puntos (—5,k), (9, km-Fy4/m1) y 
(£s, 0), con x= 5(m,+ maFs)/(m — mF), están alineados, y por tanto, 
basta proyectar sobre e,, desde el punto de la escala e, que esté a una dis- 
tancia k arbitraria y conveniente de O,, la escala funcional de F, que a par- 
tir de O, se haya dibujado sobre e. con módulo kme/m,. 





Tig. 477. 
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EJEMPLO 11. Ley de refracción seni= nsen r. Tomando logaritmos, 
sería de la forma [Ap. V-27], representable por un nomograma de tres es- 
calas paralelas, pero aquí seni y senr suelen tomar valores muy peque- 
ños, correspondientes al entorno de la incidencia normal, y, por tanto, se 
impone el nomograma en N. Para identificar con [Ap. V-30], tomemos i 
como escala e. y r como escala e,, variando entre 0” y 90” (fig. 477), con 
módulos iguales en valor absoluto y de signo contrario, adecuados a los 
límites del dibujo. Las escalas se dibujan mediante una tabla de valores 
naturales del seno, o gráficamente, proyectando la línea trigonométrica 
seno ($ 28, fig. 73). La tercera escala resulta aquí ser x.=5(1—n)/ 
/(1 +1), es decir, al origen O corresponde el punto n= 1, aumentando za 
al disminuir n; puede dibujarse gráficamen- 
te en forma proyectiva, como se ha expli- 
cado anteriormente. 


e) Nomogramas de tres rectas concu- 
rrentes. — Las relaciones funcionales que 
se reducen (Ap. V-2, c) al tipo (1/F,)+ 
+ (1/F.)= 1/F3,, pueden representarse por 
nomogramas de tres soportes paralelos, pero 
al poner y, —=/F1, Y: = Mvo/F2, para pe- 

NR queños valores de F, y F», las escalas que- 
RS darían fuera de los límites del dibujo. Esto 
puede evitarse empleando tres soportes rec- 
tilíneos concurrentes, que a partir del origen O formen con el eje de las 
abscisas ángulos 0, =0, u:, œ (fig. 478). Entonces, las ecuaciones [Ap. 
V-23] serán: 
{æ= mF (2), e m:Fa (Z2) coSs 0a | a = maFa (20) cos 0, 


lun=0, Ye = MF: (22) sen ds, © | ys = MF» (2,) sen 0, 


y la condición de alineación [Ap. V-24] se convierte en: 
— MiMe sen &:. F,F: + mm sen (a: — a). FFs + Mma sen œ . F.F: = 0, 


que para Mı = Mz = Ma, A == O — 01 = 607, coincide con la (1/F,) + (1/F3)= 
= 1/F,. Estos son los llamados nomogramas exagonales, que se distinguen 
de los ábacos exagonales (Ap. V-1, e), antes introducidos, por obtenerse la 
correspondencia entre cotas, ya por alineación, ya por concurrencia de 
normales a las escalas. 





-1 





EJEMPLO 12. La fórmula de la resistencia R de un sistema de dos 
conductores de resistencias R, y Ra colocados en paralelo es 1/R = 
= (1/R.) + (1/Ro). 





Oo 0 
Fig. 479. 


Nomograma de esta relación, con módulos iguales y escalas naturales 
sobre soportes rectilíneos concurrentes que formen con un rayo origen 
ángulos œ = 0°, a: = 120”, œ, = 60” es el de la figura 479. 
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f) Nomogrumas de dos escalas 
de soportes paralelos rectilíneos y una 
de soporte curvilíneo. — Existen re- 
laciones [Ap. V-5] que no pueden re- 
presentarse mediante nomogramas de 
tres soportes rectilíneos, tal por ejem- 
plo, la ecuación trinomia [Ap. V-10]. 
Veamos cuáles son las relaciones re- 
presentables por nomogramas con dos 
soportes rectilíneos paralelos e, y es 
(fig. 480), a distancia 285, adoptando 
como eje y la paralela media entre e, 

€ Las ecuaciones paramétricas 
[Ap. V-23] serán: 





f xı = — Ô, S xn = Ò, f Xa = g: (2), 
a Y = miF,, s: Lys = m+F,, k A Ya = f: (24) 
y la [Ap. V-24] se convierte en: 
mFı(gs— ð) + m.F.(— e: —0) = — 266 , 
de la forma general: 
[Ap. V-32] F(z) Gə (2s) + F: (22) Ha (2a) = F: (2z:) , 
pues basta hallar K,(2,) tal que: 
nma (g == ô) M: (— g3 — 9) — 2d, 
pa A a TRA xs $ e K. y 
Ga (za) H, (2) Fs (21) de ) E 
de las que despejando: 
DKG ¿2 _ KM 
Es = Na + ô = D — ĝ 
se deduce es: 
keis — 2ÒMM: 


miHa + megh 


por lo que toda expresión del tipo [Ap. V-32] tendrá un nomograma de 
puntos alineados con escalas de ecuaciones paramétricas: 





[ $ mH: — MG; 
ı = — Ô,  =0, LR OA UA, 
€1 j €: ) j Ca | F mH: + m:Gs 
| Y = miF,, Ya = mF, | da mm Fs 
L mH: + M:Gs 


Método geométrico para construir, por puntos, la escala curvilínea e; 
es dar a z, el valor de cada punto buscado, tal 2.= 15, y determinar en la 
relación [Ap. V-32] dos pares de valores (2,,2») que la verifiquen, para 
que las respectivas rectas de alineación se corten en dicho punto buscado 
de cota z: = 15. 

Dividiendo [Ap. V-32] por Gs, la forma general de las relaciones sus- 
ceptibles de representarse por estos nomogramas puede también expre- 
sarse así: 

[Ap. V-33] F(z) + F- (22) Ja (Z;) = F: (24) , 
respecto de la cual, las escalas serán: 
i mi, — me 
= — v:e = 3 = ò- a , 
| mi ò, f pe ò, E mua + ma 
e €3 
mMm: Fs 


€ı o 7 
E = mF, E = M:F», | Ya = la ; 
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Fig. 481. 
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EJEMPLO 13. La ecuación trinomia 
[Ap. V-10] A E E 


del ejemplo 5 es de la forma [Ap. V-32] para F,= p, Fa=q, F,=—2* 
G, = 2z", Ha= 1, con escalas dadas por 


l T l E | ara 

6“, €2 €a Me T NeR 
i P | -n mm 
PART E ¡EN ed ysm m me ` 


Si escogemos mı = m: = 1, para la ecuación cúbica (r=1, n= 3), 
las escalas serán: 


| f 1—z 

| —= 4 = 3 = -— -= — , 
r a ô, 7 ye ô, , E ô e 

y = p, g = q, las = —— Z o 

L 1+2 


Caso particular de [Ap. V-10] es la ecuación trinomia 2” + pz+ q =0, 
de la cual en la figura 481 se ha representado el nomograma para los casos 
m = 2 y m=8, es decir, para las ecuaciones de 29 y 3” grado. Comparando 
estos nomogramas con los de rectas concurrentes para las mismas ecua- 
ciones (figs. 463 y 464), vemos que los de puntos alineados son más 
claros y cómodos, con interpolación visual fácil, pudiendo superponer en 
la misma hoja los casos m=2, m=—3 y hasta un haz de ellos, sin que 
las escalas se molesten entre sí, lo que era imposible en los ábacos carte- 
sianos. 


EJEMPLO 14. La ecuación de VAN DER WAALS [Ap. V-8] tratada en 
los ejemplos 2 y 3 en el caso del anhídrido carbónico R = 0,00366, 
a = 0,00717, b = 0,00191 con temperatura t= T — 273 en grados centí- 
grados, presión p en atmósferas y volumen v referido al de la molécula 
gramo a 0° y a una atmósfera de presión, será de la forma [Ap. V-33] con 


2 a 

Fi(p)= p, Fa(t)= t, Jaw) =— E O Fw) = 2 == 

Si queremos construir el nomograma de puntos alineados correspon- 
diente para los intervalos 0 < p < 50, — 100° < ż < 100°, 0 <v < 0,1, to- 
maremos p sobre la escala métrica rectilínea e, (fig. 482) de módulo m, 
adecuado al tamaño del papel, dividida entre 0 y 50, de abajo para arriba, 
y t sobre la escala métrica rectilínea e de módulo m., adecuado para que 
vaya de — 100 a 100, pero de arriba a abajo (m: < 0), para que es caiga 
entre e y € Esta escala es se construye, ya por sus ecuaciones para- 
métricas: 


—_ q MR+mlo—b) 

AU mR—me(v—b) ? 

— 273 mm:R + mma (v — b) /0 
mR — m: (v — b) f 








y:(v) = 


ya por el método geométrico antes explicado, determinando cada punto 
de parámetro v por el cruce de dos alineaciones que verifiquen [Ap. V-9]. 
En la fig. 482 se ha determinado para v = 0,03, que convierte [Ap. V-9] 
en p = 27,61 + 0,1303 t, el cruce de las alineaciones t = — 100, p = 14,58 
y t= + 100, p = 40,64. 
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80° 
90° 





100° 


Fig. 482. 


3. Ábacos y nomogramas para relaciones con más de tres variabies. — 


a) Relaciones entre cuatro variables. — El tipo de relación que se presenta 
más en las aplicaciones técnicas es: 
[Ap. V-34] fi (21, Z2) = 2: (Za, 21) , 


y el método de reducirlo al caso de tres variables, es el de introducir una 
variable auxiliar t, poniendo: 


[Ap. V-35] f(z, Za) — Bu (Za, 24) ute A 


cada una de cuyas relaciones sabemos representar. Obsérvese que es cómo- 
da la notación empleada ya anteriormente, e introducida por M. D'OCAGNE, 
de afectar a la característica de la función con los índices correspondien- 
tes a las variables de que depende. 


a1) Ábacos cartesianos para funciones li y En cualesquiera. — Bas- 
tará adosar los dos ábacos cartesianos correspondientes a cada una de las 
relaciones [Ap. V-351], adoptando para t, en ambos ábacos, un soporte 
común Ot (fig. 483). En el primer ábaco, las líneas de nivel correspon- 
derán a za= constante, llevando la variable z, sobre la escala del eje verti- 
cal hacia arriba, y la variable t sobre el eje horizontal que no necesitamos 
acotar; en el segundo ábaco, las líneas de nivel corresponderán a 
z, = constante, llevando la variable za sobre la escala del eje vertical hacia 
abajo. Si queremos hallar el valor z, que corresponde en [Ap. V-34] a 
Z= Zr, Zi = Zo”, Za = Z;', utilizando primero el ábaco superior, buscaremos 
el punto de cota z/' en el eje vertical superior, mediante una horizontal 
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Z, 





O Escala no acotodo 





Fig. 483. 


hallaremos el punto que le corresponde en la línea de nivel z = za” y la 
intersección en el ábaco inferior de la vertical por este último punto, con 
la horizontal trazada por el punto de cota z; del eje vertical inferior, dará 
un punto cuya curva de nivel correspondiente 2, = Zz,” es el valor buscado 
de za (fig. 483). 


az») Nomogramas de puntos alineados, a los que sean reducibles las 


funciones fi: y gu. — Dibujados los dos nomogramos de ambas relaciones 
nz; Z3 Za 
z; 
zii S Z 





Fig. 484. 


[Ap. V-35], uno al lado del otro (fig. 484), no es necesario acotar en 
ellos las escalas de los soportes en t, sino tan sólo hacer corresponder por 
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segmentos de rectas, los puntos de igual cota en ambas escalas t. Enton- 
ces, para encontrar el valor z.=2%,, que corresponde en [Ap. V-34] a 
2121, fa= Z? Za = Z, en el primer nomograma, la alineación ziz? da el 

punto de la primera escala t, que lle- 

vado a la segunda escala t (sin nece- 
Z, t Za zı sidad de conocer su cota), determina 
con z; la alineación que sobre la es- 
cala de z, da el valor buscado z: 
(fig. 484). 

Para ciertas formas de funciones 
fi y gm (cfr. Ap. V-2) puede ser 
posible adoptar para t en ambos no- 
17 ‘s mogramas una misma escala rectilí- 

nea, que entonces superpondremos, ha- 
Z4 ciéndola coincidir (fig. 485). Este ti- 
po se llama nomograma de doble 
alineación. 





EJEMPLO 15. La velocidad + del 
agua, en metros por segundo, discu- 
rriendo por un canal descubierto de 
radio r, en metros, y pendiente p, viene dada por la fórmula de BAZIN: 


— 817 Vrp_ 

1+y/Vr 

donde y es un coeficiente que depende de la naturaleza de la pared. 
Si la fórmula anterior se pone en la forma: 


y , 1" 87vp 
r pan EA , 


v 


Fig. 485. 


/ 


aa Vr 


0,01 
0,009 
0,008 
15 0,007 
0,006 
o r 
E 





PENDIENTE 


0,001 





Fig. 486. 
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igualando ambos miembros a la variable auxiliar t, queda: 


Y E ER 87 Vp _ 


r yr = 4 v T 

La primera ecuación, para F:(y)= y, Fa(t)= t, Ga(r)= 1/r, H:(r)= 
=— 1, Fs(r)=—1/vVr, es de la forma [Ap. V-32] y por tanto (Ap. V-2, 
f) representable por dos escalas rectilíneas paralelas y naturales de las 
variables y y t y una escala curvilínea para la variable r. La segunda 
ecuación, para F,(t)=t, F.+(p)=87 Vp, Fi(v)=>v, es de la forma 
[Ap. V-30] y por tanto (Ap. V-2, d) representable por un nomograma en 
N, en el que también t puede venir dado en escala natural y que, por 
tanto, podremos hacer coincidir con la escala t del primer nomograma. Si 
los límites del nomograma compuesto han de ser 0 < r < 5,0 < p < 0,01, 
0< y< 1,8,0 <v < 10, obtendremos el nomograma de la fig. 486, donde 
para y = 1,26, r = 1,75, p = 0,0048, se ha obtenido v = 4,08. 


a) Nomogramas correspondientes a las relaciones del tipo filzi) + 
+ f: (22) = fa (23) + fa (z). — Mediante la variable auxiliar f, se pondrá: 
fı + fa=t, fa + fı=t, siendo ambas 
ecuaciones representables por nomo- 
gramas de puntos alineados de tres ei 
soportes rectilíneos paralelos (Ap. 
V-2, b). Además las dos escalas de t 
serán superponibles coincidentes, pues 
se pueden adoptar, para ambas, es- -T~ 
calas naturales del mismo origen y 
módulo. Entonces, se pueden dar, con ¿|L- 
separación arbitraria y adecuada, los 
soportes de las escalas e, y e, de mó- 
dulos arbitrarios y convenientes al 
problema estudiado, quedando enton- 
ces (Ap. V-2, b) determinados por e, 
y t la posición y módulo de la escala e., 
y por t y e, la posición y módulo de 
la escala es. Así se obtiene el llamado nomograma de doble alineación con- 
currente (fig. 487). 


Otro método de repre- 
sentación se obtiene cuan- 
do la relación dada se lle- 
va a la forma: 


e, t e, e 


Fig. 487. 


Maf: (2:) — mati (21) = 
S A 
mil, (2) — mofs (za) 
o E. 
0 
pues, entonces, esta ecua- 
ción expresará la condición 
de perpendicularidad: 


Ya — Yi = La — Vi 





Xa — Xi => Yi — Ya 
de las alineaciones que 
unan los puntos RR: y 
RR, (fig. 488) de coorde- 
nadas R:(x;, y;), si dichos 
puntos se toman sobre las 
lWig. 488. rectas: 
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: {z = 41, o = ts 
1 2 
yı = mf (2), Ya = mMm:f:(z:), 


; Le — maalz:), 5 j gı = mif (z2), 
"la = da, “lg = bd, 
con a = 4a— (tx y b=b,— b.. 


Por tanto, si sobre dos ejes verticales e, y €z (fig. 486) a distancia 
a y dos ejes horizontales e, y e, a distancia b, llevamos a partir de los 
respectivos orígenes O,, tales que 0,0, sea perpendicular a O,0,, las respec- 
tivas escalas funcionales mf, (2,), (i— 1,2,3, 4) obtendremos un nomogra- 
ma de pares de escalas paralelas y alineaciones perpendiculares, donde a 
los valores 21, Z:, 23, 24 que verifican la relación dada, corresponden puntos 
R, tales que la alineación RR, es perpendicular a la RR.. La lectura de 
este nomograma se facilita por el empleo de un papel transparente, donde 
se han dibujado dos rectas perpendiculares, muy finas y bien visibles. 


aı) Nomogramas correspondientes a las relaciones del tipo fı(zı). 
. fa (z2) = fa (23). fi (21). — Esta ecuación puede reducirse al tipo ya estu- 
diado (as), tomando logaritmos, pero, si figuran valores funcionales pe- 
queños se presentarán inconvenientes (cfr. Ap. V-2, d). Si mediante la 
variable auxiliar t se pone f, (21) /£.(21)= t, £3(22) /f2(z2) = €, de las que, por 
eliminación de t, se obtiene f,f. = faf,, entonces, cada una de las relaciones 
anteriores es representable por un nomograma en N (Ap. V-2, d). Veamos 
las condiciones que se han de cumplir para que las dos N sean superponi- 
bles (fig. 489) de modo que en el 
eje vertical izquierdo figuren las 
escalas superpuestas €, y €s (en 
general no coincidentes), y en el 
eje vertical derecho figuren las 
escalas superpuestas €. y €, (en 
general no coincidentes) y el eje 
transversal corresponda a la es- 
cala t que no hay necesidad de 
acotar y que determina en las 
demás escalas los respectivos orí- 
genes. Si hemos de buscar el 
valor z, que corresponda a los 
Z1, Za, Za dados por los puntos R,, 
Rə, Ra (fig. 489), la alineación 
R¿R, debe determinar el punto T 
en la recta t, que unido a R, 
dará el punto R, que corresponda 
al valor zı buscado. Entonces, 
por semejanza de triángulos será 
O¡R/O,R3= O:R:/O:-Ra equivalente a la condición (m:fı)/(mf:)= 
= (ma4.)/(mef2), si m; son los módulos con que se han construído las res- 
pectivas escalas e, (i= 1,2,3,4). Esta condición es equivalente a la rela- 
ción dada f,f2 = faf, cuando y sólo cuando los módulos respectivos cumplan 
también: mm: = Mmm. Así, pueden tomarse arbitrarios tres módulos ma, 
Ma, Ma y determinar el cuarto módulo m, por dicha condición. 


Un segundo método para representar la relación ff. — f:f, es el de 
utilizar un nomograma de alineaciones perpendiculares, Sea el par de ejes 
horizontal y vertical Ox, Oy (fig. 490), dando sobre el semieje positivo 
Ox, a partir de O, la escala e., sobre el semieje negativo Ox, a partir de O 
y en sentido opuesto al anterior (ahora de derecha a izquierda) la escala 
es y superpuestas de abajo a arriba sobre el eje positivo Oy, a partir de 
O, las escalas e, y e, (en general no coincidentes). Si se consideran los 
puntos R; (i= 1,2,3,4), ligados por las alineaciones RR, perpendicular 
a R,R,, se tendrá que los triángulos OR,R, y OR,R, son semejantes, cum- 





Fig. 489. 
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pliéndose OR./OR, — OR/OR: 
equivalente a la condición 
(mií.)/ (mi:)= (mit) / (mio), 
es decir, a la relación 
fı (21) fa (z2) = f: (z3) fı (z4), si 
los respectivos módulos m; 
(i=1, 2, 3, 4) cumplen la 
condición MMa — M¿Ms. Aquí 
también pueden tomarse tres 
módulos arbitrarios y deter- 
minar el cuarto por esta úl- 
tima condición. 


EJEMPLO 16. La fórmula 
del seno para resolución de 
triángulos a/b = sen a/sen ß, 
puede representarse por el no- 
mograma de la figura 491 
donde se ha tomado f.(B)= 





R,(2,) O R(2,) x 
= sen ß, f:(a) = a, fi(a) = Fig. 490. 
= sen a, fı(b)=b, con escalas 


naturales para los lados a y b (m. = mı) y escalas sinusoidales de igual 
módulo (ma = mı) para a y f. 





100 90 80 70 60 50 40 30 20 10 O 10° 20° 30° 40” 50° 60° 70° 90° 
r 
LADO a ANGULO f 


Fig. 491. 


b) Relaciones entre n variables. — Las relaciones entre n variables 
(a +3) se representan mediante n — 2 nomogramas de relaciones de tres 
vnrinbles que se obtienen añadiendo a las dadas, otras n— 3 variables 
nuxilinres que vinculan dichos nomogramas de dos en dos, 


Conerelándonos al caso más sencillo y usual, para la relación: 
f, (z) + fa (zs) + .... + Lo-1 (2,1) = L(z), 
Lori emon f, | f, la, ti -ļ- fa == to, ...) ta 3 + ra = fF; con tis tz, ...) t.-s 


nuevas variublex nuxilinres. Si cada unn de las n — 2 relaciones anteriores 
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se representa por un nomograma de puntos alineados de tres soportes ree- 
tilíneos paralelos (Ap. V-2, b), de modo que vayan coincidiendo según es- 
calas naturales las correspondientes a una misma variable auxiliar tı 


(i=1,2, ..., n—3), se obtendrá así un nomograma de soportes parale- 
e 2, A e; Ita e, lt Je; es 
l l 
| l | 
ao | | l 
~ 
~ | 
a | A dZ 
T S a ko g 
Oe el 
| | T 
| | | 
| | | 
| 1 | 


~ 
“4 


Pig. 462, 


los y alineaciones múltiples (fig. 492). Obsérvese que dados los módulos 
de e, y t, quedan determinados la posición y módulo de ez (Ap. V-2, b), 
dados t. y t», quedan determinados la posición y módulo de es, y así, me- 


diante la posición y módulo de las escalas naturales de ta, t,, ..., tn-» y la 
posición y módulo de la escala funcional en, se determinan las restantes 
posiciones y módulos de las escalas funcionales €,, €s, ..., €n-1. 


. . a 
Las relaciones del tipo faf.22 ... f, 1 = f,* se reducen al caso an- 
terior, tomando logaritmos, 
Otro método para representar la relación: 


f.(21) + f2(2.) Hs E Ín-1(Zn-1) + f, (2.) =0 


es el de utilizar n — 2 ábacos exagonales (Ap. V-1, e) mediante la intro- 


ducción de n — 3 variables auxiliares t; (i = 1, 2, ..., n— 3) que dan 
lugar a las n — 2 relaciones de la forma [Ap. V-22] siguientes: 

fı + fı + t = 0 , 

ta — f; + t = 0 , 

ta + Í, + ta =0 , 

ta — f; + ta a 0 , 


En-4 + Í.-2 + tn-a 0 ó tus — fa-a + tn = 0 , 
— Í, == fn-i + t.-9 0 ó t.-3 + ha + fa = 0 , 


según sea n par o impar. En las relaciones anteriores, las funciones que 
corresponden a una misma columna, se representan sobre soportes parale- 
los, aunque de las t, (¿=1, 2, ..., n—-3) no es necesario ni tan sólo 
dibujar el soporte, pues sus direcciones están dadas por el índice del trans- 
parente (Ap. V-1, e) que, partiendo de la posición fijada por zı y Zs se 
desplaza paralelamente a la dirección normal al eje de la variable común 
entre dos ecuaciones sucesivas hasta la posición, sucesivamente, determi- 
nada por los valores de Zs, ..., Zn-1 para obtener, en la última escala, el 
valor buscado de z,. Así, por ejemplo, para n = 7, sobre la escala e, (fig. 
470) se representarán por fı y sin acotar tz, ta, sobre e. irán superpuestas 
fz, — fs, fa, — fs, fo (que pueden dibujarse desplazadas paralelamente, para 
mayor claridad) y sobre e, irá la escala f; y sin acotar las t y ta, 


4. Conclusión. — Los nomogramas de puntos alineados tienen, sobre 
los ábacos cartesianos, las ventajas de su trazado más fácil, de ocupar 
menos sitio, de sus lecturas más rápidas y exactas, de su mayor precisión 
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en la subdivisión de escalas respecto del trazado de curvas de nivel, de su 
posible fraccionamiento, de poder superponer en el mismo nomograma un 
haz de relaciones diferentes en número cualesquiera y de la representa- 
ción de relaciones de n variables para n bastante grande, mientras que, 
en los ábacos cartesianos, es apenas posible sobrepasar prácticamente el 
valor n = 4. 


Eu cambio, los ábacos cartesianos tienen sobre los nomogramas de 
puntos alineados las ventajas de aplicarse a relaciones cualesquiera (tales 
como se presentan en las cartas meteorológicas), de ser más intuitivos y 
de comprensión inmediata, de dar una imagen viva de la marcha del fe- 
nómeno que corresponde a la relación representada, de no necesitar trans- 
parentes de uso engorroso fuera del gabinete de trabajo, y sobre todo, de 
permitir lecturas exactas aun cuando el gráfico se haya deformado por 
una circunstancia cualquiera, de las que se presentan en el taller o en 
campaña, con condiciones higrométricas variables que afecten el papel 
del dibujo. 


Bibliografía sobre nomografía se ha dado en nota V-7 del capítulo X. 
A ella añadiremos la excelente y completa introducción con numerosos 
ejercicios: 

Ni. 'RÉCHET y H. ROULLET: Nomographic (4% ed., Col. Colin, n? 103, 
Paris, 1952), 
el gran tratado con resultados originales 

R, SOREAU: Nomographie ou Traité des Abaques (2 vols., Chiron, Pa- 
ris, 1924), 
el manual de base teórica muy elemental, con numerosas aplicaciones 
técnicas 

A. GIET: Abaques et nomogrammes (Dunod, Paris, 1954), 
el moderno texto en castellano 

J. C. BELGRANO, A. LÓPEZ NIETO y J. M. URCELAY: Tratado de No- 
mografía (Dossat, Madrid, 1953), 
y la didáctica exposición contenida en el volumen II de la obra dedicada 
a estudiantes de física, química e ingeniería: 

J. M? ÍÑIGUEZ ALMECH: Curso de matemáticas: Vol. 1 (6? ed., 1954) ; 
Vol. TI (32 ed., 1952); Vol, TII (1943), (Librería general, Zaragoza). 

De esta obra, asf como de las de SADOSKY (cit. en Cap. V, nota IV-3) y 
de Ruby PASTOR, SANTALÓ y BALANZAT (cit, en Cap. XVII, nota V-4) 
hemos tomado muchas de las ilustraciones de este Apéndice V. 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 


$ 94. Pág. 30. 


1. 


10. 
11. 


13. 


a y b) De X = Y-(X — Y) se deduce o(X)= 

= 0(Y)+ 0(X — Y); 

c) Si coexistiesen o(X)=+0%, o(Y)=— œ, debería ser 
o(K” Y) finito y por tanto c(X — Y)= + %,0(Y — X) = 
= — 0, absurdo por no poder sumarse, a pesar de ser X — Y, 
Y —X disjuntos. 


00 
Con X,=0, es o(lim, X,)=0(U, (X,.—X51)) = 
m=1 


on N 
= Yi 0. —X0.2)=limx 2, o (Xa — Xs) = 
n=l 


= limy o ( da (Xa — Ma 1) )= limn o (Xx). 


Para x(2)Y, aplíquese o(X)=0(¥)+ o(X— Y). 

Con P=30)(<)X, para la monotonía aplíquese ejercicio 4. Si 
Xı y Xs son disjuntos y P(S)X: ~ X, de o(P)=øo(P ^ Xı)+ 
+o(P^X:)< Vio, X.) + Vo, X:), se deduce Vio, Xı ~ Xa) <S 
< V(o, X) + V (o, Xa). Si las V(o,X,) son finitas (en otro 
caso resulta inmediato) existen P.(<)X, tales que o(P;,) > 
> V(o, X.)— 8/2, (i=1,2), de donde V(o,X,.-Xa)> 
> 0(X1 - X2)= 0(X1) + 0(X2) > V (0, X,) + V (0, Xa)— 5, con 3 
arbitrario. Análogamente para aditividad infinita, tomando 
6/2" en lugar de 5/2. 

Para P(S)X aplíquese o(P)=0(X)—o(X—P) < o(X)— 
—Vlo, XxX), (> o(x)—V (o, X) ), de donde Vo, X)< o(X)— 
—V (0, X), (Y (0, X) > o(X)—V(o, X)). 

Si0<a<b<?2a, o bien 0<a<b= 2a con E distinto a dos 
puntos, sólo los conjuntos vacío y total son medibles. En otro 
caso (0=a=b, o bien 0<a< bh = 2a constando E de sólo 


dos puntos) todo conjunto es medible. Para E, euclideo, es pu 
métrica sólo si 0= a = b. 


00 
Para X; disjuntos (k=1,2,3,...) es W U X.) > 
=1 


N 00 

> u (U7 X:)= 5o” ul(X:) de donde WEU. X.) > i 2, y(X,), 
c= e= 

junto con $ 94-3, Ms. 

Es regular sólo en los casos en que todo conjunto es medible. 


Los conjuntos medibles (L) de E, transformados desde E 
por la inversa de f determinan una clase de conjuntos de E, 
infinitamente aditiva que por tanto contiene los conjuntos 
(B) de E. 


La función inversa de la f(x) transforma IIs en H. La función 


662 


§ 95. 


14. 
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característica p(y) de H, es medible, siendo q[f(x)], función 
característica de H, no medible. 


Aplíquense los ejercicios 1 y 12. 

60. 

Por [95-6] es lim K|Xx|=0 para K —> «o, 

Puntos singulares de no-acotación son los del conjunto ternario 


de CANTOR que tiene la potencia del continuo, es perfecto y de 
medida nula. La función no es integrable (R - o), pero sí (H) 


p-1 
y (L) con valor de la integral igual a 3= o S o | i 
=1 3 
Aplíquese § 94-8, teor. 4, e y $ 95-2, teors. 4 y 3. 


a) La existencia de al f dx implica por el teorema del valor 
xX 
medio ($ 95-2, teor. 5) y aditividad respecto de X ($ 95-2, 
n y 
teor, 8), la acotación > €, ¡X,| < f f dx, de donde existe y es 
r X 


© f f dx < fs dx. Inversamente, para |X| finita, la exis- 
tencia de (S) fa f dx, por ser las particiones de $95-1, d, caso 
xX 
particular de las y, implica que f fx dx < 5 f dx, de donde 
< X 


existe y es Í f dx < <9 f fdx. Para |[X|= +00 se aplica 

§ 95-2, nota 1, b). Supuesta |X| finita, la existencia de 

(C) f f dx implica en § 95-1, d, que s = Sy- ð. < C f f dx 
x x 


de donde f, fk dx <S (C) f fdx y por tanto existe y es 
x x 
f, f dx < © f, f dx. Inversamente, la existencia de f f dx 
xX X 
implica en § 95-1, d, que S = 34,0, > (C) ll fu dx de donde 


f fx dx > o f fx dx y por tanto existe y es (C) f f dx < 
x X X 


<f f dx. Para |X| = +œ se aplica § 95-2, nota 1. 


Para f(x) integrable según [95-1] tómese Æ; (x) de escalones 
Yr-ı (r= 1, 2, ..., J37) tales que Yra=(r—1)/2 < f(x) < 
< Yr con E(x) =} para f(x)> j, siendo así 0 < f(x)— 
— E, (x) < 1/2. Por $ 95-1, e, y $ 95-4, teor. 4, existe y es 
(E) Sxí dx = Sxf dx. Además, si Etx) es escalonada finita, la 
definición (E)fx E(x)dx es consistente con la inicial (de- 
mostración delicada), de donde la existencia de (E) fxfdx es 
independiente de la sucesión E,. Inversamente, de esta existen- 
cia se deduce la [95-1] por aplicación de $ 95-1, d. 

Aplíquese $ 95-2, teor. 4, corol., $ 94, ejercicio 6, y la unicidad 
de toda o(X) que cumpla las condiciones dadas. 

Defínase el conjunto X,* como m la demostración del lema de 
EGOROFF y al ser ga= |f — f,| S |G— g| en c.t. X, resulta 
que en (X—X.)—X' es G—g| Z z= l/s y por tanto 
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11. 


12. 
13. 
14. 
15. 


16. 


17. 


18. 
19. 
20. 
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| (X — X.)— X.'| es finita. Como X,’ es monótona en r com 
i A-[(X — X.)— X,']|=0, resulta que para cada s es: 
lim |(X—X.)—X,"|]=0 y se sigue como en el lema de 
ICGOROFF. 


Se aplica $ 95-4, teor. 2 de LEBESGUE con G=1Í,, g = 0. 


Se aplica $ 95-4, teor. 2 de LEBESGUE tomando como funciones 
cotas G y g las + Mio (x)!. 


Probar previamente que si f,(x) tiende en medida a 0 sobre X 
de medida finita y g(x) es medible, entonces f(x). g(x) tien- 
de en medida a 0 sobre X. 


Aplíquese el lema de EGOROFF (§ 95-4, teor. 1). 
Aplíquese el ejercicio 7. 
Aplíquense $ 94-8 y $ 95-2, teors. 8 y 7. 
Si |f (x)| SM en [a,b], es U e s 
S ||£(w + h)|— [£(x)]]pM>. 
Por § 95-5, teor. 6, en a [a, b] es 


1 +h 
If (t)— aldt= |f (x)— al 


lim - 
h 2% 
para h—> 0, y se toma u— f(x). 


Aplíquese $ 95-5, teor. 6, a la integral de la función caracte- 
rística de X. 


Es I, > 0 > I. 
Porque dicho teorema se refiere a |f]. 
Porque por ejemplo no existen 


*1 Mm "o (In 2) /z 
f a f fdr, ni f de / £ dy. 
0 (Un 2) /y 1 0 


€ 96. Pág. 93. 


2. 


3. 


No se cumple la ley asociativa, siendo por tanto incorrectos 
el primer y tercer signos de igualdad. 


19) cos (æ", x") = V (2m + 1) (2n +1)/ (m +n + 1) < 1(3 6-9, 


a); 2%) En (0,21) es cos(cos mo, sen nx) = 0; cos(cos mx, 


cos nx) = cos(sen mx,sennx) = 0 si mn; cos(cos mz, 
cos mx) = cos(sen mx, sen mx) = 1; En (0,1) es cos(cos mx, 
cosnx) = cos(senmx,sennx) = 0 si m>3n; cos(cos mx, 
cos mx) = cos (sen mx, sen mex) = 1; cos(cos mx, sen nx) =0 
si m+ n es par; cos (cos mo, sennx) = n/n(m — n”) sim+n 
es impar; 39) cos(x", cos 3x) 1 + 5 a 

9V8 se 


Dada una sucesión de “puntos” Xp = (Lp, 1, Xpy2) +». Upydr »..) 
de H, es decir, con 3¡|x%p, |]? convergente, tal que la distancia 
cuadrática 0(X», X,) > 0 para p, q > 00, por ser [£p 4 — Lg «| < 
< 0(X», Xa), existirán ($ 20-6) componentes Xo a = lim, %p, 4 
para cada 2. Por propiedad triangular ($ 90-2, nota) es 


00 00 00 
[ z læn 1]? < [ 2 lp : — rr |°] Sl 5 lær, |°]? , 
i=N+1 ¿=N+1 =N+1 
y para 5 > 0 arbitrario, existe P = P (ô) tal que para p > P 
y todo N es el primer sumando del segundo miembro < 5/6 y 
para un cierto N =N(P)= N(P(8)) es el segundo sumando 
< 5/6. Haciendo en el primer miembro p— œ, resulta 


00 
[ 5 [xo 1] < 0/3 y es xo=(%o,1, -.., To ¡y »» -) punto de 
-Npa 
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RESPUESTAS A EJERCICIOS S 96-Ej. 4 


H. Por propiedad triangular es 
@ (Xp, Xo) < 13 EZ s — Xo, E + 


o 00 Ss 
+ E > [xp i + E. >, [£o |°] , 
=N+1 =N+1 


donde para p>P(8) y N= N(P(8)), cada uno de los dos 
Witi mos sumandos es < 5/3. El primer sumando es 


< È [Ep i — xo i| y para p > P: (ò), (i =1, 2, ..., N), pue- 


de` Raast [Cp i — £o, i| < ò©/ (8N). Así para p > máx (P, Pu 
, Py) es ọ (Xp, Xo) < ð, como queríamos demostrar. 

Si 4 (x) es una sucesión de CAUCHY en C, también lo es en E 
para cada x fijo de [0,1] y por § 20-6 existe f(x)= lim, f,(x). 
Basta ver que esta convergencia es uniforme respecto de 
xe[0,1]. A 5 >0 corresponde N =N (ô) tal que si m>N 
es |fx(x)— fn(x)| < 8/2 para todo «xe[0,1] y haciendo 
m > œ, también |fx a 5/2. Así para n > N y 
todo xe[0, 1] es |f, (x)—f (x)| < Te, (æ)— fa (x)| + |£v (0) — 
—f(x)| < 6 siendo f (x)eC por $ 43-3, b. 


Dado x = (%,, %2, ...) tal que Jng,” sea convergente, para ò > 0, 
on 
existe un número natural N tal que [ 5  x,]! < 8/2. To- 
n=N+1 
memos números racionales Y,, Y», ..., Yu tales que |%n —Ym| < 
< 5/(2N), E 1, 2, N), por lo que para ry = (fi, Tay » 
ra, 0, 0, ...) es la “distancia cuadrática [ix — rll < 


< J kaia y En’)? < Ò. 
m=I n=N+1 


Se aproximan las funciones continuas (puntos de C) median- 
te poligonales ($ 26-6, ejercicio 7) cuyos vértices tienen coorde- 
o ES aplicando la continuidad uniforme ($ 26-6) 
en [0,1]. 

Es completo por demostración análoga a la del ejercicio 5. 
Para cada número real s e[0,1] sea la función f,(x)eA tal 
que valga 1en 0<x<s y sea nula en s<x<1l. Si st 
es Q(f.,,£:)=1 y cualquier conjunto denso en A debe tener 
un subconjunto coordinable con el de s e[0, 1]; por tanto, nin- 
gún conjunto numerable puede ser denso en A (Cap. II, nota 
II, teor. 1). 


105. 


Los valores absolutos son para las dos primeras: en métrica 
lineal 2/x, en métrica cuadrática 1/ v2, en métrica uniforme 1. 
Para la tercera, introdúzcase a mediante cos nra = a/ Va? + b", 
sen narx = b/ V a’ +b? y se obtiene respectivamente: 2 Va? +b*/x, 
(a +b*)/2, Va? $b. 

Si o (x) es la suma parcial de Ya,q,, se aplica la desigualdad 
de CAUCHY-SCHWARZ ($ 96, ejercicio 1) a (c0,—1Í). q, para 
probar que &, = ĉr, y se sigue con [97-4]. 

a) Obsérvese que qn(x) toma alternativamente los valores 
+1 y —1 en los intervalos (0; 27”), (2”; 2,2”), ...; b) Puede 
adjuntarse al sistema la función y(x)= 1. 

Para la completidad, probar que si para todo x y todo n es 


Je f(t) i pe + o: (x) p:(t)] dt = 0, y si F (2) es una función 
integral de f(a), es F' (x)= 0 para casi todo v. 


3 98-Ej.1 


$ 98 


e 


10. 


11. 


1 
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b 
Es f. P, (x)x” dæ =0 (determinante con dos filas iguales) 
a 


sim < n; 19) Quedan normalizados por 


T 
1= f P. de = k? 
a 














29) Para P,(1)= 1, ha de ser k, |H M sss. M Ji, 


a... ».. ..o oo roo 


Se integra por partes sucesivamente 


b 
f P, (x)æ” dz = 
a 


=(—1)”. m! f E DY (2 —a)” (x—b)"idx—=0 si m< an; 
1%) Si a e r E "(x — b)” quedan normalizadas por 
1= >’ P. de = 6? [jue pas = = — ep J um» y de 

y se que integrando por partes hasta obtener u™ = (2n) !, 
y luego hasta llegar a Pay» ds, dando 


=02(21)*(b —a)2/(2n + 1); 
29) P,(b)=c,(b—a)".n!=1. 


LEGENDRE (Cap. XVI, nota, III, c); CHEBICHEV (1è especie) : 
Tra—aT, + 4D a=0 sin>2 T—oT + iT =y, Tı— 
— xT, = 0; CHEBICHEV (28% especie) : Unn — 2x Us + Una = 0 si 
n> 1, U: — 2 U.= 0; GAUSs-JACOBI: (p+mñm)(q+n) 
(p + 2n— 1) Gn + (p + 2n)[(p + 2n —1) (p + 2n 4- 1) — 
— 2n(p + 1)— ql[p—1)]G, + n(p + 2n 41) (p +8) Gra = 
= 0 si n > 1, qGı + [(p + 1)x — q]Ge = 0; LAGUERRE: Ln — 
— (20 +1 —2)L, + 1 Lna-=0 si n> 1, L, —(1—2x)Lo=0; 
HERMITE: Hna — 2xH, + 2nH,1=0 si n > 1, Hi—2xrHo.= 0. 


Se integra por partes, rebajando parejamente m y n; si es 


m <n desaparece la potencia y queda la derivada cuya inte- 
gral es nula. 


LEGENDRE: V(2n+1)/2P,; CHEBICHÐV (1% especie): 
(2291/75 (1 — 2?) +)+T,; CHEBICHEV (2% especie): V2/x U,,; 
GAUSS-JACOBI: F[(p +29) T (p + 2)D0 (q +0n9)0(1 —20)-"]/ 
/Tn! 1*(q)T(p +1n—q + 1)] G,, donde T(x) es la función 
Gamma ($ 53, ejercicio 8; Cap. XXIX, nota VII); LAGUERRE: 
e? La/n!; HERMITE: 872 H,/(2*.n1 Vx)? 


. Pág. 121. 


Po 


2 
a) ta) = (202 y sen e sen de + T 
(x +2n1) ; 
o L (ane — sonta + senie a pai 
[x /(2n 4 1)1). 
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Puede deducirse de (a) por f(x) + + = 





1 1 2 sennte+rn) ; 
E a a 
-s N nzi n 
2 4 «0  cos2nx 
T n u=1 4nu*—1 
_ 2 4 /cos2g cos dr ) p 
Tr x ( g a E eei 
2 4 » (—1)"” 2 
d t= S o a 
JT aai án’ — 1 
E a | cos 2%  cosáx ) : 
A a N 1 
Puede deducirse de (c) mediante |cos «| = |sen (x + łx) |; 


e) Por t= 2x(x —a)/(b—a) se reduce a $ 98-4, ejemplo 1: 
2 œ án — 2 = == 
taaa S sen ( (4n (lx —a)/(b—a)) 
X n=l 2n — 1 


Para todo x 4(2n + 1)x1 para la primera y todo x Æ 2nx para 
la segunda. 


t= 
Para |r| < 1 y todo Q vale 


Tros + T 
uO 
= 1 4+2 > 7”cos nó. 
n=1 
Aplíquese $ 97-5. 


Aplicando la descomposición de (a,b) o ampliando con valores 
nulos paita cubrir (0, 2x) (§ 98-1, teor.) es (§ 98-3): g(x)= 


= 300 + 5 (a, cos nx + ff, sen nx), que por $ 95-4 (teor. 2 
=1 
de convergencia Scorsa). puede multiplicarse por la función 


integrable f(x)~ la. + 3, (an cos ng + b, sen ng), e integrar 
n= 


E 
en (0,21) dando — [2 f(x) g (1) de = ša + 2 (AO + 


+ 0b,PB,), coincidente en multiplicar formalmente APS s.F. de 
f(x) por g(x) e integrar. 


Serie uniformemente convergente ($ 43-3, c y $ 22-2, b) inte- 
grable término a término ($ 85-1, teor. 1) que coincide con la 
s.F. de su suma; los c.F. decrecen en orden arbitrario por ser 
los k, arbitrarios, 


4 m E - 
Es == Í, | 10 E+ z ) [cosas az = 
2x Jo n 


2 
= f "0 (1/n>) de = O (n”), y análogamente para b,. 
0 
Para f(x) positiva y creciente ($ 55-9, d) es ($ 79-2): 
2 2 
f (cos nx de —f (21) f “dosna dg = O(1/n), 
0 E 


y análogamente para la integral del seno. 


$ 99-Ej. 6 


$ 99. Pág. 
1-2. 
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Para ($ 95-5, teor. 4) f(x)= £(0)+ | “f(e)áz, (x > 0) es 


2r 1 2r 
nba = [—1£(x%) (cos nx)/n] + -f f'(x)cos nx de, con el 
0 n Jo 


término integrado nulo por ser f(0)—1(2x), y se aplica a la 
última integral, $ 98-1, teor. de RIEMANN. Análogamente pa- 
Ta h. 


134. 


Aplíquese § 98-5, ejemplos y nota 2. 


En [99-25] tómese £(t)= V2x F (t)e-0t si t>0 y f(t)=0 si 
t<0. 


En [99-25] y [99-26] tómese glu)=e"" ple"); f(t)= 
=0 (c+ 1t)/V2x; s=c¢c + it; y = 6. 
fi áfa 3042 2134 1273 788 395 370 
fu á fı 2714 767 —437 —357 191 540 


(+)8 áseo 2714 3809 1697 916 979 1035 370 


(—)d, á d: 2275 2571 1630 597 —45 
So á 8: 2714 3809 1697 916 dı á ds 2275 2571 1630 
Se á Ss 370 1035 979 ds å dì —45 597 


(+)0% á 0 3084 4844 2676 916 (+)0, á o's 2230 3168 1630 
(—)0. á 8: 2344 2774 718 (—)5, á O, 2320 1974 


I II I II I II I II 


Coef. 0,500 














718 —2676| 4844 
Coef. 0,866 277 
Coef. 1,000| 5760| 5760| 2344 3084/—916 |; 2344 | 718 
(+) 5760 5760 | 2703 | 2402| 1746; 1506| 2344 | 718 


I+II |12.30=11520, 6a, = 5105 | 6a: = 3252 
I—II | 12=0 |6as= 301 |60,= 240 | 60 = 1626 


1 II I II I TI 

















Coef. 0,500 | 2230 | 

Coef. 0,866 3168 | 2320 | 1974 

Coef. 1:000| 1630 | 2230 | 1630 
(+) 2745 | 2743 2009 | 1709 | 2230 | 1630 
1 +11 | 6b.= 5488 | 6b, = 3718 


1 — II 6b: = 2| 6b, = 300 : 6b, = 600 


f(x) ~ 0,960 + 0,851 cos x + 0,542 cos 2x + 0,271 cos3x + 
+ 0,04 cos4x + 0,05 cos5x + 0,915 senx + 0,62 sen 2x + 
+ 0,1 sen 3x -+ 0,05 sen 5x. 

f(x) ~ 0,977 senx — 0,4453 sen2x + 0,262 sen3x — 
— 0,151 sen 4x + 0,070 sen bx. 


668. 
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$ 100. Pág. 152. 


$ 101. 


-1 


11. 
12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
17, 


18. 


b) C=— 1 £ V27; y = x8/2 — 4,2; y=x3/? + 6,2, 

(a + 1)" + (y — 1)? = C. 

a) (2/4) + (1/y)—C; b) y= Cer”; ec) 1— y = C.e, 

Por rotación de coordenadas se consigue que las isoclinas sean 


paralelas al eje y, y entonces y' =g(x). 
y =3+ y/x; (xy — 0) (y —Cx)=0. 


. 164. 


a) V1—au*= In[Cxy/(1— V1—a*)]; 

b) — V1—yY+In[(1+ V1—y?)/y] =C 

c) Hipérbolas u=(w + C)/(1 — Cv). 

19) y— Var — a? = C(ar + y V ax —a?) ; 

29) VI+Y (y + V1I+ Y )=C.e2/Vitas, 

a) Parábolas ¿y —kx + C; b) 16 x* —9(y* + C)* = 0. 

a) 2x/(x—y)=InCx; b) Parábolas de eje vertical con el 

foco en el origen x*=C(2y + C); c) Circunferencias y = 

=C(a* + y”). 

19) xt + 6x4 y!=C; 2%) Si |m] > 1; (y —ax)” = 

=C(y— bx)”, siendo a=m+ Vm—1, b=m— Vm*— 1; 

sim = + 1, y F x = Ce-r/ aF) ; si [m| < 1; 

3 ln (y? — 2mxy + x*) + “== arc tg o Bl = C. 
Vi— m’ xV1—m 

a) a ISS 

b) C.etr-8r = de + 8y + 5 

y = —r +2 etea FO: 

19) y = (24 1)*(e* + C); 

29) y = Ce-arc tg z | arctgr— 1; 

39) Si |[r[< 1, y= V1—<*(C + a aresen x); si [x| >1, 

y = Vi—1[C+ aln(x + Vvx* —1)]. 

(x° — x)y' + (1—2x)y + x° = 0. INDIC.: Es x*—x solución 

de la ecuación incompleta. 

a) Aplicar 101-4, nota 4; b) Hacer x2 > x, en a). 

a) I = Æ (1 — eR/1); b) I= E eRi/L, 

a) y = V (e° + Ce)/ (2%); b) y =%'/(Cx +2); 

c) (a + 1/y)?=C(1 — a”); 

d) Si lx] <1, y=[CV1— a* —(2/3) (1— 2?)]%; si le] >1, 

y =[CVx*— 1 + (2/3) (x* — 1)]? 


Resulta f(2)+ g(z) (x -i + 2) + ke" z 


BERNOULLI, considerando x como función de z. 

Una solución particular es y,=xw, por la que se obtiene la 
integral general y = x—1/(%x* + ©). 

Aplicar [101-20]. 

a) x?— xy + y= C; b) seng(e + 1)=0C 

c) y =C(C— 2x). 

Se aplica $ 101-7; a) u=c0s?*x, ytgx—xtgy=C; 

b) p= y”, x* + (2/y)4 In y= C. 





=0, que es de 


$ 103-Ej. 6 


20, 
21. 


22. 
23. 


24. 


25. 
26. 


$ 102. Pág. 


T. 


$ 103. Pág. 


1. 


Q N auy N 


RESPUESTAS A EJERCICIOS 669 


19) x —6xy — 60 + y =C; 29) (x—y)’— (e+ y) = C 


a) La ecuación [101-23] se verifica pues se escribe 
Q(xP. + yP,) = P (xQ: +YQ,) y ambos miembros se reducen 
a rPQ siendo r el grado de homogeneidad de P y de Q; b) De 


; , : 0 P 0 ( P ) z 
la igualdad anterior se obtiene x de ( Q )+ Yy Lal 0, 
o sea P/Q homogénea de grado cero. 
ln x + arc tg (y/x)= C 
eP+yQ _ (2) ; CQ—YP ram 
) æ (Q.—P,) E , b) P,—Q. =0 (x +y’); 
aQ — bP 


c) -p o, = (a + by). 


Resulta el factor integrante x-9/23 y-44/23 dando integral general 


23 23 
2 14/23 9/21/23 4 2900/23 y48/23 — C, 
7 x + 12 £ Y =C 


2ayy' + dax = y* '. y? = Cez/a + 4a(x +). 
ze ; a 

= Qt OA == KR, 

œ = tge p + —oQ Q LC oo 


171. 


(y — Cx?) (y — Cx*) = 0, solución singular (nota I): xy =Q. 
Parábolas (x— y)? —2C(x + y) + C?—0; solución singular 
(nota I): xy = 0, envolvente de las parábolas. 


e T 


y + -l mp4 VIF P— Vitr, 


= “4 — 1 . 
Y e +) 


a) Solución general y = Cæ + V1 + C’, solución singular 
+y=1; 


Disco 


a) evos =2( 2—5 Ù +5; b) (Y ) = 0. 





176. 


a) Hipérbolas wy = C; b) Elipses 2x* + y? =C. 
a) y=Cx*t; db) a+ y—Ina=C. 

Tractrices y —1n tg (3 are sen x) + V1— g’ 4C 
Tómese r = Vo*— 1. 


De § 102-3, ej. 2, se deduce la ecuación diferencial de las 
evolventes y = —xp”*—k(1 + p*)?+, Su integral general 
($ 102-3, b) es: 


a Cp 

SFA t Ayp 
paek _ 1+2 aae Oe 

e 2(1+p)2/2 VI+ p 


Para p = cotg t se obtiene: 


670 


& 104. 


§ 105. 


§ 106. 
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a = — ik cost senrt4C cos É; 
= —ik(senrt+ 2 sent cos” t)— C sen t. 
Cambiañas C en —C— k(cos* t ++ sen*t) y luego t en t+x, 
resulta la solución del ejercicio 14 de $ 55 empleando la forma 
paramétrica de la astroide: % = k cos? t, y = k sen? t, 





7. Y (e —moy)= y + mox, espirales logarítmicas q = a e%/m, 

8. Póngase el haz en la forma x = a(1)+ R(A) cost, y=b(2) + 
+ R(1)sen t; para determinar t en función de à de modo que 
la curva así definida corte a las circunferencias bajo ángulo 
Q = arctg Mo, se tiene: cost dy — sen t de — mo(cos t de + 
+ sen tdy), donde dex y dy se obtienen del haz, Haciendo 
tg 3t — u se llega a una ecuación de RICCATI. 

9. = In[ (2? + y? + a?)?— 4a%x"]; V — 23y/(x?*— y — a?) = CG 
son las líneas de fuerza, dando hipérbolas equiláteras que for- 
man haz ortogonal a la familia de óvalos. 

Pág. 188. 

1. a) y = 8/2; db) y= 2e* — 2x — 2. 

2, y=tg x = x + (2/3) + (23/5) + (174/1353) + ... 

4. y1i=0,751 21; y. = 0,578 62. 

6. Se determina e por $ 104-4 d y luego la máxima longitud de un 
lado por $ 104-4 c. 

Pág. 197. 

1. a) y” = 0; b) YY mo = 83y”. 

2. (1+y”)3/2/y” = 1; radio de curvatura = 1. 

3. 19% (1+y%)y” —3y'y”” =0; 

a—y—a*r + bp? A 
9) y” ZST T yo. 
29) y + 1+ zi y=0 

4. INDIC.: Fórmese y””/* y obsérvese que salvo un factor cons- 
tante es px? + 2qx + r. 

Pág. 207. 

1. a) y=ln[C:/ (x + C:)]; b) y = ln tg(ż¢ + Ci) +Ca 

2. La ecuación en p = y’ es de BERNOULLI ($ 101-5, a). 

3. me” = mg — ke”; v= V g/h teh[Vgh(t + C:)]; 

e =(1/h)lnch[ V gh(t + C:)] + C, con h = k/m. 

4. me”=f(e,v) da la ecuación de primer orden en e y v: 
mv (dv/dc) =f (e, v), que si puede integrarse da v = G (e, Cı) 
y luego eo + C 

5. Rsenp=1/k, y” = ky' (1 + y?) ; Ce** — sen k(y + C,). 

6. x=, Yy — Y = (dy/dx) EE x), dx? + dy? = dg? + dy’, o sea 
Y — y = (dy/dx) (a — x), 1 + y” = (dy/dx)? = [y" (a — x) ]*, 

a a x — 2a 
IET iy a— yx waaa n 
7. a) y =(4/15) Vx + (2/3) +(2/5); 


b) y=—4senix+ V2x + 3V2(4—050); 
c) y = —xarctgx +lnV1i + + 2+1; 


1/x 
d) y= me 5 2) + 0 + Cao + Cao? + Gx? + Cirt. 


$ 107-Ej. 12 


10. 
11. 
12, 


13. 
14. 


15. 
16. 


17. 
18. 


§ 107. Pág. 


1. 
2. 
3. 


10. 


11. 
12. 
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a) — m EE) (x —t) idt; b) k/ Vaa. 


a) P oA b) y =sh (Cix + C). 
y =1n42CY/[1 — etita +02 ]°} + C(x + Ca). 


Las ecuaciosnes en y'= p son lineales en p y p° respectiva- 
mente. 


Si k= 2, y = (1/0) + (C14) (x — C-)?; si k = — 2, con C, = 
= 2r, y =r(1— cost) resulta æ — Ca = + r(t— sent) (ci- 
cloide, § 34-6, ej. 2). 


Curvatura 1; (x — C1)* + (y — C:)*= 1. 
y= [ (x — C: )/240] + C: + Car + Cix’. 


Con y=8€", la ecuación en 2"=u es u’ — (sen u)/x = 0, 
u = 2 are tg (x/C); y = C: (x° + C2) es“? con 
g(x) = 2x arce tg(x/C1). 


y? = Cix’ + C/g. 
y cos x — 3C,(x + ¿sen 2x)= C,. 


217. 


a) W(x; w, ua) = Bear £ 0, 

b) W (£; w, Uz Ua) = —2. 

De Cix + Ce? = 0 resulta derivando C, + C:er =0 de donde 
C: = 0 (pues sino e” = const.), y de aquí C,=0. 

Son soluciones de y'"*” = 0, y el wronskiano vale n! 


a) Derivando y reemplazando en la ecuación, se ve que x” es 
solución para r raíz de [r]" + a[r]" > +... + anir + n= 


= 0, (Tr]*: factorial, § 47- 4); b) y = C Yx + CoV æ. INDIC.: 


Con Va x = t, son Va'=t' y Vx = € linealmente independientes 
por ejercicio 4, 


y = Cie? + Cox + q + (2? — px) In v. INDIC.: Es y = Cix? + Cox 
la solución general de la ecuación homogénea (ejercicios 5, a 
y 4). Luego se aplica el método de variación de los parámetros 
($ 107-4 a). 


y = Cirt + Cox? + Cx? + xt ln x. 
y = —(2C + 3x)/[x* (C + x)]. 
yata S reeet $ Css. 
b) [(1*+2).y4 + y = 1 da (24 2)y + uy =x-+C, li- 
neal de primer orden, ete. 

Y = do COS X + Qı SEN X. 

Debe ser u = 0, =b + 1, de donde y = A 

Tj £ cle+a) , c(c+a)(c+2.a+1) 


zt æD men ea—y * + 
c(c4+a)(c42.44+1)(c4+3.4+2) , sia 
T beites S ejt 


c+(b +1) (a + b) 

+ A A xx + 
+L [e+(b+1)(a+b)][e+(b +2)(a +b+1)] a l 
21(b + 2)(b+3) E 
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$ 108. 


$ 109. 


Pág. 


1. 


10, 


Pág. 
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229, 


a) y = —2e* 4 3e*; 
b) y=e" + 20; 
c) s=(4/3)e* — (1/3). 
a) y =<Cos 3x + 4 sen 3x; 
b) y = e(3/2z [cos 2x + (1/4)sen 2%]; 
c) y=€e*” cos x. 
y =(1+x).e*, 
19) y = Cix": + Cx": con 1, y Ya reales; 20) nm=a +4, 
r, — a — iß complejos, y = xa[ Acos (fB ln x) + B sen (Blnx)]; 
39) Raíces rı = ra coincidentes; como ln x= ț¢ conduce a coe- 
ficientes constantes, es 
y = Cyeriinz + C: In x erilne— (C + C, ln æ). a, 
a) y=C,Vx+Cx. Ve; b) y=(C/x)+(Caln 0) /x. 
a) y = 5 cosx + 2sen x + 3—4; b) y=—e" 4+2 +a; 
c) y=3[%* + 3% + (7/2) ]e* 4- Ae” + Be”; 
d) y=e "(A cos 3x + B sen 3x) + (e/45). 
a) x = Ce" -+ Cre”* —(6/85) sen t + (7/85) cos €; 
b) y = Cı cos 2x -+ C, sen 2x + Zx sen 2x; 
c) Y = cos x + 3 sen x — įg cos gx. 


Š +. y Sol 
a y= lAr EBE a E s 841 — ag 


217 65 
(er — 247 cos dmi 


b) y = Ce + Ce + (e/6) + (x?/2) + (3/2) + (7/4). 
19) y = Ge + Cae + A cosagx + B sen ax; 
20) y= Cie” cos(ax + Ca) + C:e™®™ cos (ax + Ci). 
19) y = Cie” + Ce” + 
-+ Cae ™™ 4 (1/60?) [x° + (72/34) + (49/18a?) ]; 
20) y=C, + C:x + Cser” + er (A cos 3V3 x + a 
+ Bsen3V3x) + (x*/6) ; 
39) y =(C, + C:.x)cos ax + (Ca + Cix) sen axy — 
— (x%* cos ax) /(8a?). 


) sen 24 — 


241. 


a+ by +c2—0, x + yy + zz =0, o bien 

dx _ dy  _ dz 

cey—bxz" az—cox " be—ay ` 

19) Zx—=2zy/y' =22; 
29) (dx)/ (æ — xo) = (dy) / (y — y) = (dz) / (z — zo). 
bı) (dx)/x = (dy)/y = (dz)/z; 
b:) (dx)/ (2x) = (y dy)/[2 (z — x°) ] = (dz)/ (—1). 
bə) (dx)/ V1 — x°? — y? = (dy) /y = (dz) /z. 
a) + y=C2 23 aresen(x/C1) + C; 
b) y = Gx, z= [40x + C.]?; 
c) y =C,—«, 2= 3x? sen C, + Co. 
8 (1? — y?) + 2(2y? — 32) = 1. InDIC.: Curvas integrales; 
a* — y? = C,, 24 — z = C; condición de apoyo: 8C, + 202 = 


y =(1/2) — (1/5) e? —(3/10)e%/4, z = (e77 — e™®™7/")/6. 
y = Cie” + Creo? + 3e%, 2 = —3C je" + Cue” — Be”, 


$ 111-Ej.3 
8. 


9. 
10. 


11. 


12. 


13. 
14. 
15. 


16. 


§ 110. Pág. 


AD Py NN 


~- 


10. 


11. 


12. 


§ 111. Pág. 


Ls 
2. 
3. 
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y =(6/17) — (2/13) e* —e “[(A + B)cos x +(B— A)sen 2]; 
z = (—983/17) — (31/26) e* + e” (A cos x + B sen gx). 


z-=0,y” (14 y?)=3y'y"?; cfr. $ 109-3, ej. 2. 

y = 3 e™ + sen x + 2 cos x; 2 =2e* —senx— 2 cos x. 
y = Aer" 4 Be? + Ce/ cos } VT x + De*/? sen 3 VT z; 
z= Ae™ 4 Be? — Ce”? cos $ VT x — De*/ sen b VT g. 


y =(A + Bx)cos 2x + (C + Dx)sen 2% + (x/832)cos 2x; 
z = — [A + 4D + Bx — (15/16) + (x?/32) ] cos 2x + 

+ [4B — C— Dx + (x/4)] sen 2x. 
vV2h/g. 


h = 3(v/g)sen a, OH = (vo/g) sen 2a, (OH) max = Y /Y. 
a) y—¿(v/9g)=-—3(9/v*)x*; b) x + 4y? — 4ay. 


v = V (2a/d)” + (2kM/r). InDIC.: Calcúlese la energía total de 
la unidad de masa del cometa, a partir de un nivel 7o, en el 
infinito y en un punto cualquiera. 


270. 

a) 2=0y4 + p(y) ; 

b) z= xy’ Tec rr: 

a) ọ(z,y/x)=0; b) xp+yq=ð. 

a) En los tres casos la misma ecuación diferencial q = — y/z, 
lo que se explica por b). 

p = —2z/ x. 

a) q[z, In(x/y)—x1=0; b) p[(x/y)+ ez”, 2] =0. 


z=ť q(y—x), o lo mismo z = € y (y —x). 
a) píxy, yz)=0 
b) q(x E y”, vz) = 0; 
c) p(z, 1 —y)=0; 
d) qly/z, 2 (y/o) ] =0; 
e) pl(xz— x", xy)= 0. 
a) yly/x, (1 + y? + 22)/x0] =0; 
b) yla y 42) — 2 (y + 2%)*=0. 
a) xp +yq=22; bd) plxYVz, y/z)=0; 
c) Paraboloide hiperbólico x* — y = z. 
a) q[x*+ y, z—harctg(y/x)] =0. INDIC.: Combinaciones 
integrables de las ecuaciones de las características: 

æd + ydy =0; dz — [h (xdy — ydx) / (a? + y?) ] = 0. 
b) Características: circunferencias; superficies integrales: de 
revolución alrededor del eje z. 
a) F-p + Fg —F:=0; b) du/F, = dy/F,= dz/F,; tangen- 
te a la característica = normal a la superficie del haz 
F (x,y,2)=C, es decir, las características son trayectorias or- 
togonales de las superficies del haz F = C. 
a) x2/y=a, x* + yY? + 22? =f. InDIc.: De las ecuaciones dife- 
renciales de la congruencia resulta la combinación integrable 
adx + ydy = —22dz. b) q(x/y, x* + y? + 22%) = 0. 


291. 


z= 2V xy + 1; § 111-3, ejemplo 2. 
z=(x — ky)” (4k), k= + 2V2 — 3, dos soluciones. 
a) xp + yq = 2z. 
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a) z = —(x + 4174; z = — (x + 2y)8; 

b) z= 4(1 + Væy). 

a) La condición para que el elemento plano contenga a la 
tangente a la curva: dz = pdx + qdy, se satisface idéntica- 
mente por [111-87]; 

b) Reemplazando en df/dt — (0f/0x%) (dx/dt)+ ... + 

+ (01/09) (dg/dt) las derivadas dx/dt, ..., dg/dt por los 
segundos miembros de [111-37] y los primeros de [111-391] 
resulta df/dt= 0. 

z=x(Cy +1). 

z=(x% + a) (y + B), paraboloides tangentes al plano xy. In- 
DIC.: Una integral primera del sistema característico es 
q=x-+0. 

z = ax + Be"/(2a + y)?a, 

z= ay + (2 + B)4. 


a) Una integral del sistema característico es p = a. 


a) Del sistema característico resulta q = ap, y por la ecua- 
ción dada p= g (z), q =ag(z), de donde dz/g (z)= dx + ady; 
b) Poniendo z = h(x + ay)= h (u) resulta 

f (z, dz/du, a de/du)= 0. 
Del sistema característico resulta df(x,p)=0, de donde 
f(x, p)=a y gl(y,q)=a, de donde se despejan p y q obte- 
niéndose: p=h(x,a), q.= k(y, a). 


a) z = zax? + 3(y/0)+48B; 

b) z= Va(l — x)— iay? + B. 

a) z= ax 4 Py + a? —f”, $ 1118, ej. 3; 

b) y — x’ = 42; 

c) x?* + 4z— 0, envolvente del haz de a) para $ =0. 


304. 


a) z = yx" + q(y)x + y (y). , , 
b) z = q (y) + y (2x — 3y). INDIC.: Una integral primera es 
3p +- 2q = o (y), e función arbitraria. 
a) r—(t/4)=0; b) 3r + a—2t=0; ce) 8—p—q+z=0. 
De z = ax +- o (a)y + y (a) resulta q =q(p) y de aquí se 
elimina q derivando nuevamente respecto de x y respecto de y. 
a) 2=q(y)e” + 2x*y —2xy + v(y). InDIC.: Resolver pri- 
mero la ecuación en q = Zp. 
b) z= o(y—s)+ (y). INDIC.: p: + P= p, y § 110, 
ejercicio 6. 
2= (y) +4 e” y (y — x) + e” g(x). 
De (D.- +%D,>+)(D, +RD, + k)2 =0(*), poniendo 
(D. +D,+%%)2=u(*”) resulta (D,+ HD, +k)ju=0 de 
donde (§ 112-3, a) u=e* q(y—hx) y entonces por (°°) 
p + hq = e™ o (y — kake El sistema característico 

dæ dy dz 


AE A e*ply—hx)— kz * 
da y — hx =a (°°°), y entonces: (dz/dx)+ kz = e*qp(a) cu- 
ya solución es 2= e *[xq(a) + B1. Poniendo aquí ($ 111-3) 
B = Y (a) y reemplazando a por (°°°) se llega al resultado. 


a) z(x, LS ao Y 0)= x, Zna(%, y, 0) = a? + 2y, 

Zama (£, Y, 0) = = a+ 

b) Calcúlese (0%2/0%"), mediante desarrollo en serie de poten- 
cias de h y comparación con la serie de MAc-LAURIN. 
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a) La ecuación P(h, pia 0 (§ 112- s, a.) es 
(Lh + R) (Ch + G)= 02; para cada h hay dos valores opues- 
tos de k, reales para los k indicados; 
b) Resulta k= + (8B +ù), y ondas de la forma: 
z= A e-attfz sen (wt + vx +0). 
a) 2=q(24+Yy)+ v(x + 2y); 
b) 2=p (y +%)4+ v(y — 2) + xx (y— 2); 
c) z = oly + x + 2ix)+ Y (y + x— 2ix). 
z= p(y + x)+ ty —x)+ (£y — ey — y*)/12]. 
z = (Y + 20) 4 e” y (y + 2)—(xy + 24) e”. 
z = cos (x + 2y)— sen (x + 2y). 
z= Ņ (y) + v(y) e” + [e/ (y — 1)]. 
a) 2=e 8 [p(0) + v(y)d; 
b) 2=e* q(y)+€e*” y(x), equivalente a la anterior; 
c) (D? 42D? 4 1)” x*y = (1 — D?— 2DF + e.) LY == 
= xy — 2y; (DP + 2D? + 1)” e. xy = 
=e[ (D, + 2) O + 1)" 2y = 
= e*1(7 44D, —4D.+...)"2y= 


o 4 32 
— par-y E —— D, — a a.. = 
=ne (+ q Pio + gg O gag DD + Jay 
on (AA 4Y 4e 32 ) i 
=e ( 7 49 t ag 7 as) ' 


la suma es una solución particular. 
Si z = T(t). R(r) resulta T”/(CT)= [R” +(R'/R)J/R =—p*, 
que da (Cap. XXVII, nota 1): 

T = A cos uet + B sen yet; 

R= C Jo(ur)+ D Yo (ur), 


y es B = 0 por la segunda condición inicial, D = 0 por la sin- 
gularidad de Yo en el origen, y u un cero @n de Jo, por la 
condición de contorno. Entonces: z = Ca cos anct. Jo(anr), y la 
primera condición inicial se cumple por la solución en serie 


u = XC, cos act . Jo (0n?) 
si los coeficientes C, son tales que 3,C, . Jo(unr) = f(r). 


322. 


Derívese sucesivamente la ecuación de la catenoide y verifí- 
quese idénticamente en y, z, la ecuación de EULER. 


326. 


y4/V1+y?=C, y =Cv1—C*= m (constante) ; 
recta (y — b:ı)/ (ba — bı) = (x — a1) / (a, — 01). 


a) [S va) = (S ve. g” de] < 1[y] OL 


a) y = C(x" — a" ) + Co, si nl; 
y = Cı (In x — In a,) + Co, sin= 1; 
b) Diverge la integral [113-30] para Ca. 


y = Ci (x — Co) P/P0 si p49%0; 
Iny= Cr + Ca si p+4q=0. 


Por el principio de FERMAT ($ 113-b, c), T= atea yo dr = 


v(x, y) 
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= extremo, [v(x, y)y"/(1 + y”)]—v:(%,y).y' + v(x, y)= 0. 
Es U = const. y puede tomarse U = 0; por el principio de con- 
servación de la energía es L + U = L = 2(ds/dt)? = const., de 
donde ds/dt = const. = vo (velocidad inicial). Entonces el prin- 
cipio de HAMILTON conduce a las extremales de 


"ti ti t 
f 1—u)a=/ Ldt=3v f dt = 
./ to to to 
“tí a 
= 3 w Í vodt = 5 wo | ds, 
to 80 


que son las geodésicas. 


Como la partícula que describe la geodésica tiene velocidad de 
módulo constante, su aceleración a sólo tiene componente cen- 
trípeta || n; por otra parte es a || fuerza (única) de vínculo 
I| m por no haber rozamiento en la superficie. 


C. XXVIII-V, pág. 354. 


1. 


Basta integrar por partes dos veces. 


8 114. Pág. 415. 


1. 


Si f(2)=u-+%v es analítica y u = const., de las ecuaciones 
características [114-7] sigue v = const. de donde f(z) = const. 
Si f(z) tiene módulo constante, la función analítica p (2) = 
= ln f(2)=1In |] £(2)| + 1arg f(z) tendrá parte real constante, 
con lo que se reduce a una constante y lo mismo ocurre enton- 
ces con f(z). 
Si lA ip g(2)=U+1V, f.g=p+4u, es p= 
=uU —vV, q =uV + vU, y se verifica que si los pares u, v 
y U,V satisfacen [114-7], % mismo ocurre con el par p, q. De 
tlg(2)] = = u(U, V)+ iv(U, V) sigue 
ðu _ ðu IU du 3V ðv _ w 3U ðv Nirai 
e UN U a ae y e 
19) Si z= x + iy, B= bı + iban (°) se escribe p(w* + y”) + 
+ bix— be +q=0; 2%) Reemplazando en (°) la expresión 
2=(—dw + b)/(cw — a) que resulta de [114-14], se obtiene 
una ecuación de forma anóloga a de ) 2pww + Baw + Bw + 
2qı = 0, donde pı, qı son reales y si BB > 4pq, es BiB, > 4p39,. 
Si z y zı son inversos respecto de la circunferencia (°) (ejer- 
cicio 5), es 2p 22 + Bz + Bz 4+2q=0. También se obtiene 
la propiedad enunciada de la conservación de los ángulos y 
de las circunferencias, observando que dos puntos inversos (si- 
métricos) respecto de una circunferencia (recta) son puntos 
base de un haz de circunferencias ortogonales a esta circun- 
ferencia (recta). 
19) La transformación que hace corresponder a los puntos 
a y 1/a inversos respecto de |z| = 1, los puntos 0, vo, inversos 
respecto de |w| =1,es w=1 20/41/01 = = lea) 
lz—a] =|—2] . [2 —al = 
= laz — 1| = = |az — a para que sea entonces |w|= 1 debe ser 
Na) = 1. 
A los puntos simétricos au y a deben _Corresponder los inversos 
0, 00; entonces: w=1(2—a)/(2— a), y como para z real es 
|z — a| = |z — a| debe ser [Aj =1. 
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10. db) w=1(1—2)/(1+2). 

12. 1%) Raíces, finitas o no, de la ecuación cz* +(d—a)z—b= 
=0; 29) (Zu, Za, Za, 2) =(%1, Za, ws w); 3%) q(z)=(2 — a) / 
/(2— Za), O bien p(2)=2— 2, si 2 = 0; 

49) Y(2)= 1/ (2 — 241). 

14. Considérese en los transformados de (0,0), (1,0), (0,1), 
(x,y) la distancia del último a los anteriores. 

16. Se tiene (fig. 493, con OR = 1): OP/OR = OP./ON = te q = 
= ON/OP', = OR/OP”, de donde OP,. OP', = OR'=1. 





Fig. 493. 


$ 115. Pág. 436. 


1. Las integrales sobre las semicireunferencias de radios ọ y R 
tienden a —m y a0 para 0 >0, R > o, En la primera des- 
compóngase al integrando en (1/2) +(e" —1)/z donde el se- 
gundo término tiene límite i para z > 0 y por tanto está aco- 
tado; en la segunda integral acótese el módulo de la integral 
por la integral del módulo ($ 115-5, b). 


2. La integral sobre el arco Ret? (0 < p < a) tiende a cero para 
R > 0, En la integral sobre el rayo de argumento a se sepa- 
ran partes real e imaginaria, 

4, Hay que probar, en base a la relación |e'| = e**', que las inte- 
grales sobre los lados verticales tienden a cero para p > 00, 

6. Aplíquese § 115-6, b, a la integral sobre el contorno de |z| < R, 
y > 0 donde la semicircunferencia iz] =R, y >0 no pasa por 
ninguna singularidad, y obsérvese que la integral sobre ella 
tiende a 0 cuando R > œ por la acotación de |f(z)|. 

7. b) I= J =aV2/2; K =(7/4")[ (2n)! (n!)°]. 

10. La serie converge uniformemente en todo semiplano x > 1 +ô, 


(5 > 0). 
§ 117. Pág. 453. 
3. Poniendo p(2)/f(z)= h(2), se ia 
n, = L (£C) +o (2) iz mS i i 
ae 2ni y f(z)+ (2) — 2 f(1 +h) 


1 _Pdz dz 
ni y TERS Ma 





1 f' h' 
T ai. (+ +) A 
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Cea |z — zo| < r un círculo T contenido en G y tal que f(z) no 
tenga ceros en su contorno C: |z— z| =7r. Entonces existen 
£ > 0 y un entero no tales que |£(z)| > e en C, 

|fa(2)— f(z)| < £ para n >n, en C, y se aplica el teorema 
de ROUCHÉ a fa (2) = f (2)+ {fa — f}. 

De lo contrario habría en G dos puntos z: Æ zs con f(2)= 
= f(22.)=0 y se aplica a la sucesión f,(2)—oa el teorema 
de HURWITZ. 


465. 


20) Polos 2= + ik con residuos (1/2)c** respectivamente. 
Si z = R no fuera singular, la serie 
on 


1 
S —fW(3R)(2— 3 R)” 
n! 


n=0 
tendría radio de convergencia R’ >œ 3R; por (”) la serie 


00 1 : . 
S —T—T £WM(3ReP)(2— Re)" 
n=0 n! 
tiene radio > R’. Como esto vale para todo q, f(z) no tendría 
singularidades en |z| = R. 


on nN 
f(z) =z + D z2" =z + 5 (2)”" = z+ fl) = 
n=0 n=0 


=2 42% +1f(2')=..., y entonces hay singularidades en z=1, 
elit rz=tD=1(6. == Ll. = EA) de nj yr e6bos 
puntos forman un conjunto denso en izi =1. 


a) Es 
k Ka 
f(z) = 1. +... + Ize” + g (z) 


donde g(z) cs regular para |z| < 1 -+ p, (p >0), y entonces 
g(z2)=3b,2" con b,= 0(1). 
b) fP (z) tiene a lo más polos simples en el contorno, y en- 
tonces por «a: 

n(n—1)... (n—(p —2))a, =0(1) ". a, =0(n”3), 
Por $ 43-5, b, es en |z — zo| < 1, F (z) holomorfa, luego desarro- 
llable en serie de TAYLOR, siendo el coeficiente de (z — 20)": 

EO (za) /r! = In fn (20) /r! = Sn ar = Ar. 








; . 2 — sen z 
. a) limf(z)= lim y 23 0% 
i z—>0 z—>0 z 
' — sen i — 
b) lim (z — no ST lim ZZE =... = (—1)"; 
z=onr g. senz z>nr sen 2 


c) Basta la acotación de cosec 2: 
cı) Para la parte del contorno de C, contenida en el semiplano 
1(2)>5>0: 


cosecz = 


2 


et? A et: 


2 
er/2 —e-1/2 ” 
pues |e — e| > [je —]e**]] = ler—er| , 
y análogamente para la parte contenida en el semiplano 
1(2)< — 9; 
ca) En las partes de los contornos de los C, contenidos en la 
faja —6 < I(2)< +06, la acotación resulta de la regularidad 
y periodicidad de cosec z. 


x 








$ 113-Ej. 14 RESPUESTAS A EJERCICIOS 679 


13. Aplíquese la expresión dada en Caso 1° de § 118-6, a, demos- 
trando que entonces el orden coincide con el grado de polinomio 
g(z) y, por tanto, es entero. 

14. a) Es corolario de ejercicios 12 y 13; b) Utilizar la expre- 
sión de Caso 29 de § 118-6, a. 


ÍNDICE DE SIMBOLOS, NOTACIONES Y ABREVIATURAS 


E, 


Recta euclídea, 94-1. 


X 


Conjunto puntual, 94-1. 


I 
Intervalo, 94-1. 


fx(x) 


Función característica del conjunto X, 94-1, 


e(X) = (R) f ixte) du 


Medida (R) o medida de Peano-JonpAN de 
X, 94-1. 


e(X) =/, 10342 


Extensión exterior de X, 94-1. 


e(X) =f fx(x)dx 
Extensión io de X, 94-1. 
1] =b—a ; |I] = I (b, — a.) 
Medida elemental del intervalo I, 94-1. 


Conjuntos (B) 


Conjuntos de BorEL, 94-1. 


G 
Conjunto ebierto, 94-1; 94-2h, 


F 
Conjunto cerrado, 94-1; 94-2b, 


Conjuntos (L) 


Conjuntos medibles LEBESGUE, 94-1. 
Gs 
Conjunto seudo-abierto, 94-1. 
Fo 
Conjunto seudo-cerrado, 94-1. 
=) 
Comprende a, 94-1; 1-1. 
(S) 
Contenido en, 94-1; 1-1. 
E 


Fmpuaclo topológico; espuclo métrico. 94-1. 


H 
Familia infinitamente aditiva de 
conjuntos, 94-1. 


B 
Familia de conjuntos (B), 94-1 
En 
Espacio euclideo de m dimensiones, 94-22. 
X 
Punto de E,,, 94-2a. 
CF 


Complemento del conjunto F, 94-2b. 


m 


Intersección, 94-2, b; I-I. 


Unión, 94-2, b; 1-1. 
o(A,B) = extr inf. ọ(a,b) 
acA, beB 
Distar.cia entre dos conjuntos A y B, 94-2c. 


e(a, B) 


Distancia del punto a al conjunto B, 94-2c. 
d(B) = extr sup Q(bı, b2) 
lr, ba, € B 
Diámetro del conjunto B, 94-2:, 
u(X) , 
Medida exterior métrica de CARATHÉODORY 
de X, 94-34. : 


m«(X) = |X| = 
un 
= extr inf 12 |I|} 
le=1 


on 
para X(<) U l, 
k=1 
Medida exterior (L) de X, 94-3b, 


I 
Clausura del conjunto IÍ, 94-3b; 94-1. 


Xe(u) 
Conjunto X medible (g), 94-4. 


Xe(L) 
Conjunto X medible (L), o medible, 94-4. 


Medida interior (L) de X, 94-4. 
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u; (X) = extr sup (B) 
X(>)BE(1) 
Medida interior de una medida exterior 
regular, 94-6. 


S 
Cápsula isométrica, 94-6. 
N 
Núcleo isométrico, 94-6. 
o(X) 


Función infinitamente (finitamente) aditiva 
de conjunto X sobre H, 94-Ej. 1. 


Vío, X) = extr sup o(P) 
X(>)PeH 


Variación superior de la función de conjunto 
g, aditiva sobre H, en X, 94-Ej. 5. 


V(o, X) = extrinfa(P) 
X(>)PeH 


Variación inferior de la función de conjunto 
g, aditiva sobre H, en X, 94-Ej. 5. 


u 
Completada de la medida y, 94-Ej. 14. 


1) [t(mde 


Integral (L) de f(x) sobre X, 95-1a, b. 


+o 
(R-C) i u (y)dy 
Integral (R-C) de u(y), 95-la ; 80-1. 
X+ 
Conjunto donde f(x) > 0, 95-1b. 
X- 
Conjunto donde f(x) < 0, 95-1b, 
fx(x) 
Función truncada por K, 95-1d. 
ce. t. X 


Casi todo X, 95-2. 


equivalentes (L) 
Funciones casi iguales en X, 95-2. 


Integral (R) 
Integral de RIEMANN, 95-2 ; 82-1; 83-1; 49-1. 


E (x) 


Función escalonada, 95-3. 


[c. P. en X —X.] 


Convergencia puntual en X — Xe, 95-4. 
[c. p. en c. t. X] 


Convergencia puntual en casi todo X 95-4. 
[c. u. en X— X3; ] 


Cenvergencia uniforme en X— X. , 95-4. 
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[c. e. u. en X] 
Convergencia esencialmente uniforme 


en X, 95-4. 


n—> 00 
Límite inferior aritmético, 93-4; 20-5. 


frias 


Integral superior de DARBOUX, 95-4; 49-2. 


E 


Integral inferior de DARBOUX, 95-4* 49-2. 


Va’ F(x) =f’ f(x) ¡de 


Variación total de la función integral F(x) 
de f(x), 95-5b; 55-9. 


A: = F(b;¡) — F (a) 


Incremento de F en [a,,b,1, 95-5b, 


H(x) 


Función singular, 95-5b. 
alx) con æ (x) = f(x) 
Primitiva de f(x), 95-5c; 50-15. 
DJ? 

n 
Aplicación de la regla de Barrow, 
95-64; 50-2a. 


R- St f 


Integral de RIEMANN-STIELTJES, 95-6a ; 78-1. 


Lest f 


Integral de LEBESGUE-STIELTJES, 95-6b; 
XXIV-I1b. 


sf 


Definición de SAkKs de la integral (L), 
95-Ej. 4. 


© f 


Definición de CARATHÉODORY de la integral 
(L), 95-Ej. 4, 


Œ f 


Definición de F. RiEsz de la integral (L), 


95-Ej. 5. 
ft 
Máx Jf(x), 0), 95-Ej, 14. 


f(x) 
Máx J—£(x), 01, 95-Ej. 14. 
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g(x) , g(x) 
Función de repartición o distribución en una (L - Ha) i f(x)dæ 
medida de LEB39GUE-STIELTJES, XXIV -Ia. 


(X) Integral (L- C) 
Integral de LenESGUE-CAUCcHY, XXIV-Ilds. 


Integral de LERESGUE-HARNACK, XXIV-Ildi. 


Medida exterior p-dimensional de 


HAUSDORFF del conjunto X, XXIV-1b, 
Integral (R - Ha) 
Integral de RIEMANN-HArRNACK, XXIV-IId,. 


dim (X) 
Dimensión (real, de HAUSDORFF) de X, b 
XXIV-Ib. (L. Hö) f f (x) de 
a 
u Integral de LEBESGUE-HÖLDER, XXIV-IIds. 
Elemento molular de una operación € de i 
grupo XXIV-Ic. 
D) f f(x)dx 
o l de Di XXIV-a 
Elemento inverso del x, XXIV-Ic. PELA MOS DENJOY, Da 
€ X Integral (D-K-Y) 
y Integral de DENJOY, KHINTCHINE, YNUNG, O 
Traslación izquierda de X por y, XXIV-1c. total general, XXIV-Ilds. 
X á y r = r(u) 
Traslación derecha de X, por y, XXIV-Ic. Representación analítica de una curva, 
72-6a, XXIV-IIa. 
X&Y 
Conjunto de elementos x $ y con xeX, y e Y, L(C) = L(lo, r) 
XXIV-1c. Longitud de una F-curva C, XXIV-IlTa,. 
xXx” T 
Conjunto de elementos x-1 con xeX, Huella de una curva C, XXIV-IIlaa, 
XXIV-Ic, ô (S,, S2) 
(U: G) Distancia de FRÉCHET-MC SHANE de dos 
: ana i , F-superficies Si, S2 XXIV-IIIb;. 
Número mínimo finito de traslaciones 
izquierdas de G que cubren u, XXIV-Ic. . T(R) = TI a 
Representación de una F-superficie S en su 
To(U) = (U:G)/(U.:G) huella T, XXIV-IIIbe. 
“Tamaño” de U respecto de Un, XXIV-Ic. 
T T: (ts) 
T = limg, T, Topológicamente similar, 72-9c, XXIV-IIIb», 
Límite generalizado de S. BANAcH, XXIV-I0c, 
i S, > S 
p(47,)) Convergencia de la sucesión S, de 
F-superficies a S, XXIV-IIIb2 


Promedio generalizado generador de una 
medida elemental de Haar, XXIV-Ic. 
edi ental de HAAR c r = r(u,v) y (u, v)eRo 
T(U) Representación analítica de una superficie, 
Medida elemental generatriz de una medida 12-74, XXIV-IIIb3. 


de Haar, XXIV-Ic. 


b 
a-s f £(0) dg (2) 


Integral de LEBESGUE-STIELTJES, XXIV-I1b. 


Superficie poliedral, XXIV-IIIbs, 


E(P)= X zl 


Área elemental de la poliedral P, 


Integral (H- L-S) 
Integral de HILDEBRANDT, LEBESGUB, XXIV-IMbs. 
STIELTJES, XXIV-IIb2. : Polad 
A(S) = extr inf{lim inf E (P})} 
Integral (R*) Pa 
Integral absoluta y condicional de Área de LEBESGUE de la superficie S, 
Rey PASTOR, XXIV-IIc,. d2. XXIV-IIIbs. 
Punto (H) VAT, en R 
Punto HARNACK o de no sumabilidad, Variación acotada según TONELLI respecto 
de u en R, XXiV-IIlb. 


XXIV-IIdi. 
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ACT, en R 


Absolutamente continua según TONELLI 
respecto de u en R, XXIV-IITb4. 


VAT en R 


Variación acotada según TONELLI en R, 
XXIV-IIIb4. 


ACT en R 


Absolutamente contina según TONELLI en 
R, XXIV-IIID4. 
R° 
Interior de R, XXIV-IIIb:. 
A(R,f) 

Área de LEBESQUE de la superficie 
z=f(u,v) en R, XXIV-IHb4 
(eVA) 

Esencialmente de variación acotada, 
XXIV-IIIb;. 


(eAC) 
Esencialmente absolutamente continua, 
XXIV-IIDb5. 


W (u,v) = |ru Ar| = 

= + VJ? + Jê + Jf 

Función 72-7b, XXIV-IIIbs. 
E., E,, E,, E, 


Espacio vectorial normado por un producto 
escalar, 96-1. 


X, Y, 
Elementos o puntos de E,, 96-2); de H, 96-2. 
Xy = 31Yi 
Producto escalar en E,, 96-1; en H real, 
96-2. 
IIx]]_= xx 


Norma de x, en E,, 96-1; en H, 96-2. 


|x| = + VIlx!l 
Módulo de x, en E, 96-1; en H, 96-2. 
e(x, y) = |x —y| = 


= V(x—y)(x—y) = Vl]x—yl| 
Distancia en E,, 96-1; en H, 96-2, 96-3. 


Espacio de HILBERT, real, 96-2; complejo, 
96-4; abstracto, 96-4. 


xy 


l 
x|. iy! 
Ángulo de dos vectores en H, 96-2. 


arc cos 


L? 
Funciones de cuadrado integrable (L), 96-3. 


xy = /x(0y(0) dt 


Producto escalar en (L?), 96-3. 


X 
Punto conjugado del x en el espacio H 
complejo, 26-4, 


xy = yx 
Producto escalar en H complejo o abstracto, 
96-4. 
, (C) 
Funciones continuas, 96-4. 
(R?) 


Funciones de cuadrado integrable (R), 96-4. 


Axioma [C] 


De convergencia de CAUCRY: 
completo, 26-4. 


Axioma [C:] 
Espacio separable, 96-4. 
da, As, La, e... 
Autovalores, 96-5bı, XXVII-IIE&. 
Y (x, y, 2) 
Función de densidad o probabilidad de 
SCHRÖDINGER, 96-5b1, 


espacio 


E 
Energía total, 96-5b:. 
V (x, y, 2) 
Emergía potencial, 96-5b. 
o? d 9? 


AS TA e 
Operador delta de LAPLACE, 91-6d, 96-5b1. 


1 
bS ama tV 


Operador de HAMILTON, 96-5b1. 


E, 
Autovalores niveles posibles de eneugía en 
matriz diagonal D, 96-5bs. 


o(f,g) = extr sup | f(x) — g(x)| 
Métrica o distancia uniforme, 96-Ej.5;. 
97-Ej. 1. 

Cc 


‘spacio de funciones continuas con métrica 
uniforme, 96-Ej. 5. 


do} con Pm - Phr = Ómn 


Sistema ortonormal de funciones, 97-1. 


Pm . na 
Producto escalar de funciones, 97-1; 96-3. 
[lpn] = qa” 
Norma de la función Pr 97-1, 96-3. 
c. F. de f 


Coeficientes de FOURIER de la función f, 
97-1, 98-1. 
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Cn = a j f 1 2r 
Coordenadas, coeficientes de FOURIER o | Qnr =— f(t)cos nt dt 
componentes de f respecto de 4, |, 97-1. J T ZO 
1 27 
s. F. de f | bn =í f (t) sen nt de 
TO 


Serie de FOURIER de la función f, 97-1, 98-1. 
Coeficientes de la serie trigonométrica de 


Determinación de una función por su s.F., FOURIER (0 coef. de FOURIER) de f, 98-1, 





97-1; por su integral de FOURIER, 99-2. 1 
Sn (x) = — 
Su. = Cupo + ... F Crn x 
Suma parcial de la s. TF. de f, 97-2. 2r 1 
g 1 Senn Ea Ug (x + u)du 
(f — Sa)? 0 sen 3u 
Error cuadrático de 8,, 97-2, Integral de DIRICHLET, 98-2, 
A S 
uma (C) 
f; => f CESÀ Rs -I 
Convergencia cuadrática, 97-3. Suma Cesàro, 98-5; V-Ig. 
2 On 
= Promedio de CesAro, 98-5. 
Desarrollo cuadrático en serie, 97-3. 1 
On (71) == 
P, 2nx 
Polinomio de LEGENDRE, 97-5; XVI-HI. r (sen inu)’ 
Tenia f(x + u)du 
p? (2) —y (sen łu) 
Núcleo de un sistema Jq,), 97-8. Integral de Feyén, 98-5, 
a.b | ; An (u) 

F (a,b,c, x) = 1 + x + Núcleo de una integral singular, 98-5, 
ono , O (1/n) 
AE E Del orden de 1/n, 98-Ej.8; 24-3b1. 

+ “12.0 (e +1) + 
Función hipergeométrica, serie o(1/n) 


hipergeométrica o de Gauss, 97-9. Tnfinitésimo respecto de 1/n, 98-Bj. 9; 24-3b,. 


G. (x) = F(—n, p +n, q, x£) 1 æ D 
Polinomios de GAUSS-J ACOBI, p78. 97-12. f(x) ~f du | £e) cos u(x -t)dt 
n 
0 —00 


1 
T, (œ) = za F [— —n, n, 3, (1 —x)/2] Integral de Fourier, 99-2. 
Polinomics de CHEBICHEY de 1% especie, 1 0 
97-9 ; 97-12. faw Sl f (t) cos ut dé 
T -=H 
b (u =—/ f (t) sen ut de 
=> Fla, n + 2, 3/2, (1—.)/2] a Ma 
Polinomios de CHEBICHEY de 2% especie, Amplitudes de pulsaciones continuas u, 
97-9, 97-12. 99-2, 
La, (x) = e”D"(x*e">) — 1 
Polinomios de LAGUERRE, 97-11; 97-12. Ss = an A 
Ha (x) = (—1)"es*D"e-=* 2D sen m (æ — t) 
Polinomios de HERMITE, 97-11; 97-12. e YI E dt 
n” = n(n — 1) nas (n— 2r +1) ena simple de FOURIER, 99-2, 
Factorial generalizada, 97-12. 
1/9 f a | 2 "2 
1 g (u) NN f(t) cos ut dt 
NO 


di b 
o(t,8) = Í |f eras | 


Distancia de orden p, 97-Ej. 1. 


j 
| 


2 DN 
: f(x) = Ef ge (u)cos xu du 
n Jo 


f(x) ~ b@a + a cosg + bisenzx + 
š + 0,0088 2x3 + Da, sen x Ji Ti drtomaldas de TOURIFR por el coseno, 
Serie trigonométrica de Forumrn, 98-1. 99-3. 
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fa (u) =Z fto sen ut dt 


lte E RUDEN xu du 


Transformadas de FOURIER por el seno, 
99-3. 


1 2r imid 
Um = al f(t)e t 


Forma compleja de los e. F., 99-4. 


f(x) =z Í de | pena 
— 2n EA J 


Integral de FOURIER en forma compleja, 99-4. 


— E t 301 t 
g(u) zm O le 
1 





7 00 
Í(x) En E 


Transformadas de FOURIER en forma 
compleja, 99-4. 


2A Y Sen ue. cos ux 


Rn w l 


Factor discontinuo de DirIcHLET, 99-54, 


ue 


1 
g (u) =f teat 


Densidad espectral, 99-5b. 


£(p) Ma P (5) dt 


Integral de LAPLACE, 99-Ej. 3. 


o(s) = [ova f 


1 c+ ion ) i 
ly) = 57 p(s)y"*ds 
2x1 cin 
Transformación de MELLIN y su inversa, 
99-Ej. 4. 


I1£/lp con 11£|[,= SEC) |e dt, (p > 1) 
Norma en el espacio (Lr), XXV-I. 
(L”) 

Clase de funciones f(x) donde ||f!!, existe 
finita, XX V-I. 


P, q 
Exponentes conjugados tales que 
1 1 
e h =/'1; XXV-L 
P q 


1 1 
yi < lil Mirto (+= 1) 
Desigualdad de HóLDEr, XXV-L 


lx + yll < Ixl + yil , (> 1) 
Desigualdad Je Minkowsxt, XXV-L 


d 
-I = e(e)h(y) 


Ecuación diferencial de primer orden, con 
variables separables, 101-1. 


tE) 





X 
dy BE 
v(i o a 


Ecuación homogénea en x, y, 101-2, 102-2b. 


y + P(x)y = Q(x) 


Ecuación de primer orden, lineal, 101-4. 


R, R 


Resistencia eléctrica, 


L, L 


Auto-inducción eléctrica 101-4; 105-3. 


E, E 


Fuerza electromotriz, 101-4; 108-5 az. 


I(t), I 
Intensidad de corriente eléctrica, función del 
tiempo t, 101-4; 108-3. 


Y + Plx)y = Qla)y" 


Ecuación de BERNOULLI, 101-5a. 


y’ = A(x)y + B(æ)y + C(x) 


Peuación de RiccATI, 1U1-5b. 


P (x,y) dx + Q(x, y)dy = 0 


101-4; 108-3. 


con P, = QL 
Ecuación diferencial exacta, 101-6. 
T 


Temperatura absoluta, 101-7a. 


p 
Presión de un gas, 10l-7a. 


v 
Volumen de un gas, 101-7a. 


Constante de los gases perfectos, 101-7a. 


Cp 
Calor específico a presión constante, 101-74, 


Cr 
Calor específico a volumen constante, 101-7a. 


Incremento de cantidad de calor Q, 101-7a. 


S 


Entropia, 101-7a. 


u(x, y) 
Factor integrante, 101-7a, b. 


(æ, y’) = 0 ; (y, y) = 0 
Ecuaciones de 1°", orden donde falta una 
variable, 102-2a. 
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p= y 


Derivada tumada como parámetro, 102-2a. 


y = f(x,y’) ; x = fly, y’) 


Ecuaciones integrables por derivación, 
102-3a. 


y = xa(y) + B(y') 


Ecuación de LAGRANGB, 102-3b, 
y = x.y + Bly') 


Ecuación de CLAIRAUT, 102-3c. 


T 
Evoluta qe su evolvente C, 103-1b; 74-2. 
U con X = U, Y = U, 


Potencial de un campo vectorial de 
componentes X (x, y), Y (x, y), 103-3a, 


V con —U,=V.,U. = V, 


Potencial conjugado al U, 103-3a. 


grad U 
Vector gradiente de U, 103-3b; 66-6. 
A A’, A5, A$, . 
Diferencias, 104-2a ; 47- 1. 
E’ 


Operador simbólico de incrementar, 
104-2a; 47-2. 


h = Ax 
Incremento de la variable independiente x, 
104-2a ; 30-1, 


ka, k’, ka ka k”, k”, k", kY, K 


Incrementos dependientes de EULER, RUNGE 
y KUTTA, 104-3. 


(x, y, p) 
Elemento lineal diferencial, XXVI1-11. 


pix, y Y) =0 , $(x,y,C)=0 
Ecuación diferencial y su solución general, 
XXVII. 


D(x,y)=0 
p-discriminante o p-discriminante o Curva 
discriminante de la ecuación diferencial, 
XXVI-12. 


Alx,y) = 
¿P-discriminante o curva discriminante de la 
solución general, XXVI-T44. 


p(x, Y, Ca, $ se Ch) = 


Familia de curvas con n parámetrcs, 


p(x, y, y”, ..., y) =.0 


Ecuación diferencial de orden n, 105-1. 


[y = fa, y, ...,w) 


lw = fa (£, Y, 


Sistema normal de 


105-1. 


...,w) 
ceusciones diferenciales, 
10h, 


pley’, y”, Y) = 0 


euatión donde falta 3 función, 106-la, 


(x, yo, ga, Y = 0 


adn donde faltan de Y, y, 
106-1a. 


D7” g(%) ==— “e(5) (æ — £)"" de 


E E 


Primitiva de orden R r>0 de g(x), 
106-1a. 
Dag(x) = D"DBg(x) , 
0<B=m—axl1 
Derivada de orden real a >0 de g(x), 
106-1a. 


T(r) 
Función Gamma, 106-la; XXIX-VIIa. 


[a] 
Parte entera de a, 106-la ; 23-3. 


PYY’, .. as y™) = 0 


Ecuación donde falta la variable, 106-1b. 
Q 
Radio de curvatura, 106-1b; 40-6; 55-5. 
Cı 
Curvatura de flexión, 106-2a; 73-4. 


M 
Momento flector, 106-24; XX VIIT-Vd. 


Momento de inercia, 106-2a; XX VI!II-Vd. 
E 
Módulo de elasticidad, 106-2a; XXVIII-Vd. 
p(x) 


Densidad lineal de la carga, coeficiente de 
carga o carga unitaria, 106-2b, 


ya = (y) : y" = f(y?) 


Ecuaciones en dos derivadas, 106-3a, b, 


p(x, Y/Y, ...) y" /y) = 0 


Ecuación homogénea en y, Y, ..., y, 
106-4a. 


ply/x, y, ay”, a ym) = 0 


Ecuación homogénea en z, y, dx, dy, ..., 
dy, 106-4b, 


ply ey ay”, ... yr) = 0 


Ecuación homogénea en x y dx, 106-4c. 


= f(x, y) 


Ecuación de JAcoB1, 106-6. 


D-3 f(x) = g(x) 
Ecuación integral de ABEL, 106-Ej. 9; 
Ap. II-5c. 


Dlia)y'"” + Bla) ya» +... + 
+ Lholx)y + fa(x)y = 


Ecuación lineal y homogénea en 
V, Ws... 9, 107-1. 
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W(x) = W (zx, Uig sees Un) 
Wronskiano, 107-1 ; 68-4, 


ya + Ly» + A + Ín- Y + 
+ fy = f(x) 


Ecuación lineal completa, 107-2 


L(y) = y” + ftila)y' + fe(a)y” 


Expresión diferercial lineal homogénea de 
2% orden, 107-4b, XX VII-UTa. 


T(x, $) 
S: lución fundamental de L(y) = 0 
correspondiente a £, 107-4b, 


 , Y 

Fluxiones de NEWTON, 

yo y ay 
+ Ana £y F Ary = 0 


Ecuación de Caucny, 107-Ej. 5 


x(x —1)y” + (ax + b)y” + 
+ cy = 0 


Ecuación hipergeométrica, 


y» +, Q y" -1) +. + 
Mi Any F Ary = f(x) 
Ecuación lineal de coeficientes constantes, 
108-1, 4, 6, 8, 9. 


107-605; VIII-I. 


107-Ej. 12. 


Capacidad de un condensador, 108-3. 


Carga eléctrica, 108-3. 


Qo 
Pulsación límite en fa descarga osci'ante de 
un condensador, 108-3. 


P(x 


Polinomio de grado k, 108-4, 


Wa 
Pulsación de resonancia, 108-bb». 


D 


Operador de derivación, 108-8. 


 p(D) 
Operador polinómico de derivación, 
(D— 1)” 
Factor múltiple del operador polinómico de 
derivación, 108-8b. 


108-84. 


du dy dz 
X(0,4,2)  Y(%,y,2)  Z(w,y,z) 


Forma simétrica de un sistema de ecuaciones 
de 18". orden, 109-1a. 


S Y = pu(e)y + pulo)z 
Lo = pu(a)y + pe(e)z 


Sistema homogéneo de ecuaciones lineales de 
1*". orden, 109-2a, 
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s 
Abscisa curvilínea, 109-2a; T3-1. 


t = hi + tj + tk 
Vector tangexte, 109-2a ; 73-1. 


n = mi + nj + n:k 
Vector normal principal, 109-2a ; 73-3. 
Vector binormal, 109-2a, 73-3. 

o(s) g 


Radio de curvatura de flexión, 109-2a; 73-4, 


T(s) 
Radio de curvatura de torsión, 109-2a ; 73-4. 
H = Pu(2)y + prle)dz + q(x) 
2 = Palx)y + pulx)z + q:(x) 
Sistema no-homogéneo de ecuaciones lineales 
de 1°". orden, 109-2b. 


m 
Masa del punto móvil, 109-5. 


a= ai + y”j + z"k 


Aceleración Cel punto móvil, 109-5. 
ma = 
( mg” = X (tie yz x y, z) 


| = , , , 
= F pa = Y(t; x, yY, zn L, Yz) 
mz” = Z(t; x, Y, 2, a”, y”, z’) 
Ecuación fundamental de la Dinámica, 109-5. 
F = Xi + Yj + Zk 


Fuerza aplicada al punto móvil, 109-5. 


Aceleración de la gravedad, 109-5. 


k 


Constante de gravitación, 109-5. 


M 
Masa del sol, 109-5. 


p 
Parámetro de la ecuación focal de una 
cónica, 109-5. 


e 
Ixcentricidad de una cónica, 109-5. 


Een 
r e 
q 
+(1-%)y = =0,r>0 
x? 
Ecuación diferencial de Besset, XXVII-Ia. 


k ra?k 
—k=0k!IT("+k+1) 
Funciones de BessiL de primera especie, 
XXVII-ID. 
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Y, (%) 
Funciones de BESSEL de segunda especie, 
XXVIL-Ic. 


y 
Constante de EULER O de MASCHERONI, 
XAXVITIC; 22-3b. 


Z. (x) 
Funciones cilindricas, XXVII-Id. 


f H, (æ) = J (x) + iY. (x) 

) H, (x) = Jı (x) — iY, (x) 
Funciones de BrEsseEL de tercera especie O 
funciones de MANKEL, de orden r, XX VII-Icx. 


Infinitos equivalentes; variables equivalentes, 
XXVII-1en; 37-204; 24-3ba, 


I, (x) = i J, (ix) 
Funciones de BesseL modificadas de primera 
especie, de orden r, XXVIIL-If. 


(1/2) 1 

K, (x) = E IL, (0) —1(u 
(a) = E [Er (e) —1,(5)] 
Funciones de BESSEL modificadas de segunda 


especie, de orden r, XX VII-If. 
N. (x) , Y, (x) , Y (x) 


Tunciones de NEUMANN o funciones de 
DessEL de segunda especie de orden r, 
XXVII-Ig:. 


E 
Espacio vectorial o lineal) XX VI-Ta; 


1I-HIbs; XVH-Ia. 
R 


Cuerpo escalar (de números reales), 


XXVII-Ia. 


Conjunto de condiciones de un problema 
lineal homogéneo, XXVII-IHa. 


l; (uj, us) =0 


Ecuaciones algebaricas lineales homogéneas, 


XXVII-Tlla. 
g(x) 
Núcleo de un problema de STURM-LIOUVILLE, 
XXVIL-HId. 
ûz dz oz 
p = Ge , q = dy , dE 


Derivadas parciales de primer orden, 
110-1; 110-5. 


f(x,y,z, p,q) = 0 
Feuución en derivadas parciales de primer 
orden, 110-1. 


Pop 4 Qe 2)q= 

= R(x, y, 7) 
Feuacetón en derivadas parciales, lineni de 
rr. arden, 110-1. 


ES 


Pp +... + Pap =0 
[P. = P, (x,, seta La) 
Ecuación homogénea completamente lineal, 


110-5a. 


Pipi + Pp: + ... + Pip, = R 
[P; = Pi (%, ts Ln, 2) 
R = Rízx;, ..., %n,2)] 


Ecuación lineaí no homogénea, 110-5h. 


[f, e] 
Corchete de Poisson, 111-7; XXVIII-IIb. 


, 


Y = Zaz p S8 = Zay p È = Zw 
Derivadas parciales de segundo orden, 112-1. 


f(x,y,7,p,q,1,8,t) = 0 


Fcuación en derivadas parciales de 2% orden, 
112-1. 


R(x, y) + Ss + Tt + Pp + 


Ecuación completamente fincal, 112.2, 


ar + bs + ct + ap + 
+ Bg + yz = 0 


Ficuación lineal homogénea de coeficientes 
corstantes, 112-3. 


D. , D, 
Operadores de derivación parcial, 112-3. 
P(D., D,) 
Polinomio simbólico de derivación parcial, 
112-3. 


P(D.)z = Q(D,)z 


Ecuación de vnriables separables, 112-3b, 


ar + bs + cet =0 


Ecuación dei tipo de EULER, 112-4. 


P(D.,D,)z = f(x, y) 
Icuación lineal de coeficientes constantes 
con 2% miembro, 112-5, 


T 


Tensión de la cueráa vibrante, 112-6a ; 
XXVIHI-Vd. 
A 
Densidad lineal de la cuerda vibrante, 112-64. 
b 
, 
JIy(x)] =} f(x,y y')du 
ya 
Integral a extremar, 113-14. 
dy 
Variación primera de y, 113-2, 
AY 


Incremento de y, 113-2, 30-1. 


J(t) = le y + tz, y' + tz") de 


Ad 


Ilutegral n extremar como función del 
purúánietro real f, 113-2. 
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8J = tJ'(0) 


Variación primera de la integral J, 113-2, 


ds 
Diferencial de arco, 113-54 ; 73-1. 


Yu , Ya gz 
Coeficientes de GAUSS, "11360; 72-7b. 


Energía potencial, 113-5c. 


L 


Energía cinética o fuerza viva, 113-5c, 


D 
Integrai doble en un dominio, 113-5d; 82-3. 


AAZ 
Laplaciano del laplaciano Az, 113-5d; 91-6d. 


r= rí(x,y 
Tensión en una membrana 
XXVINL-VIO la. 


placa, 113-5d ; 


o(x, y) 


Densidad superficial en una membrana o 
placa; 113-5d; XX VIN-VIla. 





SUJ)=8J"(0) ; &J = €J” (0):. 
Variaciones scgunda y sucesivas, 113- “6a. 
rot V 
Rotor de los vecťores V, XXVIII-Id; 91-5. 

d 0 e 
de T oa ta P 
d 3 a 





oy ` dy 0z q 
Símbolos especiales de derivación, 
XXVIII-IIb. 


(f, g) 
Paréntesis de Poisson, XXVIII-IIb. 
02; 
0%, 
= 0%, 
— d£, 0%; 


Derivadas parciales tomadas como nuevas 
variables, XXVIII-IIIa. 


a. 

Ox, /2 

Derivación parcial de función compuesta, 
XX VIN-Illa ; 67-2. 





» Pist S 


Piss = 


yoo. 





e, , z , Dios , Piset 
Valores iniciales, XXVIII- Ia. 


Y, (A, 0) 


Función armónica esférica de superficie, 
XXVIIMN-IV; 93-Ej. 20. 


Pa” (t) 
Función de FERRERS, XX VIM-IV., 


(x) 
Densidad lineal de la cuerda vibrante, 
XXVIT-Va. 


r(x) 
Producto del módulo de elasticidad por la 
sección de la cuerda vibrante, XXVIII-Va. 


ke = An 
Autovalores, XXVHI-Va. 


u = u(x, t) 
Flongación de la cuerda vibrante, 112-6 ; 
XX VII-Vh. 


h (x, +) 
Acción de las fuerzas exteriores sobre la 
cuerda vibrante, XX VIMT-V»b. 


Cn = Ca (t) 

Cc. F. de u(x,t), XXVIII-Vb. 
ha = ha (t) 

c. F. de h(x. t), XXVII-Vb. 
k =1/El 


Coeficiente de la ecuación de la línea 
elástica, XX VII-Vd. 


V(x, £) 
Deformación en al punto x debida a la carga 
1 en el punto £, XX VII-Va, 


Un 
Derivada sezún la normal interior n, 
XXVHI-V Ia. 


T 


Contcrno de un dominio D de variabilidad, 
XXVII-VIa. 


u* 
Solución particular de un problema 
no-homogéneo, XX VITI-Vlas. 


> v = u — u” 
Cambio de función para reducir un problema 
no-homogéneo a homngéneo, XXVII-V Ias. 


L, [u] 
Operador generalizado de STURM-LIOUVILLE, 
XX VITM-VID. 


p(x, y) 


Carga unitaria superficial sobre una 
membrana, XX VIMN-V Illa. 


a? = r/o 


Coeficiente de ia ecuación diferencial de la 
membrana, XXVIII-VIIIa. 


G(x, £) 
Función de GREFN, 
G(x, yY, $, m) 


Función de GREEN en dos variables, 
XXVIIIL-IXh. 


XXVIII-I Xa. 
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e l a 

D (u) =| y (6? + u) de dy = Diu] 
Integrai de DIRICHLET, XXVIH-IXh4; 

XXVIII-X1b. 


a (E, n) 


Punto de coniorno en el problema de 
DIRICHLET, XXVII-IXks. 


k(x, y, o) = dĝ/do 
Núclco de la ecuación integral equivalente 
al problema de DirichLrr, XXVIIL-IXAs. 


K (s, 0) 
Valor de k(x,y,0) cuando (x,y) 340 está 
en el contorno T', XX VIT-IXhs. 


Angulo de ía tangente con el radio vector, 
XXVIT-1Xhs; 34-7. 


f[y] 
Funcional, XX VIIL-X1a. 


Espacio campo de variabilidad de una 
funcional, XXVIII-X1a. 
inf 
Extremo inferior, XXVIII-X1b, 23-14. 


Valores de contorno en el problema de 
DIRICHLET, XX VIIM-X2a; XXVILIXhk. 


D (u, v) = S $r(U:Vs + UyYy) de dy ; 
E(u,v) = D(u,v) + 

+S STa(uv),+b (uv), +quv]dedy ; 

D[u] = D(u,u) ; E[u] = E(u, u) 

Integrales de tipo DIrICHLET, XX VIMN-X2c; b. 


Cc 
Contorno del dominio D en el problema 


variacional, XX VIII-X2c. 


Iu] , I(r,t) 
Integral a extremar, XXVIII-X8a. 


J[u] , J(r,t) 
Integral de ligadura, XX VIII-X3a. 


z= g + iy 
Variable compleja, 114-1a; 41-la. 


El 
Módulo de z, 114-1a; 9-4a, 


w = w(z) = U(2,Y4) + tv(x, y) 


Función compleja de variable compleja, 
114-1c; 41-1a, 


w = f (2) = Us + lv. 
Derivada dlo unna función monógena, 114-2a. 


o(r) 

infinmiléalmeo superior a 7, 114-244; 24-3b2. 
Arg 

Vaher prlrelpal del argumento, 114-2b; D-4b, 


Dominio de definición de una función, 
114-2b. 


C 
Arco regular respecto de una función 


regular f(z), 114-3. 

A = ad — bc 
Determinante o módulo de una 
transformación homográfica, 114-4a. 
= 0 
Punto impropio o del infinito del plano 
complejo, 114-5. 


d 


Distancia esférica, 114-5. 


A = 9/02 cl 22/dM? 
Operador de LarLaicr, 114-Ej.2; 91-67. 


1(2) 


Parte imaginaria de z, 114-Ej.8; 9-2. 


P(z) 


Polinomio en z, 114-Ej. 18. 


JA 14) de = 


= f + iv) (dx + idy) = 
= f (uds — vay) + 


+ if (vdx + udy) 
ab 


Integral sobre el arco elementai ab del 
plano complejo, 115-1. 


G 


Recinto del plano complejo, 115-2, 
F(2) =U+4V'; 
f(z)dz = F(z) + C 

Primitiva de f (z), 115-2a ; 115-4¢. 


F (2) =f £(2)dz 


Integral de una función regular en el campo 
complejo, 115-2b; 115-4a. 


fia 


Integral sobre C en el campo complejo, 
115-2c. 


$ tra 


Función integral en el campo conapplejo, 
115-4a. 
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Jona: +c 





Integral indefinida de f(z), 115-4c. 
L f f (z)dz 
2ail JC 
Residuo de f(z), 115-6. 
1 f(t) 


Integral de Caucay, 115-7. 


F (2) =l AO ar, con 


T arco rectificable 
Integral de tipo CAucHY, 1165-8. 


po (Zo) 10 (2) 
Derivada n-ésima en el campo compíiejo, 
115-9b. 


Un 
Coeficiente dol desarrollo en serie de 


potencias, 115-10, 
T. (z) 
Término complementario del desarrollo en 
serie de potencias, 115-10. 
D, - D, 
Unión o suma de los recintos Di y Do, 
115-12; 1-1. 
D: ^ D: 
Intersección o parte común de los recintos 
Dı y D!, 115-12; I-I. 


a 


Integrales impropias, 


116-Ej*. 1 y 3; 80-1 y 3. 
¿(2) 
Función zeta de RIEMANN, 115-Éj, 10,22-2b». 
ln e = Ae 
T(1,z) $ 
laz = Lnz + 2kri , 
(k = 0, +1, +2, ...) 


Lnz = Lnl2| + ¿Argz 
(—a< Argz < 1) 

Inz = Lnlz| + iargz , 
(argz = Argz + 2kn) 


Función logarítmica y su determinación 


principal, 116-1a, b; 45-3c. 
P (z|k) 
Punto de una superficie de RIEMANN, 
116-1c. 
E(P) 


Enťorno de un punto P de una superficie de 
RIEMANN S, 116-1c. 


NOTACIONES Y ABREVIATURAS 


Ve, Ve 


Raíces en el campo complejo, 116-2; 10-2, 


arctgz , arcsenz 
Funciones circulares inversas en el campo 


complejo, 116-Ej. 1 y 2; 45-6, 


1 
A A NP 
2m Ya E 
Resíduo de la derivada logarítmica, 117-3. 
J 


Direcciones de JULIA, 117-4. 


gn 
f(z) = Za (z — b)" + 


+ Ya (z— b)" 


Desarrollo de LAURENT, 118-1. 








a o f ilt) at 
j 2mi Jc (t—b)"” 
Y 

! 1 E 

An = t(t) (+ —b)"" de 
L 2zi JC on 

Coeficientes del desarrollo de LAURENT, 

118-1. 
T 
Go 2— b, 


Parte principal de una función racional en 
el polo b;, 118-44. 


Nn 
5y 
n=—-00 
Omisión del término correspondiente Y 
n = 0, 118-4b. 


00 
TI 
1 
Producto infinito, 118-5; XI-III. 
expt = €e ; 
Ww Va’ 
”M » 
E, (v) = exp ( vn F To + Z + 
Va? 
Wope) 
Abreviatura de una ida 118-641. 
E (2/4,) 
E, (v) para V, = 2/a,, 118-64. 
v= $i + n 


Velocidad en cada punto de un movimiento 
plano, XXIX-IIa. 


¿ DE ay 
divy = de dy 


Divergencia, XXIX-IID; 91-3. 
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V(íx,y)=C | L1} , Lye} , L{cosot} , 
Lincas de corriente de un movimiento plano, | L¿sen otr , Licht} , Lish tt, 
XXIX-TTb. LIR’, LILG— b) , 
-c Lit”. 1(t—b)} 
U(x, y) = i Ejemplos de transformadas de LAPLA 
Lineas equipotenciales de un movimiento JEmpoS: de: transrormadas. de CE, 
plano, XXIX-IIc. XXIX-VIIId. 
extr sup , extr inf u 
Extremos superior e inferior, XXIX-Vla,; Abscisa de convergencia uniforme de la 
23-14. integral de LAPLACE, XXIX-VIlle. 
1 F (0*) 
AE p- q -1 
B (p, q) al ar (1 — r)? dw Limite a la derecha, XXIX-VIIIg; 25-4a. 
Función Beta, XXIX-Vllc. LIFO (t)} = P'LIF(t)t — 


— p> F (0) — ... — pE (0) — 
— F (0) , (r= 1,2,3, ...); 


LI f Pear) =L LF (t)} 
0 p 


f 
J 


f(p) = LF (t)+ = (“errar 


Transformación de LAPLACE L, ordinaria, o 
de primera especie o unilateral, 


XXIX-VlITA. Propiedad operacional fundamental, 
XXIX-VIIIg. 
00 
f(p) = Lui F (t)} = e”F(t)dt | L{F(at— b). 1(at—b)} , 
=N (a>0,b>0); 
Transformación de LAPLACE de segunda “1 t 
especie o bilateral, XXIX-VIIIa. L? Ps F (H )eete } , la >0); 
f(p) Lite to, L4t™it 
Función imagen o transformada de LAPLACE (n = 0, 1, 2, a .) 
XXIX-VIIla. Transformadas de LAPLACE por cambios 
F (t) lineales de variables, XXIX-VIMRA. 
Función objeto, XXIX-VIIIB. t 
5 F(t) G(t) =/ F (7)G (t—r)dr 
f er dG (t) 0 
Convolución, producto de composición o 
Transformada de LAPLACE-STIFLTJES, plegamiento, XX IX-VIIL5. 
XXIX-VITIDb. 
LF o G} = LF}. L{G} 
LS Transformada de LAPLACE de una 
Transformación de LAPLACE-STIELTIES, convolución, XX1X-VIIL. 


XXIX- VINO. 
f t—b > e7 on 
a L) id rd 
Abscisa de convergencia absoluta de la 9 p 


integral de LaPLace, XXIX-VIIIe. Transformada de LAPLACE de una integral, 


XXIX-VIII}J. 
C 
a ole 
Abscisa de convergencia de la integral de c lució F ea da ia VIIL 
LarLAace, XXIX-VIIIe. onvolución reiterada, - j. 
LHf(p)} = F(t) 


je = —% [e = —%]] Antitransformada de LAPLACE, XXIX-VIIL. 
le = +% [a = +] Í a 
La integral de LavLace converge [converge L J A 
i nR 
absolutamente] na tod Ñ t punto del (pena) 
Y ningún f _ 1 
plano, XXIX-VIIc. L” Fr 


Antivransformadas de LAPLACE de funciones 


=0 para t<0 
` racionales, XXIX-VIIIm. 


r 
E = 1 para 170 


Feunelón salto unidad o funeión de f(x + d) — f(x) = k(d) 
MWuiaveibe, XXIX-VII?. Feunelón funciona] de Caccty, Ap., I-b. 
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f(x) =1%0 +h | m , s 
Transformación por semejanza de la medida ¡ Unidades (caracteres romanos), 
x en la f(x), Ap. 1-b. Ap. I-e. 
h dS , expat , gradV , seng 


Operadores matemáticos (caracteres 
romanos). Ap. I-e. 


Fijación del origen de medidas, Ap. I-b. 


A 


| 
| E 
Razón de semejanza, Ap. I-b. ! [r t 11m] 
| Dimensión, Ap. I-e. 
u i 
Unidad, Ap. I-b. i pico ....... p = 10” 
| nano ..... . n =10”? 
x | micro ..... p = 10” 
Medida, Ap. I-b. mili ...... . m = 10° 
zU | centi ...... ce = 10° 
f : Tr -1 
Cantidad de una magnitud escalar de | oa pii aad 1 =: s 0 
unidad U, Ap. 1-b, | AR a = 
| hecto ...... h = 10* 
ee A sus $ 
U =U , 0U>0) i kilo ....... k = 10 
Cambio de unidad, Ap. I-b. f mega A M = 10 
| giga ...... G = 10 
— > == 19 
x= de , (>0) | tera ereere T= 10 
Cambio de medida, Ap. I-b. i Prefijos de unidades, Ap. I-e. 
| N 
Cantidad nula, Ap. I-c. Newton ovis Ap. dre, 
Parte alícuota n-ésima de A, Ap. I-e. Valor normal de la gravedad, Ap. I-e. 
—A mina Lyn 
Opuesta de la cantidad A, Ap. I-c. ina, Ap. l-e. 
à CGS 
Medida de la cantidad A, Ap. I-c. Cegesimal, Ap. Te. 
= > asm 
Xy, = SN, X: š P 
Medida de ana 5 ča) cantidades, Unidad astronómica de masa, Ap. I-e. 
Ap. I-c. 


asf 
Unidad astronómica de fuerza, Ap. I-e. 


y(x.) = y(x) + y(x:) 


Medida regular y = y(x) de una suma de 


arsec 
eantidades, Ap. I-c. P 


3,0838 . 10° m, Ap. I-e. 


ti, Ar, ..., An 
Exponentes de dimensión, Ap. 1-d. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| y = = Q (Xi, Ea e- ep En) 
| [y = p(2,%a, ..., %n)] 


(==... = An =0 F ión di 1 te h 
Magnitud nildimensionada, Ap. I-d. O iio e e-homogénea, 
, kgr ka les kn 
Kilogramo-fuerza, Ap. I-e. Vi e X3 ssa Ln 
[au ki + Sl a , 
mm i = Sj 2, .. m] 
Milímetro, Ap. Te. Producto nildimensionado, Ap. I-h. 
CSUN R 
Comisión de Símbolos, Unidades y Número de REYNOLDS, Ap. J-h. 
Nomenclatura, Ap. I-e. 
P 
g IU PAP Coeficiente de presión, Ap. 1-h, 
Unión Internacional de Física Pura y 
Aplicada, Ap. I-e. C. 
Coeficietne de arrastre, Ap. 1-h. 
Fo, d,t 
Magnitudes físicas (caracteres itálicos), Teorema II 


Ap. I-e. Teorema de VascHY-BUCKINGHAM, Ap. I-i. 
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K (1,8, A) 
Peso molecular nildimensionado, Ap. I-j. Núcleo resolvente o recíproco, Ap. TÍ-2ca, 
N K(r,8s,}) = k(r,s) + 2 
, = s) + 
z Ee pOr : , + r, 
Número de Avocapro, Ap. 1-3 + Vk(r,s) +... 
k-mol Serie de NEUMANN, Ap. 1l-2c», 


kilomol = kilogramo-molécula, Ap. 1-3. 
x(r) = h(r) + E S,A)h (s)ds 


Temperatura absoluta, Ap. 1-¿. es , 
Ecuación integral recíproca, Ap. 11-2cz. 


R 
; —2 
Constante de los gases, Ap. 1-3. 1 2 
a<, w= f fke saras 
o u 
Grado KELVIN, Ap. I-j. Fórmula de ScHMIDT para acotación del 
radio de convergencia de la serie de 
erg NEUMANN, Ap. Il-2c3. 
Ergio, Ap. 1-3. 
J Al 
Suma de los menores prineipa!les de orden i 
Jours (1J = 107 , Ap. 1-5 
( erg) a en deti k, b, Ap. II-2d1. 
atx » h 
Atmósfera normal (1 at, = 1,01325 . 10% Ala (1), h] 
dyn/em2), dep: Li Suma de los menores principales de orden f, 


orlados eon las a;, h,, Ap. I1-2d1. 
= R/N = 1,8372 . 10” J/(°K) 


Constante universal de BOLTZMANN, Ap. 1-5. 


ROL Jxo, s,2)h (s) de 


k (1, s) f 
Núcleo de ecuación integral, Ap. Il-1. | Fórmula de FREDHOLM, Ap. Jl-2d1. 
; Ala (r),B(s),A] 
. == . K r,s A z= — -n E 
f kir s)x(s)as = h(r) (r,s, 4) AO) 
Ecuación integral de 1* especie, Ap, 11-1, 5, la D(r, s, 1) 
D()) 
x(r)— à j| k(r,s)x(s)ds = Núcleo resolvente, Ap. 11-2d1. 
= h(r) 40 r 
Ecuación integral de 2% especie, no x(r) ad E (r, s)x(8) ds = h(r) 
homogénea, Ap. II-l. 
Ecuación aa de VOLTERRA de 2% especie, 
x(r) — à Í kr, 5)x(9) ds = 0 Ap. I-es. 
Ecuación integral de 2% especie, homogénea, 
Ap. Il-1. F[x] =/ f kos, s)x(7)x(s)dr ds 
Jr o. 
k(r,s) = k(s, 7) Forma cuadrática integral, Ap. Il-3a. 
Núeleo simétrico, Ap. 11-1. 1 
k(7,s) = a(r)B(s) MA ), autovalor 
Núcleo de variables separadas, Ap. II-2a. s 


k(r,s) = a(r)B:(s) + 


Número característico, Ap. II-8b. 
daos + a, (r) Ba (8) 


Núcleo disociado o degenerado, Ap. Il-2a. J (o) = f fue» s)¢ (r) p(s) dr ds 


| 
| 
E(r,t) =f xe, s)k (s, t) ds iS [o (7) J%dr = 1 } 


' Forma integral correspondiente a un núcleo, 
k’(r, t) = f k (r, s)k? (s, t) de Ap. II-3b. 


Núeleos iterados, Ap. I1-2cz, 


f(r) = fxe, s)g(s)ds 


K , K Funciones emanantes de un núclco, 
Opernidores ends, AE 1I- 2es. Ap. 11-3e, 4b; XXVIII-IXo, 
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k(r,8) = » (r) qı 8). t 
A e OA = (yoana 
Núcleo de tipo bilineal, Ap. II-4a. 0 
qı (r) pr(s) a 1 
A e T D Dí 
T molei P S yo (t— 1) dr 


Descomposición en fraceiones simples del Potencias: negativas del operador D 
, 


núcleo resolvente o “de FREDHOLM”, Ap. Hl-1a1. 
Ap. Il-4c. 
h(r) f(D) 
F ión d ad D, Ap. Ill-1a1. 
Emanante de una ecuación integral de 1% unción :del-operador p si 
especie, Ap. 1-5a. e? y(t) = y(t+h) 


x (8) Función exponencial del operador D, 
` ; a Ap. IlI-1as. 
Generatriz de una ecuación integral de 1? 
especie, Ap. I-5a. £(D) [e* y(t)] = e f(D +a)y(t) 
Regla de trasposición de LAPLACE, 


k’ (r, s) = fke, t)k(s,t)dt Ap. HI-la. 





1 E 
K” (7,8) = (1,1) K(b 0) dt v = pyi) = PDE) 
Núcleos simétricos adjuntos, Ap. II-5a,. Solución operacional de la ecuación 
diferencial P(D)y = f(t), 
ra d£ = f(x) Pix) = ax™ + ... + ap» Ap. II-la:; 2 
-aah Ve Tr , 
Ecuación integral de 1% especie de ABEL, (D—»”)” f(t) = -r er! 
Ap. I-5c. , (n— 1)! 
a -TT — 7)” dr 
f ¿0% m0 J rin aaa 
o (we —£)” Fórmula de HaavisiDe, Ap. II-taz. 
(0<p<l1) $ 
Ecuación de A eralizada, Ap. 1l-5e (x) 
RELON AE AAA PE ESNEA, e 7 Función impropia” o medida de DIRAC, 
1 Ap. IM-1b; 10b. 
k (7,8) = —-— 
( r—s 1=1(x) 
Núeleo de HiLbrERT, Ap. 11-5d. Función salto unidad de HEAVISIDE, 
Ap. 111-1b. 
k(s,7) = —k (r,s) i 
Núeleo antisimétrico, Ap. 11-5e. T(x) = ô (x) 
D Derivada de 1(%), Ap. IM-1b; 100. 
Operador de derivación, Ap. Ill-la,. 9'(x) , ò" (x) , 
o Derivadas de (x), Ap. II- lb; 10c. 
P », PY ; PY 5 se’ £ 
Operador de derivación de HEAVISIDE y L/5(t — a)! = e” 
derivadas sucesivas, Ap. Ill-1a1. Transformada de LAPLACE de $. 
Ap. HM1-3a; 10f. 
D” (D* y) = D*”"*" y p 
(D")"y = D™ y Alt— T; e) =[1(t —7) — 


— 1(t—7—e)]/e 
D°y = y Aproximación a una fuerza impulsiva 
Poteneia nula del operador D, Ap. IIT-1as. unitaria, Ap. IMl-3c. 
$ (t— 7) 


Función impulsiva unitaria en t=7. 


$ 
D'y = J y (r) dr 
0 Ap. HI-3c¢. 


Z ATEAC E 
b Ga a 
p Y =Í Í y(7) (ar) Y Operador y Ap. TMI-7a. 


Reglas operativas con D, Ap. 1Ill-1a1. 


ÍNDICE DE SÍMBOLOS, NOTACIONES Y ABREVIATURAS 


t 
at(t) ai £(2) de 


Aplización de q, Ap. Ill-Ta. 


P(q)f = (+ aq + ... + ag") f = 
E a i 
= f(t) + | [a++ 


+ aa tn] £(r) dr 


Operador polinómico en q, Ap. Ull-7a. 
G(q)f = at (t) + 
a AN 
E a (EAT 
+4, lacie prei] 
Símbolo cperatorio, Ap. II-7a, 
G(q)1 = eg(lt)1(t) 


Admitancia indicial de G(a), 
Ap. IIl-7a. 


G(a)ô(t) = g'(t) 


Respuesta percusional de G(q), Ap. UT-7a. 


p.LiF(t)+ = ¢(p) 


Transformación de CARSON, Ap. I-7b. 


k-ris: pl 

Pe) =f Pe ap 
20 /k—ioy, P 

Integral de BROMWICH-WAGNER, Ap. III-7b. 


Z(o0) =R + L(D + 10) 
Impedancia compleja para la pulsación w, 
Ap. Ill-8a. 


Cos =/ "mamar 


Convolución sobre intervalo infinito, 
Ap. Tll-9a. 


G o = (t) 


Transformación integral por couvolución de 
núcleo G, Ap. TII-9a. 


M =% J Cin d (7) dr 


Transformación de WBIERSTRASS, 





Ap. Il-9a. 
(u) = 
1 
= z0) p(u) con g(p)= LalG(t)} 
Inversión operacional de G o b = ọ(t), 
Ap. III-9b, 
[L] 


Clase de funciones sumables en cudn 
intervalo finito, Ap. LI-l0a. 


697 


C 


Clase de las funciones (x) continuas en 
(—200, 00) y nulas fuera de un intervalo 
finito, Ap. ITI-104. 


(p, f) = |" oto)£torde 
4fe[L], pe C? 


Producto esealar como funcional lineal en C, 
Ap. IH-10a. 


um 

ulol] =| olæ)dula) , pel 
1m YD 

Funcional lineal continuo en C definido por 

una función de distribución 4, Ap. III-10b. 


, 


(x) 
Densidad de la medida absolutamente 
continua u, Ap. IIT-10b. 


ulp] = (p, w) 


Transformación de ulọ] para a absoluta- 
mente continua, Ap. IIT-10b, 


òl) = p(0) , qeC 
Medida de Dirac, Ap. ITÍ-10d. 
ô (o) = pla) , ec 


Trasladada ô, de la medida de DIRAC, 
Ap. III-10b. 


L'(p) = — L) , pC 


Derivada de una funcional lineal, 
Ap. TUI-10c. 


Clase de las funciones de prueba, 
Ap. III-10c. 


LE” (p) = (—1D)"L(p"”) eD 
Derivada n-ésima de una distribución, 
Ap. UT-10c. 

Dan (Do = C) 

Espacio de las funciones con derivadas 
continuas hasta el orden m en (—00, 0), 


y nulas fuera de un intervalo finito, 
Ap. III-10d». 


D* ; D,* 
Espacios duales de D, D,,, 
Ap. TII-10d.. 


Soporte de una función, Ap. 111-1043. 


Soporte de una distribución, Ap. III-10ds. 


LoM 


Convolución de distribuciones, Ap. III-10.+. 


Lióf=1, 18 +=p, 
Liò =p on. 
'Uransformadas de LAPLACE de $ y sus 
derivndus, Ap. TDIT-10f. 
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P 
Probabilidad de un acontecimiento A, 
Ap. IV-1a. 


= 1 — 
Probabilidad del acontecimiento contrario, 
Ap. IV-ld. 
X 
Yariable aleatoria, Ap. IV-2a. 
Tı Ya ..»o Ln 
LP Pa ... Pn 
iírp>0, >p=1) 


Variable aleatoria con número finito de 
valores, Ap. IV-2a. 


Mr = pi Yi” 
Momento de orden —r, Ap. IV-2b, 


Mı = XP: Yi 
Media o valor medio, Ap. IV-2b. 


ur = pila, —m)" 
Memento centrado de orden r, Ap. 1V-2b. 


V= H: 
Variancia, Ap. IV-2b. 


o= Vw= VV 
Desviación normal, Ap. IV-2b. 
X — m L 


o 
Variable aleatoria normalizada o reducida, 


Ap. IV-2c. 
P (a, b) 
Probabilidad de X e(a,b), Ap. IV-5a. 


26) con P(a, b) = /"1(0)02 


Densidad de probabilidad o función de 
frecuencia, Ap. IV-be. 
F(x) = Prob. de X < x 
Función de distribución o de probabilidades 
totales, Ap. IV-5a. 


00 

Mr = f x dF (x) 

Y — 

Expresión de los momentos por la función 
de distribución, Ap. IV-5a. 


30 
Mr =Í x f(x)dx 
— Y 


Expresión de los momentos por la función 
densidad de probabilidades, Ap. IV-5u. 


ÍNDICE DB SÍMBOLOS, NOTACIONES Y ABREVIATURAS 


y =——edh* 
vV 21 
Curva normal, Ap. IV-5b. 


— 


——— 6 -(2-mi)?/(208) 


ovV2x 

Curva normal general, Ap. IV-5b. 
ò- = v, — X 

Errores verdaderos, Ap. IV-7. 

ô= Jð in 

Promedio de los errores, Ap. IV-7. 

M 
Media de los valores observados, Ap. 1V -7. 


| Ar = Xr — M 
| Errores aparentes, Ap. 1V-7. 


u = V>Ó, :n 


Error medio cuadrático, Ap. IV-7. 


r 
Error probable o mediano, Ap. IV-7. 


2 
Paso o intervalo de una escala, Ap. V-le. 


m 
Módulo de una escala, Ap. V-1a. 
hi ; di 


Alturas del triángulo básico de coordenadas 
triangulares o baricéntricas, y distancias de 
un punto a sus lados, Ap. V-le. 


Lis La, La 
Lox; == d/h; = Ax + B.y + Ci] 


Coordenadas baricéntricas, Ap. V-le. 


Us, Us, Us 
Coordenadas homogéneas duales de la recta 
uo + Uuoxa + usos = 0, 
Ap. V-le. 


ti = 
Ecuación del lado del triángulo básico, 
opuesto a A,, Ap. V-le. 


(1, 1, 1) K 
Coordenadas del baricentro del triángulo 
básico, Ap. V-le. 


eN, enZ 


Clases de nomogramas, Ap. V-2d. 


Lra(21, 2») = Bu (Za, za) 
Relación entre cuatro variables, 
Ap. V-3a. 


ÍNDICE ALFABÉTICO 


A 


Ábaco: cartesiano, Ap. v-1b; carte- 
siano para funciones f» y ga cua- 
lesquiera, Ap. v-3; circular, Ap. 
vY-1d; de dos escalas superpues- 
tas, Ap. v-1 a; de líneas concurren- 
tes, Ap. v-1b; de más de tres 
variables, Ap. v-3; entre cuatro 
variables, Ap. v-3; exagonal, Ap. 
v-le; rectilíneo, Ap. v-1c; tri- 
angular, Ap. v-1e. 

ABEL, N. H.: 106-Ej., XXVIi-x 2a, 


XXIX-VIIj, Ap. 1-5, Ap. 1-6; 
ecuación integral, 106-LEj., Ap. 
1-5 c. 


Abscisa de convergencia: absoluta, 
simple, uniforme, XXIX-VIIL. 

Acción mínima, 113-5 c. 

Acontecimientos, XXIV-1, Ap. 1v-1; 
igualmente probables, Ap. 1v-1a; 
independientes, Ap. Iv-1c; com- 
plementarios o contrarios, Ap. 
1v-1d. 

Acotación de CAUCHY, 118-Ej. 2. 

Acotaciones de la integral, 115-5. 

Acumulación de funciones analíti- 
cas, principio, XXIX-V. 

ACHIESER, N. l.: XXV-1V. 

ADAMS, J. C.: 104-2, 3, 104-Ej. 

ADHÉMAR, R. D': Ap. 1. 

Aditividad: finita, 94-1; infinita o 
completa, 94-1. 

Admitancia indicial, Ap. 117 a. 

AHLFORS, L. V.: XXIX-IX 4, 8. 

AITKEN. A, C., Ap. 1v-11 d. 

Algebrización de la solución opera- 
cional. Ap. 11-1 a. 

Alternativa: teorema, XXVH-I11 b, co, 
Ap. 1-2; caso regular, XXVIl-I11, 
Ap. 1-2; caso singular, XXVn-11, 
XXVIM-IX, Ap. 11-2. 

ÁLVAREZ UDE, J. G.: XXIX-IX 2. 

AMALDI, U.: Ap. in-11 a. 

AMPÉRE, A.: XXVIII €»; 
mación, XXVIII-11 €». 

Amnlitud, 99-2, 

Análisis: armónico, 99-6; dimensio- 
nal, Ap. b 


transfor- 


Analiticidad, 115-10, XXIX-IV. 

Analizadores armónicos, 99-7. 

Anamórfosis analítica, Ap. v-1 c. 

ANDRONOV, A. A.: XXVIL-IV 9. 

Ángulo: de dos vectores, 96-Ej.; de 
STOLZ, XXIX-VIII e. 

Antitransformada: de LAPLACE, 
XXIX-VIII; de CARSON, Ap. III-7 b. 

APPELL, P.: 118-3. 

Aproximación: cuadrática, 97-5; del 
núclco (por núcleos disociados; 
por funciones escalonadas), Ap. 
11-2; uniforme, 97-6, 

Aproximaciones sucesivas: de la so- 
lución de una ecuación integral, 
Ap. 1-2; de una ecuación dife- 
rencial ordinaria, 104-4; de sis- 
temas lineales algebraicos, Ap. 
11-2 Ci. 

Arco regular, 114-3. 

Área: elemental de una poliedral, 
XXIV-111 b3; de superficies (LEBES- 
GUE), XXIV-III. 

Áreas: ley, 109-5. 

ARISTÓTELES, Ap. IV-l a. 

Armónicas: cilíndricas, XXVII-I d; 
esféricas de superficie, XXVIII-IV; 
sectoriales, XXVIII-IV; teseladas, 
XXVIIL-IV; zonales, XXVIII-IV. 

ARONSZAJN, N.: XXV-IV 8. 

ARQUÍMEDES, Ap. 1-C. 

ARZELÀ, C., p. XIV, 104-4, XXVIII-X 4, 
Ap. 1-3 c. 

ASCOLI, G., XXVIII-X 4e, Ap. 11-6, Ap. 
n-11 a, 

Astroide, 103-Ej. 

AVOGADRO, A.: Ap. 1-3. 

AUMANN, G., XXIV-IV 2, 4. 

Autovalores, 96-5, XXVII-III, XXVIII-X, 
XXVIII-VII, Ap. 11-3; ortogonalidad, 
Ap. 13. 

Antovalores, 96-5, XXVIMN-111, XXVITM-X, 
Ap. 11-2, Ap. 11-3; crecimiento asin- 
tótico, XXVIUMI-VIL; múltiples, Ap. 
11-3e, 

Autovectores, 96-5. 

Axiomas: de cantinuidad, 96-4; de 
ARQUÍMFDFS-FUDOXO, Ap. Tc; de 
ZERMELO, 94-7 a. 
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BAGEMILH, ]'., XXIX-IX 2. 

BAGGOTT, E. A., XXVII-IV 5. 

BAIRE, R.: XXIV-IV 1. 

BANACH, S., 94-7, XXIV-Ic¢, XXIV-III 
ba, XXV-1V, Ap. II-6. 

BARNES, J. L., Ap. I-11 e. 

Barrow, I., p. Xu, 95-5c, 95-64, 
XxXIv-1I d, 115-2, 115-5; regla, 95-5, 
115-2. 

Base: de un sistema lineal, Ap. 1; | 
estricta, Ap. 1; insuficiente, Ap. 1; 
superabundante, Ap. I. 

BATEMAN, Hl., XXV-IV 5, XXVINI-XI 5. 

Batido, 108-5 b. 

BAZIN, Ap. V-83 də. 

BEERs, Y., Ap. Iv-11 e. 

BEHNKE, H., XXIX-IX 4, 8, 17. 

BELGRANO, J. C., Ap. V-4. 

BELLMAN, R., XXVIL-IV 6. 


BENDIXSON, I, 94-2 d, XXVIL-II b:, 
XXVII-1V,3, 8. 

BERG, E. J., Ap. 11-11 b. 

BERGMAN, S., XXVIII-XI 8. 

BERNOULLI, D., XXVII-I q. 

BERNOULLI, J. 101-5: 101-Ej. 14 
resp., 106-Ej. 2 resp.; 112-7, 
113,5 c, XXVII-VI11 4, XXVIII-VIII b, 


XXVIIE-X 14, Ap. 11-5C, Ap. IV-3; 
ecuación, 101-5 a, 

BERNSTEIN, D. L., XXVIII-XI 6. 

BERTRAND, J. L. F., Ap. IV-9. 

BESICOVITCH, A, S., XXIV-I11 do, c. 

BEssEL, F. W., p. XIV, 97-2, 98-1, 
XXVI1-1, XXVI-1Y, 106-6, 107-6 a, 
XXVII-VII c, Ap. 11-2€,, Ap. 1-3 f, 
Ap. 1l-4d, Ap. mi-9a; desigual- 
dad, 97-2; ecuación, XXVII-1; fun- 
ciones, XXVII-1. 

Beta, función, XXIX-VIU c. 

BHARUCHA-REID, A. T., Ap. Iv-11 c. 

BIEBERBACH, L., XXVII-IY, XXVII-X1 1, 
XXIX-VI, XXIX-1X. 

B10T, M. A., Ap. 11-11 d. 

BIRKHOFF, G., p. XVI, Ap. 1-f,K. 

BLANC, CH., XXV11-1Y 2, XXVIII-XI, 1, 4, 

BLISS, G. A., XXVIni-X 1a, XXvItl-x1 9. 

BLUMENTHAL, O., XXIX-1X 11, 

Boas, R. P., JYT., XXV-IV 6, XXIX-IX 11. 

BÖCHER, M., Ap. 11-6. 

BOCHNER, XXIV-IV 4, XXV-IV 5, 
XXIX-IX 17, Ap. 11-11 g. 

BOHR, H., XXIX-1. 

Bors REYMOND, P. DU, 98-2, 98-4, | 

113-34, Ap. It-6; lema, 113-3 a. 


c, 


BOLTZMANN, L., Ap. 1-3. 

BOLZA, O., XXVIMI-X la, XXVIII-XI 9. 

BOLZANO, B., 96-4, XXV-III &, XXVIII-X 
4, 114-6, 117-1 b, 118-2, XXIX-VIII b, 
Ap. 1-3 c. 


ÍNDICE ALFABÉTICO 


BCOLE, G., XXIV-IV 4, Ap. 11-11 a. 

BOREL, I£., 94-1, 94-3, 94-7 d, XXIV-1C, 
114-1 c, 114-2, XXIX-IV, XXIX-VIII 3, 
XXIX-IX 11, Ap. 1v-11; familia, 
94-1; conjuntos, 94-1. 

Bcreliano, 95-5 b. 

EGRON, L. F., XXIV-IV. 

BOULIGAND, G., XXVII-IV 8. 

BOURBAKI, N., XXIV-IV 4, Ap. 1I, X. 

BOUSSINESQ, J., Ap. 1-7; problema, 
Ap. I-J. 

Braquistócrona, 113-4c, Ap. 1-9 c. 

BREMMER, H., XXV-IV6, Ap. II-8, 
Ap. 11-11 d. 

BRIDGMAN, P. W. p. XVL Ap. rd, 
e, T, k. 

BRISSON, B., Ap. 11-11 a. 

BROGLIE, M. de, 96-5. 

BROMWICH, T. J. P A., Ap. 111-7 b. 

BUCKINGHAM, E., p. XVIL, Ap. 1-13. 

BÜCKNER, H., Ap. II-6. 

BURKILL, J. C., XXIV-IV 1. 

Bus, V., Ap. I-11 b. 


C 


Cakle suspendido, 106-3 a, 113-1. 
Cadena de círculos, 115-12, 
CAFIERO, F., 95-6 b. 

Cálculo de variaciones, 113-1; lema 
fundamental, 113-3; lema de DU 
Bors REYMOND, 113-3. 

Cálculo operacional, XXIX-VIII, Ap. 
u-i, Ap. 10-2, Ap. 111-8, 

Cálculo operatorio funcional de GIOR- 
GI, Ap. Il-11. 

Calor, XXVIII-VII; ecuación, 112-6. 

Cambio: de base, Ap. 1; de escalón, 
Ap. V-1. 

CAMPBELL, N., Ap. I-k. 

Campo: de direcciones en el plano, 
100-2; de existencia de la función 
analítica completa, 115-12; de mo- 
nogeneidad B, XXIX-1v; espacial 
de direcciones, 109-1; natural, 
XXIX-1V; planar (o de elementos 
planos), 111-1 a; vectorial plano, 
103-3. 

Cantidad, Ap. 1a,b; nula, Ap. Tc; 
opuesta, Ap. I. 

CANTOR, G., 94-1, 94-2 d, 94-Ej. 12, 
95-5, 25-6a, 95-Ej. 2, XXIV-I b, 
XXIV-II d, XXIV-ITI a. 

Cápsula, 94-1; boreliana isométrica, 
94-6; isométrica, 94-6. 

Características, 110-4 a. 

CARATHÉODORY, C., p. XII, 94-34, 
94-4, 94-5, 94-6, 94-Ej., 95-Ej., 4, 
XXIV-I, XXIV-II &, XXIV-IV, XXVIII-I, 


ÍNDICE ALFABÉTICO 


XAXVIMN-X, XXVIII-X19, XXIX-VIa, 
XXIX-IX, Ap. 1-3; medida exterior, 
94-3 a; segundo principio, XXVIII-I. 

Carga: coeficiente, 106-2; densidad 
lineal, 106-2; unitaria, 106-2 b, 
XXVIII-V d. 

CARLEMAN, T., XXV-1V 5, Ap. 1-5 f, 
Ap. 11-6, 

CARNAP, R., Ap. iv-11 b. 

CARSLAW, H. S., XXV-IV, Ap. Im1-11 b. 

CARSON, J. R., Ap. 111-2, Ap, 111-7 b, 
Ap. I-11 b; transformación, Ap, 
111-7 b. 

CARTAN, H,, XXIV-I c. 

CARTWRIGHT, M. L., XXIX-1X 11. 

Casi todo X, 95-2. 

CASSINI, J., 103-Ej., óvalos, 103-Ej. 

CASSORATI, F., 117-1 b. i 

CASTELNUOVO, G., Ap. Iv-11 d, 

Catenaria, 106-3. 

CAUCHY, A. L., p. XV, p. XVI, 95-2, 
95-6 b, 95-Ej., XXIV-II, 96-2, 96-3, 
96-4, 96-Ej. 1, 96-Ej. 5 resp., 
97-3, 97-Ej. 2 resp., 98-1, 98-5, 
99-Ej. 1, XXV-1, XXV-111, 100-3, 
104-4, 107-4a, 197-Ej., 108-Ej., 
XXVII-III a, 110-4 d, 111-1 c, 111-6, 
XXVIII-III, XXVIII-VI &:, XXVIII-X 4, 
XXVIII-XI 6, 114-1 c, 114-2 a, 114-7, 
115-2 d, 115-3, 115-7, 115-8, 115-9, 
115-10, 115-12, 115-Ej., 117-2, 118- 
1, 118-3, 118-4b, 118-5, 118-Ej. 
XXIX-1, XX1X-I11, XXIX-IV, XXIX-VI Co, 
XXIX-VIT, XXIX-IX5, Ap. 1b,k, Ap. 
1-1, Ap. 11-2, Ap. 11-3, Ap. 11-4d, 
Ap. I11-5; acotación, 118-Ej. 2; do- 
minio, XXIX-Iv; factor de conver- 
gencia, 99-Ej. 1; integral, 115-7; 
método de desarrollo, 118-4; mé- 
todo de diferencias, 100-3; méto- 
do en teoría de funciones, 114-1c; 
método para el problema de MI- 
TTAG-LEFFLER, 118-4 b, 118-5; pro- 
blema de valores iniciales, 110-4, 
111-1, 111-6, XXVIII-XI, Ap. II-2 €»; 
teorema, 115-2 c. 

Centi, Ap. I. 

“Centre”, XXVII-II. 

Centro, XXVII-II; impropio (o no ver- 
dadero), XXVII-II bz. 

Ceros de una función analítica, 115- 
11; orden, 115-11. 

CESARI, L., XXIV-ITI b, XXIV-IV 5, 

CESÀRO, E., p. XIV, 98-5, XXVIII-X 2 0. 

Ciclo límite, XXVII-II b. 

CLAIRAUT, A. C., 100-4 b, 102-3 c, 
102-FĘj., 103-1 b, XXVI-I, 111-8, 
XXVUT-JI d; ecuación, 192-3 c; ecua- 
ción reneralizada, 111-8. 

Clase (L"). XXV-1. 

Olensura, D4), 
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CODDINGTON, E. A., XXVII-IV 3. 

Coeficiente: de arrastre Cu, Ap. IR; 
de carga, 106-2 b; de convergen- 
cia, 98-5; de FOURIER, 97-1, 93-1; 
de presión P, Ap. IRh. 

Coeficientes: de una serie de Dr- 
RICHLET, XXIX-VIII b; indetermira- 
dos en solución por series, de ecua- 
ciones diferenciales, 107-6a; in- 
determinados para ‘ecuación lineal 
completa, 108-4. 

“Col”, XXVII-II. 

COLOMBO, S., XXV-IV 6. 

COLLATZ, L., XXVII-IV 5, XXVIII-XI 7, 

Combinaciones integrables, 101-8 g. 

Compacidad: en sí, XXVIII-X 4; teo- 
rema, XXVIII-X; uniforme, XXVIII- 


X. 
“Composition”, XXIX-VIII. 
Condensador, descarga, 108-3. 
Condición adjunta, 113-1 c. 
Condiciones de contorno, XXVIHM-III, 
XXVII-VI, Ap. IMII-6; naturales, 113- 
3b 


Condiciones iniciales, 104-5, 110-4, 
111-1, 111-6, XXVIII-XI, Ap. II-2, 
Ap. III-6. 

Conducción del calor, 112-6 d, XXVIII- 
VII. 

Conforme: representación, XXIX-Vl. 

Congruencia: característica, 110-4 a; 
de curvas, 109-1 a, 110-2. 

Cónicas: ecuación diferencial, 105- 
Ej;. homofocales, 103-1a. 

Conjugada de una función armóni- 
ca, 114-3. 

Conjunto: abierto, 94-2; (B) o de 
BOREL, 94-1; berrliano, 95-5; ce- 
rrado, 94-2; compacto, 94-2 d; 
completo de productos nildimen- 
sionados, Ap. t-h; complemento, 
94-2; de LEBESGUE, 95-Ej. 16; 
densidad, 95-Ej.; denso, 94-2; de 
ordenadas, 95-Ej. 4; de secciones 
nulas, 94-7 c; diámetro, 94-2; dis- 
tancia a un punto, 94-2; elemen- 
tal, XXIV-II cı; localmente compac- 
to, XXIV-1; medible (L), 94-1, 94-4; 
medible (pu), 94-4, XXIV-1a; no 
medible (L), 94-7 b; seudo abier- 
to, 94-1; seudo cerrado, 94-1. 

Conjuntos: distancia, 94-2; estruc- 
tura, 94-2; operaciones borclianas, 
94-5; propiedad triangular, 24-2. 

Cono: de MONGE, 111-1a; normal, 
111-1 a. 

Conoide integral, 111-5. 

Consecuencias diferenciales de un 
sistema, XXVITI-IHL bo. 

Constante: de BOLTZMANN k, Ap. 1; 
de los gascs perfectos R, Ap. 1I; 
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dimensionada, Ap. Ie; física, Ap. 
IE. 

Continuidad: absoluta, 95-5; axio- 
mas, 96-4; esférica, 114-5; infe- 
rior, XXVIII-X; según TONELLI, 
XXIV-III b;; uniforme, XXYII-X. 

Continuo: no-uumerabilidad, 94-1. 

Contorno: alabeado de membranas, 
XXVIII-VIII c; condiciones. XXVII-III, 
XXVIII-VI; Ap. I-66; condiciones 
naturales, 113-3 ù. 

Convergencia: cuadrática, 97-3; en 
medida, 95-4; esencialmente uni- 
forme, 95-4; funcional, XXV-II; 
puntual, 95-4, 97-3. 

Convolución: de funciones, 
vill j; de distribuciones, Ap. 


XXIX- 
II- 


10e; sobre intervalo infinito, Ap. 
III-9 a. 
“Convolution”, XXIX-VIII. 


Coordenadas: baricéntricas, Ap. V-1; 
de funciones, 97-1; XXV-II; homo- 
géneas, Ap. Vv-l; trilineales, Ap. 
v-1 e. 

COPSON, E. T., XXIX-IX 3. 

CORADI, H., 99-7, 

Corchete de POISSON, XXVIII-II b. 

Correlación, 94-2 b. 

Correspondencia homocíclica, 114-5. 

Cotas de escala, Ap. v-14. 

COULOMB, C. A., Ap. Ie. 

COURANT, R., XXV-II114, XXV-IV 1, 
XXVII- 1v7, 112- 2, XXVIL-VIN 9, | 
XXVIII-IX ha, XXVIII-X 1 b, XXVIII-XI, 
XXIX-IX, Ap. 11-2 b, Ap. Il-6. 

CRAMER, G., 107-4, XXVIII-IX c, AP. 
Ih, Ap. I1-2, 

CRAMER, H., XXIV-IV 3, Ap. Iv-1l d, f. 

CSUN, Ap. 1. 

Cuadratura, 100-1 b. 

Cubrimiento, 94-2. 

Cuerda vibrante: 112-6 a, 112-7, 
113-5; elongación, 112-6; equili- 
brio, XXvIin-v; finita, 112-7 b; in- 
finita, 112-7 a; interpretación de 
STOKES, 112-7; no homogénea, 
XXVIII-YV@; significado físico, 
112-7. 

CURTISS, D. R., XXIX-IX 2. 

Curva: de tiempo mínimo, 113-4; 
discriminante de la solución gene- 
ral, XXVI-I 4; discriminante de una 
ecuación algebraica de 22 y 3 
grado, Ap. V-1 c; discriminante de 
una ecuación diferencial, XXVI-1 2; 
elemental, 115-1; integral, 100-1; 
normal de LAPLACE-GAUSS (redu- 


cida o general), Ap. Iv-5b; per- 
secutoria, 106-Ej. 
Curvas: características, 111-4 a. 


111-5: de OsGooD, XXIV-111 b,; in- 
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tegrales, 100-1 b, 111-6; isoclinas, 
100-2; isotermas, XXVIII-VII a; no- 
dales, XXVIII-VII. 


CH 


CHAIKIN, C. E., XXVII-IV 9. 
CHANDRASEKHARAN, K., XXV-IV 5. 
CHARPIT, P., p. xv, 111-7, 111-Ej.; 
método de integración, 111-7. 
CHEBICHEV, P. L., p. XIv, 97-1, 97-8, 
97-9, 97-10, 97-12, 97-Ej. 7, 11, 
Resp.; polinomios, 97-9, 97-12. 
CHINTSCHIN, A. J., Ap. 1v-11 d. 
CHUNG, K., L., XXIV-IV 3. 
CHURCHILL, R. V., XXV-IV, XXIX-IX 3, 
Ap. nr11 d. 


D 


D'ALEMBERT, J., 108-1, 109-2 c, 109-4, 
112-1, 112-6, 112-Ej., 1135 d, 
XXVIIM-V €, XXVIM-VIT O, XXVIMN-IX h, 
XXVIII-X 1 b, 114-2 a, 114-3, XXIX-I, 
XXIX-VI; ecuación, 112-1, 112-64; 
sustitución, 108-1, 109-2. 

DALTON, J. P., Ap. 1-11 b. 

DANIELL, P. J., XXIV-IV 4, 

DARBOUX, G., 94-1, 95-4, 111-6. 


! Deca, Ap. I. 

Deci, Ap. I. 

Decrecimiento logarítmico, 108-2 b. 
DELERUE, P.: XXV-IV 6. 


DELTHEIL, R., Ap. 1v-11 e. 

DEMÓCRITO, 96-5. 

DENIS-PAPIN, M., Ap. 11-11 d. 

A A., 95-5 c, XXIV-II d, XXIV- 

96-2, 96-3, 98-1, XXV-IV 4. 

De end: de probabilidad, Ap. Iv- 
5 «a; de una medida absolutamente 
continua, Ap. 11-100; de un con- 
junto medible, en un punto, 95-Ej. 
17; espectral, 99-5; lineal de car- 
ga, 106-2 b; o frecuencia de me- 
didas, Ap. rv-8, 

Dependencia: de las condiciones ini- 
ciales, 104-5; de parámetros, 104-4. 

Derivada: de la función integral, 
115-4; doblemente principal, 


XXVIN-111; simplemente principal, 
XXVIII-III. 
Derivadas: de la medida de DIRAC, 


Ap. 11-10 c; de orden real, 106-1 a; 
paramétricas, XXVIII-III cr; princi- 
pales, XXVIII-III C. 

Desarrollo: de HEAVISIDE, Ap. 11-2; 
de LAURENT, 118-1 [parte princi- 
pal, 118-2]; en fracciones simples, 
118-4; en serie de autofunciones, 
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XXVIt111; en series de núcleos si- 
métricos, Ap. I1-4. 

Descarga oscilante de un condensa- 
dor, 108-3. 

DESCARTES, R., 96-5. 

Descomposición de JORDAN, 94 Ej. 6. 

Descomposición en fracciones sim- 
ples: de HEAVISIDE, Ap. 111-1 ae; 
del “núcleo de FREDHOLM”, Ap. 
11-4 c. 

Descomposición espectral, 99-5 b. 

Descomposición finita de BANACH y 
TARSKI, 94-7 d. 

Desigualdad: de BESSEL, 97-2, 98-1; 
de CAUCHY-SCHWARZ, 96-2; de 
HÖLDER, XXV-I; de MINKOWSKY, 
XXV-I. 

DESTOUCHES-FÉVRIER, P., Ap. 1-b, k. 

Desviación normal, Ap. IV-2 b. 

Determinación principal del logarit- 
mo, 116-1, 

DEVISME, J., XXVII-IV 8. 

Diámetro de un conjunto, 94-2 c, 

DIENES, P., XXIX-IX 9. 

Diferenciales totales (ecuación en 
forma asimétrica y canónica, in- 
terpretación geométrica, solución 
e integral), XXVIII-I. 

Difusión, XXVIII-VII. 

Dimensión: de un espacio, 96-1; de 
una magnitud derivada, Ap. I; 
real de HAUSDORFF, XXIV-I b. 

Dina (dyn), Ap. I-e, 

Dinámica, 109-5, 

DINI, U., 98-2, 98-3, 98-4; criterio, 
98-3. 

DIRAC, P. A. M., p. XVI, 96-5, Ap. 
II-l, Ap. 111-3, Ap. I-10, Ap. II- 
11g; función, Ap. 11-1; medida, 
Ap. 11-10, 

Dirección: J, 
XXIV-III bs, 

Directriz, 110-2, 110-Ej. 

DIRICHLET, P. G. L., 94-1, 95-1a, 


117-4; casi normal, 


XXIV-II c, 97-1, 98- 2, 98- 3, 98-5, 
99-5 a, XXV-IV 6, 112- 2, 113-5 d, 
XXVIII-VI, XXVIII-IX h4, XXVIII -X, 
XXVIII-XI 9, 114-1 c, 115-2, 115-12, 
XXIX-VI @, XXIX- VIII b, XXIX-IX 4, 
Ap. 1-5 f, Ap. 1-6; factor dis- 
continuo, 99-5a; integral, 98-2, 


XXVITHIX h,; principio, 113-5 d, 
XXVII-X, XXIX-VI 4; problema, 112- 
2, XXVIII-VI, XXVIII-IX hs, XXVIII-X; 
series, XXIX-VIII b. 

Discontinuidades de una función 
monótona, 94-2. 

Discriminante, curva, XXVI-12, Ap. 
v-1, 

Distancia, 96-1, 96-2, XXVIMN-X; de 
PRÉCHET-MCSHANE, XXIV-011 ba; de 
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orden p, 97-Ej. 1; de un punto 
a un conjunto, 94-2c; entre dos 
conjuntos, 94-2 c; entre dos pun- 
tos de H, 96-2; esférica, 114-5; 
orientada, 96-2; uniforme, 97-10. 
Distribución, Ap. 11-1, Ap. mi-10; 
binomial, Ap. tv-3; de masa, Ap. 
IV-2; unimodal, Ap. Iv-2b, 
D'OCAGNE, M., Ap. v-2a, Ap. v-3a, 
DOETSCH, G., XXV-IV 6. 
DOHERTY, R. E., Ap. 1k, Ap. 1-11 b. 
Dominio de CAUCHY, XXIX-IV. 
DONDER, TH. de, XXVIII-XI 9. 
DooB, J. L., XXIV-IV 3, Ap. IV-11 d. 
DÖRRIE, H., XXIX-IX 2. 
DUFFIEUX, P. M., XXv-IV 5. 
Duplicación de ['(z), XXIX-VIL 
DUSCHEK, A., XXVI-1V 1, XXIX-IX 1. 


E 


Eco, 112-7 b. 

Ecuación característica, 108-1, 108-6. 

Ecuación diferencial: de BERNOULLI, 
101-5; de BESSEL, XXVH-1; de 
CLAIRAUT, 102-3; de D'ALEMBERT, 
112-1, 112-6; de LAGRANGE, 102-3; 
de las cónicas, 105-Ej.; del calor, 
112-6; de los telegrafistas, 112-Ej., 
de PFAFF, XXVIMN-11; de RICCATI, 
101-5; dependencia respecto de pa- 
rámetros, 104-4; eliminante, 109-1; 


exacta, 101-6; generalizada de 
CLAIRAUT, 111-8; hipergeométri- 
ca, 107-Ej. 


Ecuación diferencial en derivadas 
parciales: 100-1 d; 110-1; Ap. III- 
6; completamente lineal, 110-4, 
112-2; de más de dos variables, 
110-5; de primer orden (existen- 
cia y unicidad de la solución, 
111-6; generación, 111-2; lineal, 
110-1; significado geométrico, 111- 
1; solución completa, general y 
singular, 111-3); de segundo or- 
den, 112-1 [casi lineal, 112-2; com- 
pletamente lineal, 112-2; con se- 
gundo miembro, 112-5; de coefi- 
cientes constantes con método sim- 
bólico, 112-3; de variables sepa- 
rables, 112-3; de tipo de EULER, 
112-3; lineal, 112-3; reducible, 
112-3 aı; homogénea, 112-2; lineal, 
112-2; quasi-lineal, 112-2]; lineal 
de primer orden, 110-1 (completa- 
mente, 110-4; generación, 110-3; 
homogénea, 110-4; integración, 
110-4). 

Ecuación diferencial ordinaria: de 
orden superior, 105-1; de una fa- 
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milia de curvas, 105-1; en dos de- 
rivadas, 106-3; existencia y unici- 
dad, 105-4; falta de función o la 
variable, 106- 1; forma normal, 
105-2; homogénea, 106-4; lineal 
homogénea, 107-1; simple, 108-8 Cc; 
solución general, 100-1, 105-1; so- 
lución particular, 100- |. 105- 4; so- 
lución singular, 100-1, XXVI-I. 

Ecuación diferencial ordinaria de 
primer orden: 109-1; aplicaciones 
geométricas, 103; de BERNOULLI, 
101-5; de CLAIRAUT, 102-3; de La- 
GRANGE, 102-3; de RiCCATI, 101-5; 
de variables separables, 101-1, 
102-2; de un haz de curvas, 100- 
4a; existencia y unicidad de la 
solución, 104-4; formas explícita o 
normal e implícita, 100-1; homo- 
génea en x, y, 101-2; integrable 
por derivación, 102-3; integral o 
solución general, 103-1, 102-1; in- 
tegral o solución particular, 100- 
1; integral o solución singular, 
100-1, XXVI-1; lineal incompleta y 
completa, 101- 4; no resuelta en y’, 
102-1; orden, 100- 1; reducible a 
homogénea, 101- 3; reducible a li- 
neal, 101-5; resolución aproxima- 
da [por coeficientes indetermina- 
dos, 104-1; por desarrollo de TAY- 
LOR, 104-1; por el método de Pi- 
CARD, 104-4; por los métodos de 
ADAMS y de NYSTRÖM, 104-2; por 
los métodos de RUNGE y de RUN- 
GE y KUTTA, 104-3]; significado 
geométrico, 100- 1; solución, 100-1. 

Ecuación diferencial ordinaria li- 
neal: 197-1; completa, 107-3 (re- 
solución por coeficientes indeter- 
minados, 108-4; por variación de 
las coustantes o parámetros, 101-4, 
107-4); de coeficientes constan- 
tes. 108-1; de primer orden, 101-4; 
método simbólico, 108-8; 108-9; 
rcsolnción por desarrollo en serie 
(eorficientes indeterminados y fór- 
mula de TAYIOR), 107-6. 

Ecuación dimensionalmente: com- 
pleta, Ap. I; homogénea, Ap. I. 

Ecuación en diferenciales totales: 
completamente integrable, 111-7; 
forma asimétrica y canónica, in- 
terpretación geométrica, integral 
o solución, XXVIIT-A. 

Ecuación funcional de la función 
Gamma, XXIX-VI b. 

Ecuación integral: Ap. 11-1, 106-Ej., 
XXVIMT-IX €; adjunta homogénea, 
Ap. 11-5f; aproximaciones sucesi- 
vas de la solución, Ap. 11-2; de 
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ABEL, Ap. 11-5; de primera espe- 
cie, XXVIII a, Ap. II-l, Ap. 11-5; 
de segunda especie, Ap. II-l, Ap. 
11-2; de segunda especie de nú- 
cleo simétrico, Ap. 11-3; recípro- 
ca, Ap. I1-2c,; resolución por 
aproximaciones, Ap. 11-2 c; singu- 
lar, Ap. 1-1, Ap. 11-5 f; tipo FRED- 
HOLM, Ap. 11-1, Ap. 11-2; tipo VOL- 
TERRA, Ap. 11-1, Ap. 11-2, Ap. II-5 b. 

Ecuación transformada o subsidia- 
ria, Ap. 1-5 d,. 

Ecuaciones: características, 114-2 a; 
completas, Ap. I-f; de la Dinámi- 
ca, 109-5; fluxionales, 107-6; sub- 
sidiarias, 110-4 a, 111-4 a, 

D de la esfera compleja, 114- 

j. 
ECHEGARAY, J., p. XIIL 


EDDINGTON, A. S., Ap. Imn-9 b, 

EGAN, U. N., XXV-IV 7. 

EcororFr, D, TH., 95-4; lema, 95-4, 
95-Ej. 

EHRENFEST-AFANASSJEWA, T., Ap. 
ra, f 


EINSTEIN, A., 96-5, Ap. 1-e. 
EISNER, F., Ap. I-k. 
Eje de una superficie conoide, 110- 


Ej. 

Elemento: 114-1, 115-12; cónico, 
111-1 a; de una función, 115-12; 
inverso, XXIV-1; lineal, 109. 2; mo- 
dular, XXIV-1; plano, 111- la; sin- 
gular, XXVI-I 2, 111-1 a. 

Emanante, XXVIII-IX, Ap. 
1-5 a. 

EMDE, F., XXVII-I g, XXVII-IV 7, XXIX- 
IX 15. 

Entorno: analítico, 116-1; del infi- 
nito, 114-5; familia universal, 94-2, 

Entropía, 101-7 a, XXVIII-I ķ, 

Envolvente, 100-4 b, XXVI-I. 

Equilibrio: de cuerdas, XXVIII-V €; 
de vigas y varillas, XXVIII-V d. 

ERDÉLYI, A., XXV-IV 5, XXVII-IV 7, 
XXIX-1X 12, 15. 

Error: accidental, Ap. iv-6,8; apa- 
rente, Ap. IY-6; cuadrático, 97-2, 
Ap. IV-6, Ap, Iv-9; elemental, Ap. 
IV-8; mediano, Ap. 1v-10; medio, 
97-2, Ap. Iv-6 [cuadrático, An. 
1V-7, 9; cúbico, cuártico, Ap. 1v-9]; 
probable, Ap. Iv-10; sistemático, 
Ap. 1V-6; verdadero, Ap. Iv-7. 

Escala: Ap. v-1a; funcional, homo- 
eráfica, logarítmica, métrica o na- 
tural, normal, parabólica, poten- 
cial y proyectiva, Ap. v-1 a. 

Escalón, Ap. v-1a; de una función 
escalonada, 95-3 a. 

Esfera de RIEMANN, 114-5. 


11-3, Ap. 
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Esfuerzo: cortante, 106-2, XXVIII- 
vd; mínimo, 113-5 c. 

ESNAULT-PELTERIE, R., Ap. I-k. 

Espacio: completo, 96-4, XXV-III; 
funcional, 96-2, 96-3, XXV-II, 
Xxvmi-x; H abstracto, 96-4; H 
complejo, 96-4; lagunar, 115-12; 
lineal, 96-1; métrico, 96-1, 96-Ej.; 
perfectamente separable, 94-2a; 
real de HILBERT, 96-2, XXV-II; se- 
parable, 94-2 a, 96-4, XXVIII-X 4 c; 
vectorial, 96-1; vectorial norma- 
do, 96-1. 

Espacios isomorfos, 96-4. 

Espectro: continuidad, 99-5 k; de 
autovalorcs, Ap. 11-3 e; densidad, 
99-5; descomposición, 99-5. 

Esperanza de pérdida, Ap. IV-9. 

Estado estacionario, 96-5. 

Éter, 96-5; viento, 96-5. 

EUDOXO, Ap. I-c. 

EULER, L., 100-3, 101-7, 101-Ej., 
104-2, 104-3, 104-4, 104-Ej., 108-1, 
110-5 b, 112-3, 112-Ej., 113-3, 113- 
4, 113-5, 118-6, 113-EjJ., XXVIIL-I ¢, 
XXVIII-X, XXVIII-XI 9, 114-2 a, 115-4, 
116-Ej. 1, XXIX-1, XXIX-11 &, XXIX- 
IIb, XXIX-VIL O, XXIX-VIM a, j, Ap. 
1-4 a; ecuación, 113-3a (forma 
desarrollada, 113-3 c; integración, 
113-4); fórmulas para T(z), 
XxXIx-v1 a; integrales, XXIX-VIL; 
método de aproximación, 100-3; 
multiplicador, 101-7, 101-8; punto 
de vista local, XXIX-I a, 

Evolvente, 103-1b; de la circunfe- 
rencia unidad, 103-1. 

Exponente: de dimensión, Ap. 1-d; 
de una función entera, 118-6 a. 
Exponentes: conjugados, XXV-1; de 
una serie de DIRICHLET, XXIX- 

vii b, 

Extensión (exterior e interior), 94-1, 

Extremal, 113-3 a; forma paramé- 
trica, 113-5 b. 

Extremo: regular, singular, XXVII- 
III Cis. 

Extremos (absolutos y relativos), 
XXVIII-X; ligados, 113-1 c. 


F 


FARER, G., 118-3. 

Factor: de convergencia (de CAU- 
CHY y de WEIERSTRASS), 99-Ej.; 
de multiplicación, Ap. 1; disconti- 
nuo de DIRICHLET, 99-5 a; inte- 
grante, 101-7, 101-8, 110-6, XXVIII- 
Te (existencia, 101-8). 

Puetorial generalizada, 97-12. 
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“Faltung”, XXIX-VIIL 

Familia: de curvas, ecuación dife- 
rencial, 105-1; equicontinua, 
XXVIII-X 4 ¢; infinitamente aditiva 
de conjuntos, 94-1; normal, XXVIII- 


x4a; uniformemente compacta, 
XXVIII-X 4a; universal de entor- 
vos, 94-2. 


FANTAPPIÉ, L., XXV-IV 8, Ap. 1-6, 

Farou, P., 95-4, 95-5, 96-5, 98-6, 
XXV-I11 q. 

FAVARD, J., XXIX-IX 1. 

FEJÉR, L., 98-4, 98-5, 98-7; integral, 
98-5. 

FELLER, W., Ap. 1V-1 d. 

FERMAT, P. de, 113-5 c, 113-Ej. 6, 
Resp.; problema y principio va- 
riacional, 113-5 c. 

FERRERS, N., p. XV, XXVIII-IV; fun- 
ciones, XXVIII-IV. 

FESHBACH, H., XXVIII-X1,5 8, XXIX- 
IX-3. 

Filtro de una función, XXIX-IV, 

FISCHER, E., p. XIV, 96-4, 96-5, XXy- 
III. 

Flujo: a través de una curva, XXIX- 
114; calórico, Ap. 1-3. 

Foco, XXVII-IL 

FOMIN, S. V., XXIV-IV 3, 

“Fonction créneaux”, Ap. IT-3. 

“Fonction gradins”, Ap. 11-3. 

ForD, L. R., XXVII-IV 2. 

Forma: asimétrica de ecuaciones en 
diferenciales totales, XXVIII-I €; ca- 
nónica de una transformación ho- 
mográfica, 114-Ej. 12; normal en 
funciones de BESSEL, XXVII-I C€; 
normal y simétrica de sistemas de 
ecuaciones diferenciales de primer 
orden, 109-1 a. 

Forma integral; bilineal, Ap, 11-3; 
cuadrática (definida negativa o 
positiva, indefinida), Ap. 113. 

Fórmula: de duplicación para T(z), 
XXIX-VI b,,c,; de FREDHOLM, AP. 
Il-2 dı; de GREEN, XXVIII-IX (ge- 
neralizada, XXVIII-X); de HEAVISI- 
DE, Ap. II-l &:; de inversión de 
MELLIN, XXIX-VIII l; dimensional, 
Ap. I-d. 

FORSYTH, A. R., XXVII-IV 2, XXVIII- 
XI 1. 

FORTET, R., Ap. Iv-11 d. 

FOUCAULT, J., 109-3 c. 

FOURIER, J., p. XII, p. XIV, p. 
XVI, XXIV-IV, 97-1, 97-2, 97-3, 
97-6, 97-7, 98-1, 98-3, 98-5, 98-6, 
98-7, 98-Ej., 99-1, 99-2, 99-3, 99-4, 
99-5, XXV-III b, XXYII-IV 7, XXVIII- 
V D, XXVIIL-IX hı, XXVIII-X 2, 112-2 cs, 
112-7, XXIX-VIII l, Ap. 1-f, Ap. 1-1, 
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Ap. 11-2C,, Ap. 11-4d, Ap. 115 a, d, 
Ap. 1-6, Ap. IMM-2, Ap. 1-4, Ap. 
1-8, Ap. m-9, Ap. 1mr10f, Ap. 
11-11 d, g; coeficiente, 97-1; inte- 
gral, § 99; transformada, 99-3; 
[forma compleja, 99-4]. 

“Foyer”, XXVIL-II. 

Franja integral, 111-4 b. 

Franjas características, 
111-5. 

FRANK, PH., XXVIII-XI 5. 

FRANKLIN, PH., XXV-IV 4. 

FRÉCHET, M., XXIV-III, XXV-III @, Àp. 
II-6, Ap. V-4; distancia de FRÉ- 
CHET-MCSHANE, XXIV-III bz. 

FREDHOLM, E. I., p. XVI, XXYIII-IX e, 
Ap. I-1, Ap. 11-2, Ap. 11-3 a, Ap. 
1-4 Cc, Ap. 115, Ap. 11-6; fórmula, 
Ap. 11-2; método, Ap. 1-2 d»; nú- 
cleo, Ap. 11-2, Ap. I1-4; teorema 
de la alternativa, Ap. 11-2 b. 

FRESNEL, A. J., 115-Ej. 2. 

FRIEDRICH, XXVIII-X 1 b. 

FRIEDMAN, B., XXVIII-XI 8. 

FRITZ, J., XXVIII-XI. 

FROBENIUS, F. G., XXVII- b, Ap. 
1-h,1, Ap. II-2 b. 

Frontera: de una función seccional- 
mente holomorfa, Ap. 11-5 f; natu- 
ral, 114-1 b, 115- 12, 

FUBINI, G., 95-6 b. 

Fuerza: elástica, 106-1; impulsiva, 
Ap. 111-3 c. 

Función: absolutamente continua, 
95-5b (según TONELLI, XXIY- 
MI b,); alternada, 98-4; analítica, 
114-1 a, XXIXAV ; analítica comple- 
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